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(i)  VétymologU  de  ce  nom  ^ûulniLe , 
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Ouvrages  de  M*  Retnaud^  qui  se  trouvent  chez  lui,  rue 
';Geoffiroy^l'As9ier,  n"*  slS  ,  et  chez  CovfiCllEM,,  libraire, 
quai  des  Augustins ,  n*  5/* 

10.  Traité  d'Arithmétique ,  à  Pasagedet  Ing^nie^rs  da  Cadastre  ;  prix  5  f. 

ao.  Élèmens  d^ Algèbre ,  i^^*  section 9  (3«  édition)  ,  5f. 

3^.  Élémens  tC Algèbre ,  a'  section  ,  5  f« 

4®^  Trigonométrie  .analytique  f  «nivi«  des  Tables  de  Logarithmes  c^b 
^  Lalande,  :     a  £  Soc. 

5*.  Fragmens  sur  V Algèbre  et  la  Trigonoynétrié ,  ^fr. 

^.Manuel  de  ^Ingénieur  du  Cadastre ,  par  MM*  Pommiiset 
Renaud  f  lafir. 

^o.  Traité  d^ Arpentage  de  Lagrive ,  avec  lev  notes  de  R^tnaud, 
Ces  notes  contiennent ,  la  Théorie  des  Rentes  perpétuelles  et 
viagères ,  tontes  les  questions  rdatives  à  l'intérêt  de  Targent  et 
des  Tables  de  Logarithmes ,  7  f. 

Notes  sur  BezàiU. 

So.  Arithmétique  de  Bezàùt ,  arec  les  notts  dé  Reynaud.  Cet 
notes  sont  divisa  en  quatre  parties.  La  première  contient  TAna- 
lyse  du  Traité  d'ArithJoaétiqne  à  Tnsage  des  ingénieurs  da  Ca- 
dastre. La  seoonde  et  la  troisième  partit  lenfémitût  bt  piraiiriîtbés 
des  nombres  qui  sont  utiles  dans  TAlgèbre.  L«  dernière  partie 
est  C Arithmétique  des  Grecs,.,*  (5*  édition)  »  3  f* 

^.  Géométrie  de  B^nt  f  «ret  les  nofet  de  Ràynaudf  Ces  notes 
sont  divisées  eh  trois  parties.  La  première  est  destinée  à  compléter 
k  Géométrie  de  Bezont.  La  seconde  offre  n^e  coUecôon  de 
Problèmes.  La  troisième  contient  la  Théorie  des  plans  et  let 
Elémens  de  la  Géométrie  descriptive  t  5f< 

100.  Algèbre  de  Bezout ,  artc  let  note»  de  Bepumâ, 

Nota.  L'Arithmétique  ,  l'^i^é^re ,  la  Trigonométrie  analytique , 
les  JYotes  sur  V  Arithmétique  et  sur  la  Géométrie  de  Bezout  ^  sont  par- 
ticulièrement destinées  aux  Elèves  qui  se  proposent  d^ntrer  à  V Ecole  Po^ 
lYUchnique.  On  y  troiiyt  les  principales  difiwUiés  relatitw  aux  examens. 
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DISCOURS  PRELIMINAIRE. 


JuA  grande  influence  des  Mathématiques  (i)  sur  les 
connaissances  humaines^  les  rendant  nécessaires  à 
toutes  Les  classes  de  la  société  y  nous  devons  faire 
nos  efibrts  pour  en  faciliter  Fétude.  Les  clcmens 
de  cette  science  sont  d'une  exactitude  reconnue  de 
tous  les  êtres  pensans  y  et  les  opinions  ne  peuvent 
différer  que  sur  la  manière  de  combiner  ces 
élémens.  A  cet  égard,  les  auteurs  les  plus  cé- 
lèbres ont  suivi  des  routes  entièrement  différentes  ; 
souvent  le  même  auteur ,  éclairé  par  renseigne- 
ment y  a  successivement  changé  la  forme  de  son 
ouvrage.  Cette  diversité  d'opinions  a  contribué  aux 
progrès  de  la  science  y  en  présentant  les  même$ 
vérités  sous  des  aspects  variés.  Cherchons  à  décou- 
vrir celui  de  ces  aspects  qui  réunit  le  plus  d'a- 
vantages. Le  moyen  le  plus  sûr  d'y  parvenir,  est 
de  déduire  du  raisonnement  ^  V ordre  dans  lequel  les 
découvertes  ont  dû  se  faire.  Nous  virons  ensuite, 
si  V Histoire  vient  à  V appui  du  raisonnement ,  et  nous 
en  déduirons  les  motifs  qui  ont  déterminé  le  plan 
de  cet  ouvrage  ;  ce  qui  divisera  ce  discours  en 
trois  parties. 


(i)  UétymologU  de  ce  nom  e^  science  ,  insfi'uciion, 


ij  DISCOURS 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Ordre  le  plus  naturel  à  assigner  aux  découvertes^ 

PREMIERE     EPOQVE. 

Origine  et  progrès  de  V Arithmétique. 

Dans  les  temps  les  plus  reculés,  les  hommes,  stî-* 
mules  par  le  besoin ,  durent  se  livrer  au  commerce  : 
les  'calculs  relatifs  aux  échanges ,  firent  successi- 
vement éclore ,  les  notions  élémentaires  de  VArith^ 
métique  y  la  numération^  V addition  et  la  soustrac^ 
iion.  Les  progrès  du  commerce  conduisirent  à  des 
questions  de  plus  en  plus  composées  ;  et  pour  sim- 
plifier les  calculs  ,  on  inventa  la  multiplication  et  la 
division.  Ces  quatre  règles  réunies  ,  composèrent 
V Arithmétique  proprement  dite  ;  car  l'objet  de  cette 
science  est  d'effectuer  toutes  les  opérations  possi- 
bles sur  les  nombres. 

JSP  époque.  Origine  et  progve§  de  V Introduction^ 

Le  moyen  le  plus  naturel  de  résoudre  les  pro- 
blèmes ,  fut  de  combiner  les  quatre  règles  de  FA-^^ 
rithmétique.  Ces  combinaisons  variées  durent  con- 
duire à  des  problèmes  de  plus  en  plus  compliqués; 
leur,  ensemble  compose  V Introduction  à  V Algèbre. 

in*  ÉPOQUE.   Origine  de  la  i^'  partie  de  P Algèbre. 

Ces  solutions,  simples  et  variées,  suffirent  pen- 
djgyit  long-temps  j  mais  ensuite,  les  progrès  successiÊk 
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de  la  civilisation^  conduisant  à  des  questions  déplus 
en  plus  compliquées,  on  sentit  la  nécessité  d'inventer 
des  signes  particuliers ,   pour  simplifier  l'écriture 
des  calculs.  Telle  est  l'origine  la  plus  probable  de 
FAlgèbre.  Cette  science  n^est  qu* une  écriture  abrégée, 
qui  rapprochant  les  pensées  ,  donne  plus  de  facilité 
pour  en  saisir  l'ensemble.  Les  solutions  des  pro- 
blèmes les  plus  compliqués ,  n'exigeant  que  l'emploi 
des  quatre  règles,  on  dut, pour  les  indiquer,  inven- 
ter quatre  signes  ;  et  comme  l'expression  des  con- 
ditions d'un  problème ,  conduit  en  général  à   des 
combinaisons  de  quantités  connues  et  inconnues^ 
qui  doivent  être  égales  ;  on  adopta  le  signe  d'égalité. 
Enfin  le  besoin  d'écrire  continuellement  les  quan- 
tités inconnues  ,  conduisit  à  les  représenter  par  des 
caractères  particuliers.    Tels  furent  les  signes  algé^ 
briques  employés,  pendant  plusieurs  siècles,  pour  ré- 
soudre les  problèmes.  Ces  signes  changèrent  sou- 
vent de  forme  ,  mais  leur  nombre  dut  rester  inva- 
riable. Ces  nouveaux  instrumens,  dirigés  /par  des 
mains  habiles ,  fournirent  les  solutions  d'un  grand 
nombre  de  problèmes.  La  réunion  de  ces  problèmes 
compose  la  premièi^  Partie  de  mes  Elémensd'jilgèbre. 

IV*  ÉPOQUE.  Origine  de  la  2*  partie  de  FAlgèbre. 

En  comparant  entre  elles  les  solutions  des  pro- 
blèmes ,  qui  se  déduisent  d'un  même  énoncé  en  ne 
changeant  que  les  valeurs  numériques  des  quantités 
connues ,  on  dut  s'appercçvoir  qu'il  fallait  continuel- 
lement répéter  les  mêmes  raisonnemens  et  les  mêmes 
opérations.  On  chercha  donc  à  comprendre  toutes 
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cbîrent  pendant  près  de  trois  n^ille  ans  y  nous  ea 
dérobe  l'origine.  La  trace  de  leurs  premiers  pas^ 
eflTacëe  par  le  temps  ^  semble  se  perdre  dans  la  nuit 
produite  par  Faccumulation  des  siècles  ;  et  nous  en . 
sommes  réduits  o^ux  conjectures.  Dès  rorigine  du 
Monde ,  les  hommes  ^  stiipules  par  le  besoin  y.  dù^ 
rent  s'occuper  du  calcul  ;  les  révolutions  successiycft 
gui  produisent  ^  perfectionnent  et  détruisent  alte:-^ 
Hâtivement  les  sciences ,  ont  dû,  changer  plusieurs 
fois  la  &ce  des  Mathématiques  ;  nous  ne   sommes 
peut-être  pas  encore  parvenus  à  ramener  VAnaljrse 
à  son  ancien  degré  de  splendeur  ;  après  avoir   Êiit 
des  progrès ,  eHe  a  peut-être  été  plusieurs  fois  dé- 
truite. Mais  sans  nous,  perdre  dans  des  réflexions  affli*^ 
géantes  y  consultons  les  traditions  les  plus  reculées-^ 
et  jetons  d'abord  un  coup-d'œil  rapide  sur  lé  passé  ; 
nous  verrons  le  Génie  des  Mathématiques ,  parcou- 
rant la  surface  de  la  terre ,  successivement  protégé 
et  persécuté  par  les  mêmes  peuples ,  marchant  avec 
rapidité  ,  sWrêtant  et  rétrogradant  même  quelque- 
fois. Nous  le  verrons  parcourir  YÉgypte ,  la  Chaldécy  ; 
la  Grèce  y  \ Arabie ,  la  Perse- j  V^Espagne  y  \ Italie  j 
V Allemagne  ,  la  France- ,  et  V Angleterre.  Nous  ver- 
rons les  Géomètres ,  d'abord  proscrits ,  protégés  en- 
suite ,  et  enfin  condilés  d'honneurs.  On  a  reproché 
aux  Mathématiques  d^arréter  la  nurche  dix*  génie  ; 
mais  celui  çpiï  réfléchit  repoussé  cette  opinion  ;  car 
cette  science  ,  étant  celle  de  la  vérité^  nepent  arrêter 
que  les  écarts  dfe  l'esprit.  Si  ïétudè  des  Elcmens 
refroidu  d'abord  l'imagination^  les  combinaisons 
variées  de  ces  Elémens  exercent  ensuite  l'esprit^  Je 
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virent,  n'offrent  aucuns  noms  célèbres.  Le  philo- 
sophe Platon  (i)  cultiva  les  sciences  exactes  avee 
succès  ;  on  lui  doit  la  théorie  des  sections  coniques. 
Ses  disciples,  Aristée  ,  Eudoxe  ,  Menechme  , 
Di  NO  STRATE  ,  ctc. ,  perfectionnèrent  cette  théorie, 
€t  lui  donnèrent  le  nom  de  Géométrie  transcendante^ 
Platon  ,  persuadé  de  Futilité  des  Mathématiques  , 
avait  mis  sur  la  porte  de  son  école  :  Que  nul  n  entré 
ici  s^il  ri  est  Géomètre.  Menechme  parvint  à  résou- 
dre le  problème  de  la  duplication  du  cube ,  en  com- 
binant lés  propriétés  des  sections  coniques  ,  avec 
celles  des  progressions  géométriques.  Cette  solution 
fut  la  source  de  Fimportante  théorie  des  Lieux  géo^ 
métriques  et  de  Y^inalyse  géométrique. 

Le^  profond  Euclide  (2)  marqua  une  époque 
bien  supérieure  aux  précédentes.  Ses  ouvrages  su- 
blimes sont  les  foyers  de  cette  lumière  vive ,  qui 
s'est  propagée  jus<pi'à  nous  dans  toute  sa  pureté.  Il 
eut  la  gloire  dcleter  la  Géométrie  à  son  degré 
de  rigueur  actuelle  ,  et  fit  un  grand  usage  de  la  dé-- 
monstration  par  t absurde.  Ce  genre  de  démons- 
,  tration ,  qui  a  l'avantage  de  convaincre  de  la  vérité  > 
•a  rincouvénient  de  ne  pas  faire  voir  comment  on  a 
été  conduit  au  résultat  ;  souvent ,  les  démonstra* 
lions  deviennent  longues  et  indirectes;  les  élève» 
les  suivent  avec  peine.  On  raconte  à  ce  sujet ,  que 
Ptolcmée  Philadelphe  ,  arrêté  par  ces  difficultés  , 
demanda  à  Euclibe  s'il  ne  pourrait  pas  aplanir  la 

■  I  M        ■■■  I  I  — — B^i^l^— — ^— — — .— ^ 

(i)  390  ar.s  avant  J.-C.  .    ' 

^a)  5^0  ar.s  ayant  J.-C* 
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ff  nmte  en  sa&venr  ;  le  Géomètre  philosophe  répondit 
f  avec  franchise  :  Non ,  prince ,  il  ri  y  a  pas  de  che-^ 
min  particulier  pour  les  rois.  Vers  cette  époque  , 
ÉaATOSTHENK  (i)  acquit  de  la  célébrité  y  en  donnant 
une  méthode  pour  découvrir  les  nombres  premiers  ; 
cette  méthode  est  connue  sous  le  nom  de   Crible 

/ËRATOSTHENE. 

Leméme  siècle  vit  paraître  le  grand  Archimede(:2); 
cet  homme  extraordinaire  enrichit  les  sciences  et  les 
arts  ^  de  nombreuses  découvertes.  On  lui  doit  le 
premier  rapport  approché  du  diamètre  à  la  circonfé^ 
rence.  La  méthode  qu'il  emploie  est  extrêmement 
ingénieuse  ;  on  peut  la  regarder  conmie  la  source 
et  le  modèle  des  procédés  employés  par  les  mo-« 
demes.  La  Mécanique  et  l'Optique  lui  doivent  une 
partie  de  leurs  richesses  ;  il  résolut  le  fameux  pro- 
blème de  la  couronne  du  roi  Hiéron  y  et  parvint 
à  déterminer  les  proportions  d'or  et  d'argent  con- 
tenues dans  cette  couronne.  Archimede  rendit  de 
grands  services  pendant  le  siège  de  Syracuse.  Il  in- 
cendiait les  vaisseaux  des  Romains  ,avec  desi^^m^^ 
ardens.  Ses  machines  contribuèrent  à  prolonger  la 
défense  de  la  place  ;  on  dit  qu'interr(^é  sur  leur 
force,  il  répondit  :  Donnez-moi  un  point  Jixe  et  J0 
mettrai  le  Monde  en  moui^ement.  Son  ingrate  patrie 
oublia  bientôt  ce  grand  homme.  Ce  ne  fut  que  deux 
siècles  après  sa  mort,  que  Cicéron  rendit  une  se^ 


(i)  280  ans  avÂit  J.-C. 
(a)  s5o  ans  ayant  J.-C 
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€ondefois  Archimède  à  la  lumière  y  endéconvra 
son  tombeau  sous  un  amas  de  ronces^  dans  ui 
campagne  voisine  de  Syracuse.  Les  deux  plus  gran< 
Géomètres  de  l'antiquitë  se  succédèrent  avec  rap 
dite;  cinquante  ans  après  Archimède  ,  on  vit  p 
raître  Apollonius  (i).  Ce  célèbre  Mathématicû 
commenta  Euclide  ,  et  composa  un  grand  noncib 
d'ouvrages  sur  la  Géométrie  transcendante.  11  gén 
ralisa  la  théorie  des  sections  coniques;  et  résolut  i 
grand  nombre  de  problèmes  sur  les  maxima  et  1 
minima.  Ses  solutions  sont  admirables  par  leur  él 
gante  simplicité. 

Les  Mathématiques  languirent  ensuite  penda 
cinq  siècles.  Ce  fut  cette  longue  nuit  qui  précét 
l'aurore  de  FAlgèbre  ;  vers  l'an  35o  de  l'ère  chr< 
tienne ,  le  célèbre  Diophante  (2)  publia  ces  oi 
vrages  précieux  qui  renferment  le  germe  des  pr 
xnières  notions  de  l'Algèbre.  Son  imagination  vi^ 
créa  des  problèmes  d'une  nouvelle  espèce  ,  et  1 
fournit  le  moyen  de  les  résoudre  par  des  artifices  i 
«calcul  très-ingénieux ,  qui  ont  beaucoup  de  resseï 
blance  avec  les  procédés  algébriques  découvei 
parles  Arabes  ^  ses  successeurs.  Ces  problèmes  coi 
duisent  à  des  équations  déterminées  et  indéterminé 
du  premier  et  du  second  degré;  il  écrivit  trei 
livres  sur  cet  objet.  Le  temps  n'a  respecté  que  I 
six  premiers,  La  perte  des  sept  derniers  est  d'aï 


(1)  îioo  ans  avant  J.-C. 

(3)  Né  Tan  Sao  de  Tère  chrétienne; 
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hmt  |ihis  afiligeante  y  qu'elle  nous  a  probablement 
fnYeÊt  de  la  partie  la  plus  importante  de  Fou* 
rage. 

Cette  heureuse  impulsion  fit  £ûre  un  grand  pas 
«a  sciences.  Pendant  près  de  mille  ans  y  Tëcole 
^Alexandrie  leur  servit  de  sanctuaire.  Un  grand 
nombre  de  commentateurs^  complétèrent  et  perfec-* 
donnèrent  les  méthodes  de  Diopuante.  La  célèbre 
et  malheureuse  Hipathia  (i)  fut  de  ce  nombre; 
i^vès  avoir. médité  les  ouvrages  de  Diopuante  y  elle 
enseigna  les  Mathématiques  dans  la  fameuse  écolo 
d'Alexandrie  y  et  obtint  des  succès  mérités  ;  mais 
victime  de  Tenvie  ^  elle  fut  massacrée  par  le 
pen|de. 

Ce  trait  de  cruauté  fut  comme  l'éclair  précurseur 
deVorage  afireux  qui  se  formait  contre  lesMathémati* 
ques.  La  foudre,  lancée  par  les  Arabes  y  embrasalemo- 
Buinent  des  sciences;  les  richesses  immenses  accumu- 
lées pendant  dix  siècles  dans  la  fameuse  bibliothèque 
de  l'école  d'^/exa/i^r/e,  devinrent  la  proie  des  flam- 
mes (2Î).làes  Géomètres,  rassemblés  dans  cette  école, 
furent  persécutés  et  dispersés.  L'arbre  des  sciences, 
desséché  par  cet  affreux  incendie ,  languit  pendant 
plusieurs  siècles.  Mais  enfin  les  Arahes ,  fatiguéspar 
des  guerres  continuelles ,  abandonnèrent  les  armes, 
pour  s'occuper  de  nouveau  des  Mathématiques  , 
qu'ils  avaient'  anciennement  cultivées  avec  succès* 
Leurs  Califes  et  les  Rois  de  Perse  encouragèrent  les 

(i)  Vers  Tan  ^\o. 

(2)  L*an  €41  vit  cet  affreux  désastce; 
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savans;  et  pendant  trois  siècles  ,  ce  peuple  ,  jadis  dSf 
barbare  9  fit  ses  efforts  pour  rendre  aux  scienceif-^ 
ce  qu'il  leur  avait  ravi  ;  il   perfectionna  les  no^ 
lions  d'Algèbre ,  répandues    dans  les  ouvrages  dri^* 
DiopHANTE ,  et  donna  a  cette  science  le  nom  qu'ell«[J^"' 
porte.  On  croît  même  que  les  ^mie^  parvinrent  ir^-' 
résoudre  des  problèmes  du  5*  et  du  4*  degré.  La  so-*^ 
lution  complète   de  ces  problèmes ,  ne  parut  qua  '^ 
dans  le  cours  du  i6*  siècle.  *'^^ 

Les  progrès  des  Mathématiques  chez  les  Arabes^^^ 
attirèrent  les  savans  des  différentes  contrées.  Le  cé-»-^ 
lèbre  Gerbert  (i),  qui  fut  ensuite  Pape  sous  le'^ 
nom  de  Sylvestre  H,  et  Léonard  de  Pise  (a)  ,  y  '- 
puisèrent  la  connaissance  de  l'Algèbre  ,  et  répan-r  ^ 
dirent  leurs  lumières  sur  l'Italie.  Ce  dernier  com-  IP 
posa  des  ouvrages  qui  ne  sont  pas  parvenus  jusqu'à  ^ 
nous.  Les  Maures  y  maîtres  de  l'Espagne,  cultivaient  ^' 
les  Mathématiques  avec  succès  et  instruisaient  l'Eu-  '"^ 
rope ,  lorsque  la  prise  de  Grenade  par  les  Espa^ 
gnols  j  en  149^  >  vint  porter  un  coup  Ëttal  aux  • 
sciences. 

Les  Persans ,  ayant  secoué  le  joug  des  califes  (5)^ 
se  séparèrent  des  Arabes.  Ils  continuèrent  à  cultî-»- 
ver  les  Mathématiques  et  perfectionnèrent  Y  Algèbre  y 
la  Géométrie ,  et  surtout  V Astronomie.  Le  docteur 
persan  Nessir  ,  composa  des  ouvrages  trèsr-estimés; 
tes  Commentaires  sur  Euclide  y  iiqprimés  en  1 5ga j^ 
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(i)  Vers  Fan  9S0. 
(fi)  Vers  l'an  laoo. 
(3)  Vers  l'an  loSow 
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fenfermeht  des  recherches  curieuses  ;  ils  sont  écrits 
en  Arabe,  Les  Géomètres  persans  les  plus  connus  , 
sont  Nassir-Eddîn  et  Maimon-Reschzld.  Us  s'a- 
donnèrent  particulièrement  à  perfectionner  les  Elé^ 
mens  ^/'Eucude.  On  croit  que  les  Persans  pos- 
sèdent des  ouvrages  grecs  que  nous  ne  connais- 
sons pas. 

Les  Arabes  rendirent  un  service  signalé  aux  scien** 
CCS,  en  réduisant  la  Trigonométrie  rectiligne  à  un  petit 
nombre  de  principes  ,  et  remplaçant  les  cordes  des 
arcs  par  les  ^//zi^.  On  attribue  ces  théories  à  deux  Géo- 
mètres célèbres^  Mohammed-Ben-Musa  et  G^ber^ 
Bin-Aphla.  Ce  dernier  vivait  dans  le  ii*  siècle. 
L'Histoire  ne  nous  a  pas  transmis  l'origine  de  la  TV^- 
gonométrie  rectiligne  ;  les  Egyptiens  et  les  Grecs  en» 
firent  probablement  usage  pour  mesurer  les  distances 
entre  des  objets  inaccessibles.  La  Trigonométrie 
tphérique  prit  naissance  Fan  55  de  l'ère  Chrétienne; 
vers  cette  époque  ,  MÉNÉLAiis  publia  un  très-beau 
Traité  des  Triangles  sphériques.  Cet  ouvrage  prouve 
que  l'auteur  était  très-profond  dans  la  Géométrie. 

Dans  le  même  temps ,  les  Indiens  et  les  Chinois 

observèrent  les  astres  avec  une  patience  admirable  , 

mais  sans  aucun  résultat  important.  Lesatltres  parties 

des  Mathématiques  languirent  chez  ces  peuples.  Les 

Chinois  ,   prétendus  créateurs    des    élémeus    des 

fciences ,  n'ont  pas  su  les  perfectionner.   L'empe-* 

KoBiLAi  (i),  cinquième  successeur  du  fameux 

isghis-Kan  ,  fit  tous  ses  efforts  pour  hâter  les 
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progrès  des  sciences  exactes  ;  il  établit  y  coitiniq 

chef  du  tribunal  de  Mathématiques  ,  le  laboriemi. 

CocHEON-RiNG ,  qui  perfectionna  l'Astronomie  ^  rtT 

£t  des  observations  d'une    exactitude    jusqu'alorif 

inconnue,  \  ' 

Le  feu,  qui  embraça  la  bibliothèque  à'jélexandHe^" 

éclaira  la  Grèce  pendant  quelques  instans..  Les  sa-î 

•vans ,  dispersés  dans  cette  belle  contrée  ,  y  entretin-* 

rent  d'abord  le  goût  des  Mathématiques  ;  mais  leva» 

successeurs,  effrayés  par  le  bruit  des  armes ^,i)e 

furent  que  de  médiocres  compilateurs.  Enfin  ^  vert 

l'an  1420,  le  moine  grec,  EnunanuelMoscovvut^  e^t 

l'ingénieuse  idée  des  quarrés  magiques.    Les  mo-* 

dernes  en  ont  tiré  un  grand  parti  ;  Moscopide,  fiitle 

dernier  Mathématicien  de  la  Grèce.  La  prise  de 

Constantinople ,  par  Mahomet  II^  chassa  les  science^ 

îde  ce  pays.  . 

Les  Mathématiques ,  persécutées  dans  la  Grèce  f 

vinrent  se  réfugier  en  Italie  ;  et  se  répandirent  ensoiter 

dans  la  France  ^  Y^ingleteire  et  Y  Allemagne.  La  fia 

du  i4*  siècle  vit  paraître  le  premier  traité  d'Algèbre 

imprimé  en  Europe  ;  cet  ouvrage  ,  dû  à  Lucas  de 

Burgos  ,  comprend    la    résolution   complète,  des 

équations  du  second  degré  ;  mais  on  n'y  trouve 

aucunes  traces  des  découver  tes  des  Arabes ,  sur  les 

équations  du  3*  et  du  4*  degré.  Les  Mathématiques 

firent  alors  .des  progrès  rapides  en  Italie;  l^s  savans 

de  cette  heureuse   contrée  parvinrent  à  résoudre 

généralement  les  équations  du  3*  çt  du  4*  degré.  Ces 

théories  importantes  parurent  pendant  le  1 6*  siècle. 

^A  croit  que  Ffinufii  trouva  le  premier  les  formules 
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qui  donnent  les  racines  des  équations  da 

àegré ,  en  Jonction  des  coefficiens.  Trente  ans 
après,  Tabtagua  (i)  prétendit  qu'il  ayait  trouvé  da 
ion  côté  la  demonsbration  de  ces  formules.  Enfin  ^ 
CiRDAK  (2)  y  aidé  de  son  élève  Ferrari  y  publia  cette 
découverte  en  i545.  Ces  singulières  discussions  nous 
'cachent  le  véritable  inventeur.  Peu  de  temps  après  ^ 
FxRRAia,  plus  heureux  que  son  maître  ^  eut  la  gloire^ 
toute  entière  ^  de  résoudre  généralement  les  équa- 
tions du  4*  degré.  Il  posa  ainsi  la  dernière  borne  de 
la  résolution  générale  des  équations  ;  car  ses  succes- 
seurs n'ont  pas  pu  passer  outre.  Cardan  n'avait  pas 
assigné  la  nature  des  racines  dans  le  cas  irréductible^ 
Le  Bolonais  Bombelli  fut  le  premier  qui  démontra 
que  ces  racines  étaient  réelles  ;  mais  il  ne  put  les 
obtenir  sous  une  forme  réelle  et  finie  ;  sa  dé-* 
monstration  parut  en  iSqS  y  dans  son  Algèbre. 
JUUiTROLic  (3), profond  Mathématicien  ,  publia  vers 
cette  époque  ,  des  méthodes  ingénieuses  pour  som^ 
mer  les  séries. 

La  France  ,  jalouse  de  la  gloire  de  V Italie ,  pro- 
duisit le  célèbre  Viete  (4).  11  changea  la  face  de 
l'Algèbre  ,  en  introduisant  l'usage  des  lettres  de 
l'alphabet ,  pour  représenter  les  quantités  connues 
et  inconnues;  il  en  déduisit  des  formules  générales. 


(1)  Né  en  1479  ?  ™^^  ^^  1657. 
(a)  Né  en  i5oi  ,  mort  en  1676, 

(3)  Né  en  i494  1  ^^^  ^"  1S7S. 

(4)  Né  en  i54o,  mort  en  iGo3. 
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qui  ont  le  grand  avantage  de  présenter  le  ialblem? 
des  opérations  à  faire  sur  les  données  ,  pour  en  dé*  >^ 
duire  directement  les  inconnues.  Avant  lui ,  les  ' 
données  étaient  des  nombres  ;  les  valeurs  des  incon-^  - 
nues  ne  conservaient  aucunes  traces  des  opérations  ' 
faites  pour  les  obtenir  ;  de  sorte  que  pour  résoudre  ■ 
tous  les  problèmes  de  même  espèce ,  il  fallait  con- 
tinuellement répéter  les  mêmes  calculs.  Viète  aug- 
menta ses  titres  à  la  reconnaissance  de  la  postérité* 
69vante  ,  en  posant  les  fondemens  de  la  théorie  gé^ 
nérale  des  équations.  Par  un  effort  de  génie,  vraiment^ 
admirable  y  il  parvint  à  résoudre  les  équations  xlu^ 
mériques  de  tous  les  degrés  ;  il  donna  des  théorèmes  ^ 
remarquables  sur  les  racines  des  équations  ,  et  ter- 
xnina  sa  glorieuse  carrière  y  en  donnant  une  mé- 
thode nouvelle  pour  résoudre  les    équations  des 
quatre  premiers  degrés. 

Les  Anglais  y  electrisés  par  l'exemple  de  hiFrance 
et  de  V Italie  ,  se  mirent  sur  les  rangs.  Ils  enrichirent 
l'Algèbre  de  nombreuses  découvertes.  Néper  (i)^ 
profitant  dès  idées  de  Ramus  (2)  et  de  Tartauea  , 
inventa  les  logarithmes  ;  il  en  composa  des  Tables* 
Briggs(5),  et  ses  contemporains  Gelibrand., 
GuNTHER  ,  Wlacq  ,  ctc. ,  perfectionnèrent  le  tra- 
vail de  NÉPER.  La  découverte  des  logarthimes  rendit 
le  plus  grand  service  aux  calculateurs,  et  surtout  à 


(i)  Né  en  i55o  ,  mort  en  i6i8. 
(a)  Né  en  i5o2  ,  mort  en  157a. 
Ç3)  Né  en  i55G',  mort  en  i63o. 
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noinie.  Hariot  (i)  simplifia  la  notation  de 

ike;  il  imagina  de  &ire  passer  tous  les  termes 
ime  éifuation  dans  un  seul  membre  y  et  décomposa 
ks  éijoations  en  Êicteurs  ;  il  réunit  dans  son  ouvrage 
tait  ce  qui  était  connu^  et  augmenta  cette  précieuse 
edlectîoïi  ^  de  théories  nouvelles.  Il  apperçut  les 
relations  qui  existent  entre  leà  cœfficiens  et  les 
Mcines  des  équations  ;  ce  qui  conduisit  à  la  résolu- 
tbn  de  plusiieurs  équations  d'une  espèce  particu- 
lière. Bachet  de  Meziriag  (2)  généralisa  les  mé- 
diodes  deMoscopuLBf  pour  la  formation  des  quarrés 
WÊOgiéfues.  Il  commenta  Euclide  ^  et  résolut  des  pro« 
Uèmes  intéressans.  Fermât  (3)  perfectionna  l'analyse 
indéterminée  de  Diophante  y  il  découvrit  les  pro- 
piétés les  plus  importantes  des  nombres  premiers  y  et 
surmonta  de  grandes  difficultés. 

Les  sciences  exactes  y  cultivées  avec  enthousiasme 
dans  toutes  lels  parties  de  l'Europe  civilisée  y  s'enri- 
chissaient de  récoltes  abondantes  y  lorsque  le  célèbre 
Descartes  (4)  se  couvrit  d'une  gloire  immortelle  , 
en  finayant  la  route  à  suivre  dans  la  recherche  de  la 
vmté.  Appliquant  sa  méthode  aux  Mathématiques ^ 
il  leiu*  fit  faire  des  progrès  rapides.  Sa  notation  des 
exposans  jeta  un  nouveau  jour  sur  l'Algèbre  ,  en 
fusant  disparaître  un  grand  nombre  de  signes  inu- 
tiles^ qui  compliquaient  les  calculs  et  fsitiguaient  la 


(1)  Né  en  i56o  ,  mort  en  iGai. 

(2)  Né  en  1677  ,  moft  en  if>!^8. 

(3)  Né  en  1690 ,  mort  en  i6j3. 

(4)  Né  en  1696  ,  mort  en  x65o. 
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mémoire.  Avant  lui  ,  les  diverses  puissances  dNim 
même  quantité ,  étaient  représentées  par  des  lett 
différentes  ;  ce  qui  jetait  beaucoup  d'obscurité  si 
l'écriture  algébrique.  Il  créa  la  méthode  ingénieui 
dejs  inâéterminées  y  si  utile  dans  toutes  les  parties  diè^;- 
l'aiialyse  y  et  l'appliqua  à  la  résolution  de  ^équatïoli^^ 
générale  du  quatrième  degré  ;  il  décomposa  cett^  , 
équation  en  deux  facteurs  du  second  degré  y  affee^' 
té&  de  cçefficiens  indéterminés  ;  l'identité  du  produit^^  ; 
de  ces  facteurs  avec  l'équation  proposée ,  fournit  les^ 
xaleur^  de&coeffîciens  indéterminés.  Les  remarques^;. . 
de  I>E&GAÂTfis ,'  sur  la  nature  des  équations ,  prépa-^^^ 
sèrent  lés  Recouvertes  modernes.  Il  interpréta  le. . 
premier  y  te  véritable  sens  des  racines  négatives  y  eCr 
donna  une  vègle  pour  déterminer  le  nqmbre   des; 
racines  positives  et  négatives  d'une  équation  quel- 
conque y  dont  toutes  les  rax^ines  sont  réelles.  Cette 
règle  &t  long^temps  combattue  ;  mais  la-  démonstra* 
tion  générale  que  l'abbé  de  Gua  en  a  donnée^  a  levé 
tpus.  lies  doutes:  L'imagâ^aliion  vive  4e  Bescartss 
lentiraina  dans  des  erreurs  sûp  la  FMlosophie  i  maiS' 
c^  erreurs  furent  utiles  aux  hommes  ^  en  renversiti^ 
les  idiées  superstitieuses  d'Ai^srpoTE. 
«  L'ingénieux  '  CAVALEiiî  (•*)  simplifia  Fétude  de  la 
Géométrie  par  sa  méthode  des  indivisibles  y  publiêeen 
1.655.  U  considère  les  surfaces  comme  formée^  d^ime 
infini!^  de  lignes  droites.,  et  les  solides  comme  la 
somme  de  surfaces;  qequi.  ft'est  pas:  ti:ès-crx^tf 


'^;     t- 


(i)  Né  en  iSgS  ,  mort  eiti647. 
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RoB^KYAL  (i)  présenta  cette  méthode  d  une  manière 
pins  rigonreuse^^  en  considérant  des  élémèns  înfi- 
ment  petits  de  surfaces  et  de  solides.  Les  '  démons- 
trations Pbt  les  infiniment  petits^  conduisent  avec 
i^iditë  au  résultat  y  et  éclairent  la  marche'  des*  in^* 
Tenteurs^  mais  elles  laissent  des- doutes  dans  l'esprit 
des  commençans^  qui  ne  sont  pas  encore:  asse& 
exercés  pour  en  saisir  la  véritable  métaphysique. 
Les  infiniment  petits  de^  difierens  ordres  y  qui  dis- 
paraissent les  uns  devant  les  autres  y  jettent  de  Vah- 
scorité  sur  les  raisonnemens.  Il  semble  que  les  rér 
saltats  que  Ton  en  déduit  ne  sont  qu'approchés.  Ces 
con|idératiôns  ont  engagé  les  modernes^  à  revenir 
à  la  Géométrie  d'EucLiDE.  To'rricelli  (ù)  résolut 
des  problèmes  intéressans  sur  la  Cjrcloide  y  mais 
accusé  injustement  de  plagiat  ^  par  Roberval  ^  il  en 
mourut  de  chagrin. 

Albert  GiKÀRD  et  Hudde  (3)  perfectionnèrent  la 
théorie  des  équations.  Ce  dernier  publia  en  1 658,  une 
méthode  pour  trouver  les  racines  égales.  Wallis  (4) 
simplifia  le  calcul  des  mdicaux ,  en  les  remplaçant 
par  des  exposans  fractionnaires  ;  il  introduisit  les  ex- 
posans  négatifs  ;  son  Arithmétique  des  infinis ,  pu- 
bliée en  i655,  éÉf.reihplie  de  vues  profondes.  Le 
lord  Brouncker  Ji5) ,  donna  les  élémens  de  la 
théorie  des  finctions  continues. 

(i)  Né  en  iGoa  ;  mort  en  1675. 

(2)  Né  en  1608  ,  mort  en  1G47. 

(3)  Né  en  i6i5  ,  mort  en  1704.  ^i 

(4)  Né  en  161G  ,  mort  en  1703. 

(5)  Né  en  1620,  mort  en  i684- 
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Le  vertueux  Pascal  (i)  ,  si  célèbre  par  ses  Lett 
Proi^inciak^  et  ses  Pensées  j  donna  la  première  idé 
du  calcul  des  probabilités  ;  il  résolut  des  problè 
intéressans  sur  la  Roulette  et  les  jeux  de  hasardjk 
son  fameux  Triangle  arithmétique  fraya  une  routfj 
nouvelle  à  l'analyse.  Accablé  d'infirmités^  il  parvinf 
cependant  au  premier  rang  parmi  les  hommes  àMB^ 
lettres  et  les  Mathématiciens. 

Le  célèbre  et  modeste  HuGUENS  {pt)  perfectionna 
le  Calcul  des  probabilités  de  Pascal  ^  daos  un  Trâitd 
qui  parut  en  lôSy  ;  il  e^irîchit  la  nouvelle  Géométrie 
de  la  belle  théorie  des  déi^eloppées .  Barrow  (3)  •* 
prépara  la  découverte  de  Vanaljrse  infinitésimale.^. 
en  formant  son  triangle  différentiel ,  pour  mener  leit 
tangentes  aux  courbes.  Sa  méthode  est  celle  dç^ 
Fermât  ,  abrégée  et  simplifiée.  '. 

Les  Mathématiques  y  accablées  sous  le  poids  des 
richesses  immenses  accumulées  depuis  plus  de  vingt 
siècles  ,  s'arrêtent  un  instamtt  Mais  Newtow  (4)  pa- 
rait; son  vaste  génie  embrasse  toutes  les  connaissances 
humaines ,  les  rassemble  ,  et  s'appuyant  sur  cettç 
énorme  masse ,  il  s'élance^ans  l'avenir  ,  en  s'eni- 
parant  du  germe  précieux  des  découvertes  futures^ 
Son  Livre  des  Principes  et  son  arithmétique  uni^ 
uersellcy  chefs-d'œuvres  de  l'espnt  humain ,  furent 
des  foyers  de  lumière  qui  éclairèrent  la  marche  ra-* 


m 


(i)  Né  en  iSaS,  mort  en  16G2. 
(s)  Né  en  i6^5  ,  mort  en  169 S. 

(3)  Né  en  iGSo  ,  mort  en  1677. 

(4)  Né  en  1642  ,  mort  en  1727. 
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e  des  scfîences.  L'imagination  active  de  cet  homme 
•nnant^  s'exerça  sur  la  résolution  générale  des 
dons  de  tous  les  degprés,  et  parvint,  à  en  dé- 
,~»*Tir  \es  facteurs  commensurables  ;  il  exprima  les 
.  des  puissances  des  racines  en  fonction  des 
iens  ;  nous  lui  devons  la  théorie  générale  de 
^élimination  et  la  célèbre  Formule  du  Binôme.  U 
uva  les  séries  à  l'aide  desquelles  on  peut  appro- 
y  autant  queFon  veut^  des  racines  des  équations 
es  et  numériques  de  tous  les  degrés,  etc. 
Btînuellement  occupé  de  nouvelles  recherches  , 
EWTo-Ef  ne  put  pas  donner  à  ses  méthodes  les  dé- 
Veloppemens  et  la  perfection  dont  elles  étaient  sus* 
eeptibles  ;  il  énonça  plusieurs  théorèmes  sans  les 
démontrer.  Ses  ouvrages  sur  les  sciences  furent  les 
sources  intarissables  d'une  foule  de  théories.  La 
Pkfsique  et  la  Chimie  lui  ont  aussi  de  grandes  obli- 
gations. 

L'heureux  Leibnitz  (i),  livré  à  ses  propres 
forces  y  s'élança  du  fond  de  l'Allemagne  y  et  parut 
avec  éclat  sur  la  scène.  Attiré  par  la  gloire  de  la 
France  et  de  l'Angleterre,  il  visita  Paris  et  Londres; 
et  j  acquit  de  vastes  connaissances.  U  perfectionna 
là  théorie  des  Suites ,  et  toutes  les  branches  de  l'A- 
nalyse. Entraîné  par  la  vivacité  de  son  génie,  il  saisît 
les  difficultés  les  plus  saillantes  ;  ses  ouvrages  sont 
remplis  d'idées  neuves  et  subtiles  ;  mais  la  multitude 
de  ses  occupations  ne  lui  permît  pas  d'approfondir 
one  foule  de  sujets  créés  par  lui. 


(i)  Né  en  1646  ,  mort  ea  1716, 
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Le  17*  siècle.,  si  fertile  en  grands  hommes , 
h  jamais  mémorable  par  la  naissance  du  Calcul  difl^^ 
férentiel(i).  Cet  événemeut marqua  une  des  époque! 
les  plus  biillantes  de  l'Analyse.  Deux  génies  exlrsat^ 
dinaires.  parvinrent  en  même  temps  au  même  but  ^' 
en  suivant  des  routes  absolument  différentes  :  voi<^ 
le  fait.  Les  anciens  étaient  parvenus  à  mener  deé 
tangentes  a  qaelqnes  courbes  particulières;  maïs  toast 
leurs  efforts  échouèrent  contre  la  recherche  d'unes 
méthode  générale.   Les  modernes   attaquèrent   UL 
même  question;  Descàrtes  , Fermât  ,  RoBERVAi*e1? 
Barrow  ,  firent  un  grand  pas  en  donnant  une  mé— ! 
thode  uniforme  pour  mener  les  tangentes  aux  courbes..^ 
géométriques.  Mais  la  gloire  de  la  solution  générale.! 
du  problème  étaitréservée  à  Leibnitz  et  à  Newtow.'  : 
Le  premier  la  trouva  en  1684;  il  donna  des  règle» 
générales  pour  differentier ,  et  commença  le  Calcut 
intégral.  L'an  1686 ,  Newton  ,  qui  pouvait  ignorer 
ces  nouvelles  théories  ,   inventa   sa  méthode  des 
^fluxions  yCpLi  a  beaucoup  d'analogie  avec  \ Analyse 
infinitésimal^  de  Leibnitz  ;  mais  le  voile  épais  dont 
il  couvrit  cette  méthode  ^  en  cacha  long-temps  le 
vrai  mérite.  Les  frères  Bernoxjlu  (2)  et  Huguens 

* l"'  Il  I       I  -M  il-  I  .11 

(1)  Là  découverte  du  Calcul  différentiel  excita  un  procès 
célèbre  entre  LEIBNITZ  et  Newton.  On  en  peut  voir  les 
détails  dans  Vexcellente  Histoire  des  Mathématiques  ,  do 
Sqssvt  (auteur vivant). 

(2)  Jacques  BernoullÎ  ,  né  en  i654  >  "^^rt  en  1705,  Jean 
Bernoulli  ,  né  en  1667^  mort  en  1748.  Daniel  B&RN0VLU  , 
ué  en  1700 ,  mort  en  X78i^, 
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ndèrent  Lxibic itz  ;  la  noble  rivalité  qui  les  exci- 
tait, hâta  les  progrès  rapides  de  F  Analyse.  La  puis- 
âsnce  du  Calcul  différentiel  surmonta  une  foule 
iVxbstacles  qui  avaient  arrêté  les  Anciens  ;  les  pro- 
JUèmes  les  plus  difficiles  furent  résolus  ,  et  la 
'jScience  changea  entièrement  de  £ace« 

Ces  nouveaux  calculs  n  étaient  connus  que  d*un 
ipetit  nombre  de  Savans,  lorsque  le  Marquis  de 
XKopiTiCL  j(i)  publia  son  Analyse  des  infiniment 
^iits,  en  i6g6.  Cet  Ouvrage  sublime  fut  accueilli 
avec  transport  dans  toute  l'Europe  ;  et  les  Géomè- 
Jies,  aidés  de  ce  nouvel  instrument,  perfection-^ 
lièrent  toutes  les  branches  des  Mathématiques. 
'KoxvRS  (  il  )  compléta  la  Théorie  dès  Jeux  de 
hasard^  et  donna  les  Elemens  des  Suites  récurrentes. 
£q  171 1  9  MoNTHORT  (5)' publia  \ Analyse  des 
Jeux  de  hasard  ;  cet  Ouvrage  est  rempli  de  vues 
;  fines  et  profondes.  Tavlor  (4)  y  ami  de  New^ton  , 
lendit  un  service  signalé  aux  Sciences  exactes  ^ 
en  donnant  les  premiers  principes  du  Calcul  inté- 
fftd  aux  différences  finies  ;  il  en  déduisit  le  moyen 
de  sommer  des  suites  très-curieuses  y  et  publia  le 
£aneux:  théorème  qui  porte  son  nom.  L'obscurité  qui 
règne  dans. ses  ouvrages^  en  caeha  d'abord  le  vrai 
mérite  ;  mais  Nicole  (5)  ,  Géomètre  français  très- 


Ci)  Né  en  i66i  ,  mort  en  1704. 
(2)  Né  en  1G68  ,  mort  en  1754. 
(5)  Né  en  1678^  mort  en  1718. 

(4)  Né  en  1 685  ,  mort  en  1731. 

(5)  Né  en  i683 ,  mort  en  1758. 
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distingué ,  développant  la  méthode  de  Tayloh  avec 
clarté  y  en  fit  sentir  tout  le  prix  ;  il  ajouta  plusieurs 
séries  de  son  invention. 

L'exactitude  des  nouveaux  calculs  était  vérifiée 
par  Vexpérience  ;  mais  les  principes  sur  lesquels  ils 
reposaient  ,  n'étaient  pas  rigoureusement  démon* 
très.  Le  célèbre  Lagrange(i)  vient  de  dissiper  tous 
les  doutes  y  en  présentant  la  véritable  métaphysit|ue 
du  Calcul  différentiel ,  dans  ses  Fonctions  analjr^ 
<iywe^.  ijGette  gloire  était  «ïréservée  à  l'homme  éton- 
nant qui  débuta  dans  la  carrière  par  la  découverte 
du  Calcul  des  y  aviations;  sa  Résolution  des^Êqiia* 
fions  numériques  fixera  les  regards  de  la  postérité. 

La  noble  lutte  qui  s'éleva  entre  Lkibnitz  et  : 
Newtoiv  ,  au  sujet  du  Calcul  infinitésimal;  les 7 
nombreux  défis  proposés  par  leurs  partisans ,  enrî-  A 
chirent  la  Science  de  théories  sublimes  ;  et  le  choc  ^ 
des  opinions  fit  jaillir  ces  étinceUes  qui  end)rasèreitt  ^ 
l'Europe  savante.  La  rapidité  des  progrès  de  toutes  î 
les  conniâssances  humaines^  pendant  les  deux  siècles  « 
que  nous  allonsi  parcourir  ,  fiit  le  résultat  de  cette  f 
discussion.  Les  Sociétés  savantes  y  fondées  dans  les  > 
difi*érens  pays  (s) ,  concentrant  les  hunîères  des 
plus  grands  Géomètres  y  furent  autant  de  foyers  qui 
répandirent  leurs  rayons  sur  toute  l'Europe. 


(1)  Auteur  vivant, 

(2)  On  fonda  la  Société  Royale  de  Londres  en  1660, 
Y  Académie  Française  en  iS6'6\V  Académie  de  Berlin  en  1710; 
V Institut  de  Bologne  en  lyiS ,  V Académie  de  St:-Pétersbour^ 
en  ijaS  ,  et  Y  Institut  de  France  en  Tan  lY. 


\ 
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"^Entraiiié  par  Tintérét  da  sujet  y  je  me  suis  écarté 
nu  instant  de  la  route  que  je  m'étais  tracée  y  en 
franchissant  les  deux  derniers  siècles  avec  trop  de 
Tsqpidité  ;  je  me  hâte  de  revenir  sur  mes  pas. 

La  mort  de  Newton  arrêta  les  progrès  des  Elé-* 
mens  ;   ceux  qui  s'en  occupèrent  après  lui  y   ne 
pip*ent  atteindre  à  la  hauteur  de  V Arithmétique  uni^ 
verseUe.  Varignon  (i)  composa  un  traité  d'Algèbre 
assez  estimé.  Haiojby  (21)  rendit  des  services  signalés 
a  la  Géométrie  et  à  l'Astronomie.  Cette  dernière 
science  fut  cultivée  avec  succès  par  les  Anglais  ; 
HooK  (3)  donna  la  première  idée  du  beau  Sjrstème 
de  la  Gravitation  tiniverselle  ;  ce  fut  Newton  qui 
assigna  la  ^  loi  de  l'attraction.  Roemer  (4)  renversa 
le  système  des  tourbillons  de  Descartes  y  en  prou- 
vant que  le  mouvement  de  la  lumière  n'est  pas 
instantané  ;  il  mesura  la  vitesse  des  atomes  lumineux. 
Le  père  Reynavd  publia  en  1708  ,  son  Analyse 
démontrée  ;  cet  Ouvrage  lui  mérita  le  titre  glorieux 
de  FEucLiDE  "de  la  Géométrie  transcendante.  Il  ren- 
dit le  Calcul  différentiel  plus  élémentaire  y  et  s'atta- 
cha particulièrement  à  développer  les  Elémens  du 
Calcul  intégral  y  qui  ne  faisaient  que  de  naître  ;  il 
fut  long-temps  le  seul  guide  des  commençans  dans 
l'étude    des  nouveaux  calculs  ;  il  perfectionna  les 
méthodes  du  Marquis  de  L'Hôpital. 


(1)  Né  en  1654  ,  mort  en  17  «. 
(a)  Né  en  i656  ,  mort  eu  1742. 
(3)  Né  en  i655  ,  mort  en  170a. 
(iQ  Né  en  1644  >  °^^^  ^^  1710. 
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.  Ce  temps  fut  fertile  ea  grands  Géomètres  ;  :  on 
distingue  parmi  eux.  Cotes  (i)  ^  Ric<iÀTi  (3)-, 
Maclauriw  (3),  Maupertuis  (4),  Cramer  (5), 
Fontaine  (6) ,  etc.  Ces  Sayans  enrichirent  les  di- 
verses parties  de  FAçalyse.  L'Académicien  Camus  (7) 
classa  les  travaux  de  ses  prédécesseurs  y  dans  des 
Ouvrages  qui  sont  recommandables  par  la  clzjffé 
et  la  riguexir  des  démonstrations. 

Tous  les  esprits ,  occupés  des  nouveaux  calculs  ^ 
délaissèrent  l'Algèbre  élémentaire.  Cette  Science  , 
fatiguée  de  la  rapidité  avec  laquelle  elle  s'était  élevée 
dans  Vj4rithmé tique  ^herselledeTSEYf TOJX  ,  s'arrêta 
quelque  temps  ;  elle  semblait  même  rétrogradeis^^ 
lorsque  l'immortel  Clairaut  (8)  vintrépandre  une 
lumière  nouvelle  sur  les  principes  de  l!Algèbre  ;  il 
les  présenta  sou&  un  point  de  vue  vraiment  'philo- 
sophique; et  guidé  par  la  méthode  d'invention,  il 
souleva  le  voile  épais  qui  couvrait  les  premiers  élé- 
mens  de  la  Science.  La  manie  de  la  plupart  des 
Anciens  ,  était  de  cacher  la  méthode  tpi'ils  avaient 
suivie  ;  Clairaut  ,  au  contraire  y  simplifia  Tétude  , 
en  traçant  la  véritable  route  qui  conduit  aux  décoi^-* 


^ 


(1)  Né  en  iG8a  ,  mort  en  171S. 
(a)  Né  en  1690 ,  mort  en  lySS. 
(5)  Né  en  1698  ,  mort  en  1746. 

(4)  Né  en  1698 ,  mort  en  1769. 

(5)  Né  en  1704  ,  mort  en  1763. 
(G)  Né  en  1705,  mort  en  1771. 
(7)  Né  en  1699  >  ^^^^  «n  1768. 
<8)  Né  en  1713  ,   mort  6n  1765. 
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yerte$.  Sou  Ouvrage  renferme  plusieurs  démons- 
trations nouvelles  relatives  au  Binôme  y  aux  Z>iV/- 
sevrs ^commensurables  des  Équations  j  etc.  Clair aut 
perfectionna  la  resolution  générale  des  équations  du 
troisiènLe  et  du  quatrième  degré.  Il  rendit  des  ser^ 
vice»  importans  à  la  Mécanique  y  à  l'Astronomie  et 
à  la  Physique.  Ses  recherches  sur  la  forme  du  globe 
terrestre  ,  et  sur  les  variations  théoriques  et  pra- 
tiques de  la  pesanteur  y  depuis  l'Equateur  jusqu'aux 
Pôles  ;  ses  remarques  sur  le  mouvement  des  corps 
célestes  ^  etc. ,  sont  des  monumens  de  la  puissance 
de  'Son  génie.  Cet  homme  étonnant  s'élança  de 
bonne  heure  dans  la  carrière  ;  la  rapidité  de  sa  course 
en  compensa  la  courte  durée  ;  et  le  peu  d^années 
qu'il  vécut  ^  lui  suffit  pour  mériter  un  rang  distingué 
parmi  les  Savans.  Dès  sa  plus  tendre  enfigince  y  sou 
esprit  présenta  le  phénomène  y  encore  inconnu  y  de 
la  réunion  du  feu  de  la  jeunesse  à  la  maturité  de 
l'âge.  ^ 

La  Suisse  parut  enfin  avec  éclat  y  en  produisant 
le  célèbre  Euler  (i)  ;  cet  Elève  de  Jean  Bernoullî  , 
annonça  de  bonne  heure  ses  grandes  dispositions  ; 
il  n'avait  pas  encore  vingt  ans  y  lorsqu'il  donna  sa 
belle  solution  du  Problème  des  Trajectoires  réci^ 
prùques  ;  en  peu  de  temps  il  devint  le  rival  des 
Géomètres  les  plus  profonds  y  et  rendit  un  service 
inappréciable  y  en  introduisant  l'usage  des  lignes 
trigonométriques  dans  l'ailalyse.   Il  en  déduisit   le 


(i)  Né  en  1707,  mort  en  1783. 
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moyen  d'intégrer  un  grand  nombre  de  différen- 
tielles ,  d'une  forme  nouvelle.  Il  résolut  une'  foule 
de  problèmes  ,  et  perfectionna  les  méthodes  d'ap- 
proximation.  La  force  jde  son  génie  renversa  la 
plus  grande  partie  des  obstacles  qui  arrêtaient  la 
marche  rapide  des  Sciences.  Sa  Mécanique  y  publiée 
en  17369  est  une  des  productions  qui  fût  le  plhs 
d'honiieur  à  l'esprit   humain.   Les  Mémoires  des 
Académies  de  Berlin  et  de  Saint-Pétershom^ ,  sont 
des  monumens   de  sa  gloire  y  qui  passeront  à  la  ^ 
postérité.  Les  recherches  d'EuLER  dans  les  Mathé- 
matiques transcendantes  ,  ne  l'empêchèrent  pas  de 
perfectionner  toutes  les  parties  des  Elémens.  Ses 
ouvrages  sont  des  modèles  d'élégance  ^  d'ordre  et 
de  clarté.  On  y  voit  brîîIêîTà^ubtilité  de  son  esprit , 
dans  une  foule  d'artifices  de  calcul  qui  lui  sont  pro- 
pres. Ayant  perdu  la  vue  ^  il  coiifia  la  rédaction  de 
ses  Ouvrages  à  un  de  ses  Elèves.  Son  fils ,  Jean^ 
Albert  Euler  (i),  acquit  de  la  célébrité;  il  perfec- 
tionna la  théorie  des  Axes  principaux  de  Segner  y 
dans  un  Ouvrage  sur  \ Arrimage  des  N aspires ,  qui 
partagea  le  prix  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris^ 
en  1761. 

L'infatigable  Laçai  lle  (3)  rendit  des  services  si-» 
^alés  à  l'Astronomie  9  par  des  observations  exactes 
€t  nombreuses.  En  lySi  ,  il  entreprît  le  voyage  du 
Cap  de  Sonne-Espéranae  ;  il  calcula  les  positions 


(1)  Né  en  1754  >  mort  en  1800. 
(a)  Né  en  1713,  mort  en  1762. 
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âe  plitft  de  9800  étoiles ,  situées  entre  le  Pôk  austral 
et  le  Tropique  du  Capricorne.  Il  fit  des  remarques 
importantes  sur  la  hauteur  du  Pôle  y  hi  forme  de  la 
Terre  j  la  longueur  du  Pendule  à  secondes  ^  les  Ré^ 
fractions  y  etc.  Occupé  des  hautes  Sciences  y  il  n'en 
dédaigna  pas  lés  élémens  ;  il  rédigea  un  Cours  dé 
Mathématiques tres^concis y  que  F^^^e  MARisaea^ 
richi  de  notés  étendues. 

Le  milieu  du  iSi*  siècle  fut  illustré  par  la  naissance^ 
du  Calcul  inti^fal  aux  différences  partielles.  On  la. 
doit  en  grande  partie  à  l'illustre  D'Alkmbert  (i)  ^* 
Tun  des  plus  grands  Géomètres  français  y  et  Auteur 
4e  la  savante  Pré&ce  de  V Encyclopédie.  U  généra- 
lisa ta  solt^tion  de  Tâylor  y  sur  le  problème  des 
Cordes  vibrantes.  Son  traité  de  Dynamique  y  publié 
en  I  ^4^  9  mérite  les.  plus  grands  éloges  ;  il  renferme 
ce  Êuneux  principe  à  Taide  duquel  toutes  les  ques- 
tions sur  le  mouvement  y  sont  ramenées  aux  lois  de 
l'équilibre.  En  x 746/ D'Alembert  remporta  le  prix 
de  l'Académie  de  Berlin  y  au  sujet  dé  la  cause  géné^ 
raie  des  vents.  U  en  trouva  la  principale  cause  dans 
les  attractions  de  là  Lune  et  du  Soleil. 

Bezout  (:i)  à  xorrtposé  des  Cours- de  Mathéma^ 
tiques  justement  estimés.  Ce  sayant  contribua  puis-' 
samment  aux  progrès  des  Elémens  ,  et  de  la  Théorie 
des  Equations^  Gousin  { 5  )  publia  plusieurs  ou- 
vrages. On  leur  reproche  un  peu  d'obscurité  ,  pro-^ 
duite  par  le  défj^iut  d'ordre. •^ 

(1)  Né  en  1717,  mort  en  1785. 
(u)  Né  en  1730,  mort  en  1783. 
(3)  Né  en  1739^  mort  en  1801. 
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Nous  touchons  à  l'époque  fatale  de  cette  revoîu-^ 
tipn^qui  enleva  tant  d'hommes  célèbres  à  la  France; 
le  .malheureux  CoNDORCET  (i),  doué  d'un  grand 
^ent  pour  l' Anj^lyse .  enrichît  le  Calcul  intégral  de 
théories  xnouYellesj  mais  entrainé  par  la  tourmente 
rçYplutionnaire'j  il.  se  livra  aux  ai]scussions  poli- 
tiques ,  et  ne  put  éviter  Téchiafaud  qu'en  se  donnant 
la  mort.       r  „,-.... .  -      . 

tie$  nombreuses  découvertes  d  Euler  ,  de  X^ a?-  , 
CHANGE  (3)  y.  de  Laplaçe  (2).,  de.Lï^oïNDRE  (2)  ,  de  , 
MoNGE  (2) ,  çtç, ,  restaient  la  plupart  ensevelies  danJi  ,, 
les  Mémoires  académiques  ,  lorsque  l'élite  des  ,; 
Savapç  de  nos  joi;irs  fut  appelée  pour  faire  des  Cour^  ^ 
-  aux  hommes  instruits  ^  réunis  à  FJEco/e  I^mialè  (3).  t 
Xjagrange  et  LiAPtACB.  parvinrent  a  rendre  élémen-  3 
taires  les  théories  les  plus  sublimes.  •  La  fondation  j 
de  YEcole  Polytechnique  (4^ /{[es  Ecoles  Cen^^^ 
traies  (5)  et  des  Ljrçée^  (6) ,  donna  une  impulsion^ 
générale  aux  Sciences  exactes  ,  à  la  Chimie  ^  à  la 
Physique  et  k  .la  j^héorie  de  Jf  Art ,  militaire.  Les. 
Sciences  doivent  beaucoup  a  Ges  etanlissepierisl 

Plusieurs  Auteurs  ^  guidés  p^  la  reconnaissance , 
avaient  chesché  à  payer  un  juste  tribut  aux  hommes 
célèbres  qui  contribuèrenià  perfectionner  les  Sciences 

(1)  Né  en  1743,  ïtiort  en  1794-    ' 

(2)  Ces  illustres  Géomètila-  swMf  ^4H»i 

(3)  Fondée  en  l'an  1795.. 

(4)  Fondée  en  Tan  1796. 

(5)  Fondées  en  l'an  1795. 

(6)  Fondé*  en  Tan  1804.  . 
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eiâctes  ;  maïs  aucun  d'eux  n'était  parvenu  à  traiter  ce 
grand  SU)  et  dans  toute  son  étendue^  lorsque  Y  Histoire 
générale  des  Mathématiques  ^  de  Montuçla  y  parut 
en  1758.  Elle  expose  les  progrès  de  la  Science  depuis 
ton  origine  jusqu'au  commencement  du  1 8*  siècle^ 
Son  illustre  Auteur  s'occupait  de  la  conduire  jusqu'àt 
nos  jours  ^  lorsque  la  niort  l'enleva  atkx  Sciencrés  y 
Tan  X  799.  Réunissant  les  matériaux  qu'il  avait  pré-^ 
parés  y  on  publia  une  nouveUe  édition  de  son  Ou^ 
nage  ^  en  1 799.  La  lecture  de  ce  travail  exigeant 
d»  connaissances  éteiMlues  ^  M.  Bossut  a  rendu  un' 
grand  service  aux  amis  des  Sciences  y  tu  publiant 
les  Êdts  principaux  dans  son  Essai  sur  r Histoire 
générale  des  Mathématiques.  Ce  titre  modeste  cache 
le  mérite  de  cet  Ouvrage  ;  on  admire  l'étéganee  et 
la  précision  du  style.  L'Auteur  a  su  embellir  le9 
passages  les  plus  arides;  il  s'arrête  à  Tannée  1785. 
On  attend  avec  impatience-  la  suite  de  cette  Histoîre-y 
dont  le  ^tre  sera  Considérations  sur  Pétai  actuel  de^ 
Màihénmtii/ues. 

Tels  sont  les  hon^^mes  célèbres  qui  parvinrent  à 
porter  les  Mathématiques  à  leur  degré  de  splendeur 
actuelle  ;  les  découvertes  se  succèdent  avec  une 
telle,  rapidité^  que  l'esprit  le  plus  actif  les  suit  diOi- 
cîlemeat  (i). 

(1)  Cette  analyse  offre  une  légère  esquisse  de  rorigïn» 
:tt  des  progrès  des  Sciences  exactes.  Les  personnes  qui  vou- 
[ iront  acquérir  des  connaissances  plus  étendues,  devront  lire^ 
\nkioire  des  Mathématiques  de  MONTPCLA  et  celle  da 
jBossTJT.  Ces  Ouvrages  réunissent  TexactitudeL  à  l'élégance.  Je, 
ai  souvent  consultés.    .  * 
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•  Je  terminerai  cet  apperçu,  sur  l'Histoire  ded 
Mathëmâtiques,^  en  parlant  des  Auteurs  vivans  les 
plus  distingues.  La  crainte  de  blesser  leur  modestie^ 
m'imposera,  silence  sur  le  mérite  particulier  de 
leurs  Ouvrage^  (i).  MM.  Bossut  ,  Delambre  ^ 
Lagrànce^  Laplace^  XjEgendre^  Monoe^ 
pROSNY ,  etc. ,  ont  perfectionné  et  pnrichi  les  di- 
verses bratiches  des  hautes  Mathématiques;  les 
personnes  qui  veulent  acquérir  des  connaissances 
étendues ,  doivent  les  puiser  dans  les  Ouvrages  de 
ces  Savans.  Les  Journaux  de  l'École  Polytechnique; 
la  Correspondance  sur  cette  École  ^  rédigée  par  ' 
MM.  Hachette  et  Poisson  ;  les  Cahiers  de  V École  ] 
Normale;  Y  Arithmétique  de  Maudûit;  la  Géométrie 
et  la  Thforie  dès  Nombres  de  Legendre  j  le  Cours 
complet  de  Mathématiques  de  Lacroix"^  et  son 
Essai  sur  renseignement  ;■  les  Traités  d'application 
d'Algèbre  à  la  GéométrieAe  MM.  Biot,  Bouch  arlat^ 
Garnier,  Hachette,  Lefrançois  et  Monge  j  la 
Mécanique  de  Francoeur;  la  Statique  dePoiNSOT; 
les  Élémens  de  Garnier,  de  Ozanne,  de  Thé-, 
VENEAU,  etc.  ;  les  Traités  de  Géodésie  deFoMJiiis^:^) 


,(i)  Ne  pouvant  me  permettre  de  prononcer  sur  le  mérite  ' 
dea  Auteurs  vivans,  je  suis  forcé  de  suivre  l'ordre  arphabé^' 
tique.  Je  classerai  les  Ouvrages  d'après  l'ordre  indiqué  par  les 
'  objets  dont  ils  traitent. 

(Si)  Le  Traité  de  Géodésie  de  M.  PoMMiÉS  est  rédigé  avec 
cette  élégante  simplicité  qui  convient  aux  Sciences  exactes. 
Les  Ingénieurs  civils  et  militaires  y  trouveront  tout  ce  qui  est 
relatif  au  levé  des  plans ,  pour  des  terrains  de  toutes  dimen-' , 
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et  4e  Puissant  ;  les  Traductions  des  Ouvrages  ufp*  ' 
ciensj  par  Peirard  ^  etc. ,  sont  autant  de  sources 
où  Ton  peut  puiser  les  ëlémens  des  Sciences  exactes. 
Instruit  par  la  lecture  de  ces  Ouvrages^  j'ai  cherché^  - 
dans  le  Traité  d^ Algèbre  que  je  publie ,  à  réunir  les  * 
âiéories  les  plus  importantes  y  en  combinant  leurs 
démens  le  plus  simplement  possible.  Cet  Ouvrage 
est  particulièrement  destine  à  préparer  à  Tétude  des 
hautes  Mathématiques,  eh  exerçant  sur  les  princi- 
pales .difficultés  de  V Analyse  déternïitiée  et  indéter^ 
minée  du  premier  degré.  Le  second  volume  de   ces 
Èlémens  et  Algèbre  contiendra  la  fin  de  V Analyse. 
Ces   diverses    considérations    m'ont    déterminé   à 
présenter   les   Élémens   dans  l'ordre  que   je  vais 
indiquer. 

TROISIEME  PARTIE. 

PLAN    DE   l'ouvrage. 

Les  symboles  nécessaires  aux  calculs  les  plus 
composes  y  sont  les  signes  d'opérations  et  les  carac- 
tères qui  représentent  les  quantités  connues  et  in- 
connues. Si  l'on  çonibine  ces  Elémens^  dans  l'ordre 
le  plus  naturel,  on  formera  successivement  VArith" 
métiquej  V Introduction  à  l'Algèbre  et  V Algèbre.  En 
effet,  le  calcul  des  quantités  connues  ,  particularisées 


C5-1 


ftons.  Cet  Ouvrage  est  particulièrement  destiné  aux  Ingénieurs 
ia  Cadastre.  On  y  trouve ,  la  Trigonométrie  rectiligne ,  la 
Trigonométrie  sphérique  ,  tous  les  détails  relatifs  aux  instru^ 
me/M  qui  servent  à  lever  les  plans ,  et  la  Géodésie. 
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par  des  nombres^  compose  TArithmétique  j  les  cotn* 
binaisons  variées  des  quatre  règles  de  V Arithmétique , 
qui  complètent'  cette  Science  en  préparant  à  P Algèbre j 
forment  mon  Introduction  a  l'Alojebre;  les  signes 
ijt opérations  et  les  nombres  qui  expriment  les  données^ 
combinés  aij£c  tes  lettres  qui  représentent,  les  inconr» 
nues,  composent  la  première  partie  de  mes  Êlémens 
<^Alc£bre*  Enfin  y  la  seconde  partie  de  des  Elémèhs 
est  le  résultat  de  la  combinaison  de  èous  tes  signes  de 
V Algèbre,  savoir,  les  signes  d^ opérations,  et  les  lettres 
qui  représentent  les  quantités  connues  et  inconnues  ; 
cette  partie  ojfre  V  Algèbre  sous, s  on  point^^de-^çtte  le 
plus  général.  Cet  orcbre  m^  par^t  très-naturel;  car 
de  cette  manière^  dans  tArithinétique  et  P Introduit  , 
tion  à  V Algèbre,  on  n opère  que  sur  des  nombres} 
dans  la  première  partie  de  V Algèbre,  on  combine  les 
lettres  qui  représentent  les  ineônnues  avec  les  signes 
^opérations  et  les  nombres  connus.  Enfin,  dans  la 
seconde  partie  de  V Algèbre  on  généralise  ^  en  substi'^ 
tuant  des  lettres  aux  nombres  connus. 

Cet  apperç)!  jvà,  doonant qu'une  idée  de  Tenseinblç 
de  l'Ouvrage  ^entrons  dans  les  détails^  et  pour  re^ 
monter  au  premier  anneau'  de  ht  chaîne  y  commen-' 
çons  par  l'Arithmétique^     . 

_  j       ■  ■••■  -  •*  • 

Analjse  du  Traité  d^ Arithmétique  (i). 
L'Élève,  déjà  exercé  au  mécanisme  du  calcul,    ' 


•  ■ 


(i)  Les  personnes  qui  désireront  de  plus  grands  détaib,  L 

pourront  consulter  le  Discours  préliminaire  de  mon  Tram  § 
tT  Arithmétique.  -g 


^' 
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ttaomètïce  Tetude  des  Mathématiques  pai"  VJrith^ 
métique  raisonnée,  qui  précède  ces  Élémens.  Lé 
premier  volume  de  mon  Traîté  d* Arithmétique  coii« 
tient  tonte  la  Théorie  du  calcul  nianéHçue.  Après 
ayoir  demeiltré  ce  qui  est  relatif  à  la  numération  et 
au  calcul  des  nombres  entiers^  je  passe  aux  fractions 
ordinaires  et  décimales.  Une  fraction  ne  changeant 
pas  de  valeur  lorsqu'on  en  divise  les  deux  termes 
par  Txn  même  nombre  ^  on  la  simplifie  en  supprimatit 
les  facteurs  commuîis  au- numérateur  et  au  dénomi- 
nateur ;  ce  qui  conduit  à  la  recherche  du  plus  grand 
comnuin  diviseur.  J'ai  présenté  cette  théorie  sous  un 
point-de**vue  nouveau^  qui  me  parait  propre  à  dis-* 
poser  au  ùonùnun  dii^iseiir  algébrique^  La  règle  que 
je  donné  (A;:'n''  14^)  s  pour  réduire  une  fraction  à 
sa  plus  simple! .e;8:presâon;est' exacte;  mais  en  adop- 
tant une  d^Bnitîoa  qui'  a  été  dpnnée  par  tous  les 
Auteurs^  j'ai' commis:  une '«erreiir  qiie  je  dois -répa- 
rer. En  efi'èt  y  lorsqu'on  veut  parler  d'une  manière 
rigoureuse  ^  on  doit  dire  qiïu^Jitiction  irréductible 
est  celle  qui  ne  peut  pas^éijre  exprimée  exactement  par 
une  fractièh  dont  les  termes  seraient  moindt^s.  Et 
par  conséquent^  pour  qu'une  fraction  soit  irréduc*- 
tiblcy  il  faut  qu'elle  jouisse  de  cçtte  propriété  carac- 
téristique. Or  après  avoir  divisé  les  deux  termes 
d  une  fraction  par  leur  plué^^rand  commun  diviseur^ 
on  dit  que  la  fraction  qui  en  réisûlte  est  irréductible^ 
cela  n'est  pas  rigbureux  y  cat'  rien  ne  démontre  qtik 
x^ette  dernière  fraction  ne  puisse  plus  être  simplifiée. 
Par  exemple,  lafi^ction  -^.n'ayant  aucuns  facteurs 
conununs  à  ses  deux.teniiçs,  on  n'est  pas  en  droit 
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d'en  conclure  qu'elle  est  irréductible  ;  car  rien  ne^ 
prouve  qu'une  fraction  ayant  des  termes  moindres  ne 
puisse  lui  être  égale.  J'ai  réparé  cette  inexactitude 
d'expression^  dans  la  seconde  partie  de  ces  Élémens 
d'Algèbre;  je  prouve  (n''4^7),  K^uwfmciiondont 
les  deux  termes  nont  aucuns  facteurs  communs,  ne 
peut  pas  être  égale  à  une  fraction  dont  les  termes  cor* 
respondans  seraient  moindres;  ce  i/ui  démontre  que 
cette  fraction  est  irréductible.  Le  calcul  des  nombres 
abstraits  forme  la  première: partie  de  mon.  Arithmé- 
tique ;  la  deuxième  partie  est  le  calcul  des  nombres 
concrets. 

r 

Le  second  volume  de  mon  Arithmétique  (ayant 
pour  titre:  Notes  sur  l'Arithmétique  de  Bezout)  est 
un  Complément  destiné  aux  personnes  qui  veulent 
se  préparer  à  l'Algèbre  ^  elles  pourront  l'étudier 
en  même  temps  que  l'Introduction  k  L'Algèbre.  Ce 
Complément  est  divisé  en  deux-  parties  ;  là  première 
est  une  analyse  du  premier  volume^,  destinée  ^ux 
•Elèves  qui.  veulent  repasser  les  choses»  les  plus  im- 
portantes ^  pour  subir  tm. examen.  La  seconde  partie 
contient  des  théories  nouvelles  ^  des  méthodes  abré- 
^[ées,  et  les  principe^  qui  servent  de  base  à  V Algèbre. 
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Anafyrse  de  Vlnf^roduction  a  V Algèbre. 

Les  Elèves  qui  posséderont  les  théories  démon-- 
trées  dans  mon  Aridimétiquç  ^  seront  en  état  d'étU'- 
^erV Introductions  r  Algèbre.  Cet  Ouvrage  renferme 
une  méthode  absolument  jiouifelle  pour  résoudre  les 
problèmes  ,  à  VaidedéSiSei^les  combinaisons  des  quatre 
pègles  de  P Arithmétique  i  I9.  siuiplicité  et  la  clarté  de 
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^tte^mëthode  j  la  mettent  a  la  portée  des  personnes 
les  moins  intelligentes  ;  elle  remplace  les  procédés 
connus  sons  les  noms  de  règles  de  trois ,  simples  et 
composées j  directes  et  inverses  ,  règles  de  compagnie,^ 
Jt escompte,  ^intérêt ,  de  change  ,  de  troc  j  d alliage, 
de fcujLsse  position,  de  double  fausse  position,  etc.  ^  etc.; 
j'ai  cm  rendre  un  double  service  aux  Commençans^ 
en  soulageant  leur  mémoire  et  fortifiant  leur  esprit  ; 
cet  énorme  échafaudage  de  noms  et  de  règles  n'était 
propre  qu'à  obscurcir  les  idées  ^  et  à  perdre  le  ]ug^ 
ment ,  en  conduisant  au  résultat  par  de  longs  dé- 
tours^ et  d'une  manière  purement  mécanique.  Par 
exemple^  pour  résoudre  ce  problème: 

4  ouvriers  ont  fait  ao  toises  d^  ouvrage  ;  combien  ^ 
ouvriers  en  feront^ils  ?  On  nonunait  or,  Fouvrags 
inconnu;  et  l'on  posait  la  proportion. . . 

4  ouvriers  !  9  ouvriers  !  !  20  toises  !  x. 

Le  dernierterme  étant  égal  au  produit  àes  moyens, 
divisé  par  V extrême  connu  ;  l'Elève ,  qui  appliquait 
machinalement  cette  règle  y  multipliait  9  ouvriers 
par  20  toises^  et  divisait  le  produit  par  4  ouvriers; 
ce  qui  est  absurde  (i).  Le  raisonnement  que  je 
substitue  est  très-simple  ;  on  dit  : 

Si  4  ouvriers  font  ao  toises , 

un  ouvrier  ferait  le  quart  de  âo  toises ,  ou    5  toises  ; 
les  g  ouvriers  feront  donc  g  fois  5  toises ,  ou  éfi  toises. 

"■"'■■■""        '  '       — ^■«■i«-^-«—»««-»— — i^-^i^— «.^ 

(i)  Je  citerai  à  ce  sujet  un  fait,  intéressant.  Dans  des  exa« 
mens  publics^  un  Elève  voulant  expliquer  cette  opération,  dit... 

ao  toises  X'Q  ouvriers 
4  ouvriers 
fi  supprimant  le  facteur  un  ouvrier  ^  commun  aux  deux  teiaiea 
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Toutes  mes  solutions  sont  fondées  sur  ces  prin«^ 
cipes  rigoureux.. 

Il  ë^t  sansv  doigte  impossible  à  ceux  qui  ne  pra- 
tiquaient pas  continuellement  ces  nombreuses  règles^ 
de  les  retenir;  ejt  d'ailleurs 9.  comme  ils -ne  se  ren^ 
dolent  pas  çorïipte  des  opérations  qu'ils  exécutaient^ 
ils  commettaient  quelquefois  des  erreurs  grossières. 
Le  calcul,  dirigé  par  le  raisonnement,  nest  sujet  à 
aucuns  de  ces  inconvéniens  ;  la  pratique  y  sans  la  théo^ 
rie  y  riest  qjuuné  routine  aveugle,  qui  perd  V esprit  et 
induit  souvent  en  erreur.  On  oublie  facilement  les 
règles  que  Von  ne  comprend  pas;  mais  les  méthodes 
confiées  au  jugement,  ne  s^ effacent  jamais  de  la  mé-^ 
moire. 

Ayant  fait  Fessai  de  ma  méthode  dans  différentes 
maisons  d'JÉducation  ^  je  me  suis  convaincu  qu'elle 
avait  le  double  avantage  d'aplanir  les  obstacles  eu 
exerçant  l'esprit.  Les  Élémens  offrent  assez  de  dif-* 
ficultés  réelles,  pour  ne  pas  en  créer  de  fac^ 
tices.  Encouragé  par  l'indulgence  du  Public ,  pour 
les  deux  Editions  précédentes  de  l'Introduction  à 
l'Algèbre  ;  éclairé  par  les  avis  de  Professeurs  dis-* 
tînguës,  et  par  ma  propre  expérience,  je  mfe  suis 
convaincu  de  la  nécessité  de  présenter  les  Elémens 
sous  un  point-de-V]ue  nouveau.  Dans  cette  Edition, 


»  de  cette  fraction ,  il  vient, . . 


'-  ao  toises  Xo     •  180  toises        ,- 
n  xr=L '  =  — \ — r =  4D  toises,  w 

4  4 

Cette  manière  d'interpréter  le  calcul,  toute  défectueuse 
qu'elle  était  y  prouvait  rintelligence  de  TElèYe^  et  le  vice  d^ 
la  méthode. 


PRÉLIMINAIRE, 
j^ai  £iit  mes  efforts  pour  perfectionner  TOuvragé^ 
en  sapprimant  les  parties  inutiles  ^  et  complétant  ce 
^pouvait  manquer.  J'ai  cherché  à  faciliter  l'étude 
en  présentant  les  questions^  dans  Tordre  des  diffi- 
cultés; cependant^  oomme  la  tournure  de  l'esprit 
de  certains  Élèyes  peut  exiger  un  enchaînement  dif- 
£n^nt;  Gehû  qui  étudie  doit  passer  les  questions 
qui  lui  paraissent  trop  difficiles^  pour  y  revenir  en- 
suite; les  lumières  que  Von  acquiert  en  avançant  j  se 
réfléchissent  sur  les  théories  précédentes^  et  dissipent 
tous  les  nuages  qui  pouvaient  obscurcir  les  idées. 

Je  m'occupe  d'abord  des  questions  dont  les  énon- 
cés indiquent  clairement  les  opérations  à  faire  sur 
les  quantités  connues  ^  pour  découvrir  les  valeurs 
des  inconnues.  Je  passe  ensuite  à  des  questions  de 
plus  en  plus  difficiles  ^  mais  liées  entre  elles  de  ma- 
nière que  leurs  solutions  se  déduisent  fisicilement  les 
unes  des  autres.  On  voit  ainsi  successivement  les 
problèmes  que  l'on  résolvait  au  moyen  des  règles 
^  trois  j  de  compagnie  y  conjointes  ^  d'alliage,  dfin-^ 
térêt,  d'escompte,  d'annuités;  je  résous  cette  question  : 
déterminer  entre  un  nombre  quelconque  de  spéculations ^ 
celle  qui  est  la  plus  avantageuse.  Je  démontre  rigou- 
reusement la  théorie  des  rapports  directs  et  inverses. 
Je  donne  une  idée  des  proportions  ;  j'applique  cette 
théorie  à  la  solution  d'un  grand  nombre  de  pro- 
blèmes. 

Pour  ne  pas  affaiblir  l'attention  de  l'Elève^  en  la 
disséminant  sur  un  trop  grand  nombre  d'objets,  j'ai 
commencé  par  des  questions  qui  conduisent  à  des 
calculs  très-simples  sur  des  nond)re9  entiers.  L'Elève 
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devant  alors  cormaitre  la  théorie,  je  l'exeîrce  sur  la 
pratique,  en  lui  proposant  des  problèmes  analogues  ^ 
sur  les  nombres  complexes;  les  calculs  se  com- 
pliquent, mais  les  raisonnemens  sont  les  mêmes.  ^ 

Ici  se  terminent  les  problèmes  d'Arithmétique. 
Je'  passe  alors  à  des  problèmes  amusans  dont  les  so- 
lutions préparent  à  l'Algèbre  ;  les  premiers  n'exigent 
aucuns  tàtonnemens  ;  les  seconds  conduisent  à  la 
méthode  des  deux  hypothèses^  à  l'aide  de  laquelle  on 
peut  résoudre  la  plupart  des  problèmes  algébriques. 
Je  fais  voir  que  cette  méthode  est  quelquefois  en 
.défaut;  l'Arithmétique  devient  alors  insuffisante;  et 
Ton  sent  la  nécessite  d'inventer  une  nouvelle  Science  ; 
ce  qui  conduit  à  l'Algèbre.  Je  termine  l'Introduction 
par  le  Problème  indéterminé  des  Muses  et  des  Grâces. 
L'Élève  qui  aura  bien  compris  tout  ce  qui  précède, 
n'éprouvera  aucune  difficulté  pour  saisir  les  com- 
mencemeiis  de  l'Algèbre.  Passons  à  cette  Science. 

Analyse  de  V Algèbre  (i). 

l)ans  mes  Fragmens  sur  V Algèbre  et  la  Trigono-^ 
métriej  j'avais  publié  des  remarques  sur  ces  deux 
sciences;  ces  remarques,  combinées  avec  les  Ouvrages 
deMM.  Lacroix  etGARNiER,  formaient  le  texte  des 
Leçons  que  je  donAe  aux  Elèves  qui  se  destinent  à 
.  ÏÉcole  Polytechnique.  Pendant  dix  ans  ,  j'ai  fait  de 
nombreux  essais  ;  les  examens  dont  je  suis  chargé 
dans  l'intérieur  de  l'École  Polytechnique ,  m'ont  fait 

(i)  Le  mot  Algèbre  Vient  du  mot  arabe  Gebr  ^  avec  Tarticlô 
AL  Cela  sîgpiEe ,  ce  qui  est  difficile  à  comprendre. 
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'Oippercevoir  les  parties  faibles  des  Élemens.  Tai  conn 
mimique  mes  idées  à  des  Mathématiciens  distingués^* 
et  profitant  de  leurs  avis ,  j'ai  cherché  à  présenter 
rAlgèbre  sous  le  point-de-vue  qui  parait  le  plus 
propre  à  disposer  les  Élèues  aux  Leçons  tfi^ils  rece^ 
vront  à  t École  Polytechnique. 

Le  premier  volume  de  ces  Élemens  d Algèbre  est 
composé  de  deux  parties;  il  contient  toute  V Analyse 
déterminée  et  indéterminée  du  premier  degré.  Dans  la 
première  partie^  les  inconnues  sont  seules  représen^- 
tées  par  des  lettres  ;  les  quantités  connues  sont  des 
nombres.  Dans  la  seconde  partie^  on  généralise  ce 
qu'on  a  tu  dans  la  première  partie;  les  quantités 
connues  et  inconnues  sont  représentées  par  des 
lettres. 

Plan  de  la  première  partie  de  V Algèbre. 

Dans  la  première  partie  y  je  propose  des  problèmes 
qui  conduisent  naturellement  à  Finvention  des  signes 
algébriques;  je  résous  les  mêmes  problèmes^  à  l'aide 
des  signes  adoptés  ;  la  comparaison  de  ces  solutions 
avec  les  précédentes ,  donne  une  première  idée  de 
l'utilité  de  l'Algèbre  ;  oh  voit  qu'elle  a  le  grand  avan- 
tage de  rapprocher  y  dans  un  très-petit  espace ,  des 
objets  qui,  sans  son  secours,  seraient  fort  éloignés; 
résprit  en  saisit  plus  facilement  l'ensemble,  et  les 
relations  qtd  lient  les  inconnues  aux  quantités  conr 
j^nues  ;  ce  qui  facilite  la  recherche  des  valeurs  des 
inconnues.  Afin  de  familiariser  avec  les  signes  algé- 
briques, j'en  fais  usage  pour  résoudre  plusieurs  pro- 
hlèines  du  premier  degré.  Je  fais  remarquer  que  la  résor 
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lution  des  équations  exige  la  connaissance  parfaite  i 
4a  calcul  algébrique,  ce  qui  me  conduit  à  ce  calcul,   à 
Icâ  se  présente  la  grande  difficulté  de  savoir  conunent  i\ 
€fit  doit  donner  je  calcul  algébrique  ;  de  nombreux  é 
.ç$sais  m'ont  convaincu  qu'il  ne  fallait  en  présenter  t 
d'abord  que  la  partie  nécessaire  à  la  résolution  des  .  s 
équations  numériques  du  premier  degré;  cela  offi*e.'i 
l'inconvénient  de  revenir  ensuite  sur  ce  calcul;  mais  a 
s\  l'on  voulait  le  présenter  dans  toute  son  étendue^  i 
la  masse  de  difficultés  qu'il  renferme^  accablerait  Tes-  i 
prit  peu  exercé  des  Élèves.  Les  nombres  négai^s ,  ^ 
pris  dans  leur  véritable  acception^  se  présentant  \ 
dès  les  premiers  pas^  je  donne  des  notions  simples 
des  nombres   positifs  et  négatifs;  ces  notions  ne 
peuvent  offrir  aucunes  difficultés  ;  car  les  nombres 
négatifs  ne  sont  réellement  que  des  nombres  positifs 
à  soustraire.  Pour  graduer  les  difficultés^  je  sou-* 
mets  d'abord  les  nombres  positifs  et  négatifs  aux 
quatre  opérations  fondamentales  y  en  ne  considérant 
que  les  cas  particuliers  compris  dans  les  définitions 
arithmétiques  de  chaque  règle.  C'est  à  ce  calcul  que 
j'ai  donné  le  nom  d^ opérations  arithmétiques.  D'après 
la  nature  de  ces  opérations  y  on  ne  peut  ajouter  et 
soustraire  que  des  nombres  affectés  du  même  signe  ; 
il  serait  absurde  d'ajouter  un  nombre  positif  avec  un 
nombre  négatif;   et  le  multiplicateur  ne  peut  être 
négatif. 

L'Algèbre ,  conduisant  à  opérer  sur  des  quantités 
dont  le  signe  est  souvent  inconnu,  on  sent  la  néces» 
site  de  généraliser  les  définitions  de  chaque  règle  y 
9fîn  de  les  renjdre  applicables  aux  inconnues  ^  ce  qui 
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eiùge  qu'elles  conyieiment  mdîffërenimeiit  atix  quan- 
tités positive  et  négatives.  On  est  ainsi  conduit  aux 
qpénuions  algébriques»  Pour  jeter  plus  de  jour  sur 
la  tfaéqjrie  de  çes-ppérationSy  j-ai  cru  devoir  distin- 
guer d^nx-sortes  d'égalités;,  les  équations,  qui  ne 
uxol  vraies  que  pour*  des  valeurs  particulières  des 
lettres  <pi'e11es  renferment;  et  les  identités,  quisub^ 
estent  pour  des  valeurs  arbitraires  données  aux  lettres. 
Ces  égalités  jouissant  de  propriétés  essentiellement 
différentes  y  j'ai  dû  inventer  un  ^/^/le  particulier  pour 
distinguer  les  identités  des  équations.  J'engage  les 
Professeurs  k  insister  fortement  sur  cette  distinction  ; 
sans  eUe>  les  JÉlèves  prennent  des  idées  absolument 
ûusses;  et  les  difficultés  que  présentent  les  diverses 
pardes  des  Mathématiques^  tiennent^  la  plupart  ^  k 
ce  qu'on  n'avait  pas  encore  £sdt  usage  de  signes  dif- 
fereqs  pour  les  équations  et  les  identités.  On  doit 
sans  doute  éviter  de  multiplier  inutilement  les  signes 
algébriques;  niais  il  est  très-dangereux  d'indiquer 
des  manières  d'être  essentiellement  différentes,  par  le 
même  signe.  C'est,  ce  motif  qui  m'a  déterminé  à  in- 
troduire le  signe  if  identité.  Après  avoir  fortement 
insisté  sur  la  natujre  des  identités ,  je  £sds  observer 
que  les  opérations  algébriques  y  devant  être  indépen- 
dantes des  valeurs  particulières  des  quantités  y  conr 
doiseifit  à  des  identités.  Je  passe  alors  aux  opénar 
tiqns  de  l'Algèbre.  Je  démontre  rigourensemènt  les 
quatre  règles,  ^p  dpnnant  des  définitions  exactes. 
Le  choiiç  des  définitions  est  de  la  plus  grande  impor** 
tance;  il  faut  prendre  celles  qui  expliquent  le  plus 
naturellement;  poçsjbl^^  les  cas  particuliers  compris 
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dans  les  règles  générales  cpii  doivent  s'en 
On  doit  éviter  les  définitions  qui  ne  frappent  qne 
sur  le  mécanisme  du  calcul;  celles  que  j'^  adoptéet    ; 
.lèveront  toutes  les  difficultés  relatives  à  Fadditioa^  ^ 
à  la  multiplication^  aux  exposans-et  aux  scJutioM  s 
négatives.   J'ai  soigneusement  distingué  ce  qu'on  fs 
.peut  démontrer  et  ce  qui  n'est  du  qu'à  des  €on?-vlï 
Tentions.  La  règle  des    signes^  dans  la  multiplia  i 
cation  des  monômes^  présente  des  difficultés  réelles  j  n 
je  n'en  connaissais  aucune  démonstration  rigoureuse;  i 
car  tous  les  Auteurs  la  déduisent  de  la  multiplie»-  9 
tion  des  polynômes.  J'en  ai  donné  une  démons--   j 
tration  dans  mes  Fragmens;  mais^   d'après  les  avis    i 
qu'on  a  bien  voulu  me  donner  y  j'ai  cherché  à  la    . 
rendre  plus  rigoureuse.  Je  crois  que  la  démonstra*- 
tion-  que  je  publie  y  n'est  sujette  à  aucune  objection^ 
et  fixe  le  véritable  sens  de  la  règle  des  signes*  La  di« 
vision  se  déduit  de   la  multiplication  avec  la  plus 
grande  facilité.  Le  calcul  des  fractions  littérales  ter- 
mine les  opérations  de  l'Algèbre. 

Je  déduis  de  ces  principes,  le  moyen  de  résoudre  les 
équations  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue^  qui 
ne  renferment  que  des  nombres  abstraits;  j'examine 
les  difficultés  qui  peuvent  s'offirir  ;  et  je  termine  par 
une  règle  générale  pour  résoudre  ces  équations.  Je 
passe  à  la  résolution  des  équations  qui  renferment 
des  nombres  concrets  ;  je  prouve  que  pour  conserver 
à  V Algèbre  toute  sa  généralité  j  il  est  indispensable 
que  les  lettres  représentent  des  nombres  abstraits.  Les 
Èlémens  offiraient  des  erreurs  sérieuses  à  cet  égard; 
pour  les  éviter  ^  j'ai  cru  nécessaire  de  distinguer  deux 


PRÉLIMINAmE.  xlv 

aortes  à-'^^alités  ^  les  équations  abstraites  et  les  équa* 
tions  concrètes.  La  véritable  nature  des  signes  al-* 
gébriqaes  étant  ainsi  fixée  ^  je  traite  un  grand  nombre 
de  problèmes  à  une  seule  inconnue  ;  j'insiste  sur  la 
nécessité    de  choisir  adroitement   les  inconnues; 
les  Gommençans  doivent  surtout  s'attacher  à  l'esprit 
de  ces  solutions  ;  car  le  seul  moyen  de  se  préparer  à 
faire  des  décom^ertes  ^  est  de  s'exercer  sur  un  grand 
nombre  de  questions.  Uétude  des  tliéories forme  le 
pigement  ;  la  solution  des  problèmes  ^  qui  exerce  et 
fortifie  tespritj  est  la  véritable  route  qui  conduit  aux 
découvertes.  Les  Élèves  ne  sauraient  trop  se  péné- 
trer de  cette  maxime  ;  il  ne  suffit  pas  de  savoir  ;  on 
doit  chercher  à  contribuer  aux  progrès  de  la  Science. 
Je  termine  la .  première  partie  y  en   résolvant  les 
équations  et  les  problèmes  à  plusieurs  inconnues  ^ 
dans  lesquels  les  quantités  connues  sont  des  nombres^ 

Plan  de  la  seconde  partie  de  V Algèbre. 

La  seconde  partie  contient  des  théories  nouvelles^ 
En  comparant  les  solutions  des  problèmes  de  même 
espèce  y  on  est  conduit  à  substituer  des  lettres  aux 
nombres  connus.  Je  £siis  remarquer  que  les  règles 
données  dans  la  première  partie  y  pour  opérer  sur, 
les  inconnues^  s'appliquent  aux  quantités  con- 
nues^ car  les  unes  et  les  autres  représentent  desL 
nombres  abstraits.  Pour  donner  une  première  idée 
des  avantages  qui  résultent  de  la  substitution  des. 
lettres  aux  nonÂres  connus  y  j'effectue  cette  substir^ 
tutïon  dans  les  énoncés  de  plusieurs  problèmes  de. 

XlnUrQ^wtiçf^l  il  râ  («suite  dç^  formules  généraJes^ 
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qui  indiquent  les  opérations  à  faire  sur  les  données i  ^ 
pour  en   déduire  les  înconnue.s.    Je   donne    une  ' 
règle  pour  déduire  de  TlBxpressIîoti  générale  d'une  \ 
mconnue,   les   valeurs  des   autres  inconnues.  Je  '' 
prouve  que  les  quantités  qtd  prennent  des  accep-'  '^ 
tiôns   opposées ,  dans    l'énoncé    d^une    question ,  ? 
changent  de  signe  dans  les  fonhtJfes*  générales;  el  •! 
que  la  réciproque  est  vraie.  Je  fais  remarqueip  que  ' 
les   équations  qui  expriment  les  condition^  des  pro-  * 
blêmes^  donnent  les  solutions  de  toutes  lés  questions 
qui  résultent  de  cellte  qu'on  a  résolue ,  en  prenant 
pour  inconnue  l'une  quelconque  dés  quantités   qui   • 
entrent  dans  l'énoncé.  L'utilité  de  remploi  àei  lettres,    ■ 
pour  représenter  les  quantités  cotiriiies,  étant  suffi-' 
samment  constatée ,  je  fais  connaître  les  conventions 
qu'on-  a  établies  pour  simplifier  les  Calculs  sUi*  les 
lettres  ;  ce  quî^  conduit  à  généraliser  les  opérations.' 
Le  produit  de  facteurs  égailx,  donné  naissance  aux 
exposansy  aux  puissances  et  aux  racines^  La  théorie 
des  exposans  négatifs ,  et  àeV exposant  ieVo , n'étant 
pas  é&blîé  sttt  Aéé  foiidemëhs  solides  y  dans  les  Our 
vragés,  j'ai  dû  changer  la  définition  de  l'exposait;    = 
celle  que  j'é  donne  à  le  grand  avantage  dé  démon*- 
frer  rigoureusèmfeiit  les  propriétés  dés  exposans. 
Après  avoir  généralisé  l'addition  et  la  soustraction  ^ 
fe  passe  à  l'a  ihtdtiplication;  cette  opération  conduit 
âo/rfo>^7^è^  lès  polynômes.  Je  prouvé  que  /'ea:/?ojf«/il 
Au  produit  est  égaî  à  la  sommé  dés  éxposaris  desfac\ 
teurs;  combinant  cette  propriété  avec  celle  des  signes 
-f-  et  —,  d'indiquer  les  manières  d'être  opposées 
des  quantités,  j'en  déduis  que  dàiU'lâ  division  de  deiijc 
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puissances  et  une  même  lettre  ^  la  règte  des  exposans 

est  toiqours  de  retrancher  texposant  du  dhiseur  de 

cebd  du  dividende;  le  reste  ^  positif,  négatif  ou  zéro, 

exprime  If  exposant  du  quotient.  De  sorte  que  Vex-* 

posant  positif  indiquant  des  multiplications  j  Fexpo^ 

sont  négatif  indique  des  divisions.  J'insiste  fortement 

sur  ces  propriétés  des  exposans.  Je  démontre  rigoa« 

reusement  j  que  p  eXq  désignant  des  nombres  en^ 

tiers  quelconques^  positifs  ou  négatife,  on  a 

àFO»  =  aP-^^    et    ^  =  a^-^. 

La  décomposition  du  produit  de  deux  facteurs 
pdynôines^  conduit  à  la  division  complexe.  Je  dé^ 
montre  cette  règle  avec  le  plus  grand  soin;  et  je 
fappliipie  à  des  exemples  qui  présentent  toutes  les 
difficultés  que  l'on  peut  rencontrer.  Je  fixe  le  vé-^ 
ritable  sens  cru'on  doit  attacher  aux  grandeurs  des 
quantités  algébriques^  et*  je  prouve  qu'on  peut  tou- 
jours parvenir  à  un  reste  moindre  que  le  diviseur. 
La  division  conduit  aux  fractions  littérales;  je  donne 
des  méthodes  abrégées  pour  simplifier  les  calculs. 
La  réduction  d'une  fraction  littérale  à  sa  plus  simple 
expression ,  conduisant  à  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  ses  deux:  termes  y  ilparaitrait 
naturel  de  donner  le  plus  grand  commun  diviseui* 
algébrique.  Mais  cette  théorie  y  qui  ofire  des  dîffi- 
çidtés  réelles^  n'étant  nécessaire  que  dans4a  théorie 
générale  des  équations ,  j'ai  cru  devoit  la  renvoyer. 
à  la  fin  de  ce  volume  ;  les  Elèves  seront  alors  asse». 
exercés  pour  la  comprendre.  Je  complété  le  calcul 
^el>riqu,e^  ei^  démojatji'2iftt  avec  soin  les  propriétée* 
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des  nombres  premiers   entre  eux.  Ge&  propriétëtf .  î^tl 
serviront  à  établir  rigoureusement  les  principes  re^..  2!^ 
latifs  à  Yanalfse  indéterminée  et  aux  quantités  incom*  t 
mensurables.  J'en  déduis  ijpi  une  fraction  qui  n'a  plus  ^^ 
de  facteurs  communs  entre  ses  deux  termes  est  irré^.  -^ 
ductible;  ce  qui  démon ti*e  la  règle  donnée  en  Arith-.  ^ 
métique  pour  réduire  une  fraction  à  sa  plus  simple  .^ 
expression.  Il  en  résulte  qu'im  nombre  premier^  qui  ^ 
dii^ise  un  produit,  divise  nécessairement  Vundesfao»  ^ 
^teurs;  et  qu'e/i  élevant  les  deux  termes  d'une  fraction  ^ 
irréductible  a  des  puissances  quelconques ,  lafraction  -^ 
qui  en  résulte  est  irréductible.  Je   passe   ensuite  à  , 
l'examen  des  relations  qui  existent  entre  les  signes  , 
des  facteurs  et  le  signe  du  produit;  ce  qui  prépare 
à  la  théorie  des  imaginaires.  Ënfin^  j'applique  les  mé- 
thodes précédentes  aux  solutions  de  plusieurs  {mto- 
blèmes.  ^ 

Pour  lever  toutes  les  difficultés^  j'examine  avec 
soin  les  circonstances  particulières  que  peut  offrir  la 
solution  des  problèmes  ;  j'insiste  particulièreitient  'Stir 
l'interprétation  des.  solutions  négatives  ;  et  je  prouve 
que  les  signes  +  e^  -—  indiquent  toujours  les  ma^ 
nières  d'être  opposées  d^s  quantités.  Je  donne' iiiie 
règle  générale  pour  interpréter  les  valeurs  des  in- 
connues ;  j'applique  les  diverses  parties  de  cette  règle 
à  V Analyse  complète  du  problème,  des  Couriers  y  pré- 
senté sous  le  point  de  vue.  le  plus  général.  Je  fixé  le 

sens  qu'on  doit  attacher  aux  expressions  -,-,  S^O)f 


•  (1)  La  tiiéorie  complète  des  fractioïis  qui  se  réduisent  à  | , 
oiTrant  d'assez  grandes  dii&cultés ,  .j'ai  cru  deyoir  la  renvoyer 
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tl  )e  prouve  que  les^ conséquences  déduites  des  for^ 
nrales    algébriques  y  s'accordent   toujours  avec  la 
nature  de  la  question.  Je  déduis  d'une  formule  gé- 
nérale y  les  solutions  de  tous  les  problèmes  des  cou-* 
liers,  traités  dans  l'Introduction. 

La  substitution  des  lettres  aux  nombres  connus 
conduisant  à  des  équations  compliquées  ^  je  fais  re« 
marquer  qu'on  peut  simplifier  les  calculs ,  et  rendre 
les  résultats  plus  symétriques  ^  en  représentant  les 
CQefEciens  d'une  même  inconnue  par  la  niéme  lettre, 
affectée  d'un  ou  de  plusieurs  açceiis  y  suivant  le  nom* 
bre  des  équations.  On  en  déduit  des  formules  géné- 
rales pour  résoudre  toutes  les  équations  déterminées 
du  premier  degré.  La  comparaison  de  ces  équations 
avec  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  des 
inconnues,  conduit  à  )me  règle  générale  pour 
former  ces  valexirs  à  l'inspection  des  équations  pro- 
posées. U  en  résulte  que  le  numérateur  et  le  dénomi-^ 
nateur  des  valeurs  des  inconnues  ^  dans  m  équations 
du  premier  degré  entre  m  inconnues  y  contiennent 

1.2.3 m  termes* 

Je  passe  eilsuite  à  Vanaljse  des  Formules  gêné" 
raies  (fui  expriment  Içs  valeurs  des   inconnues  (i). 


â  iQon  second  yolume  d'Algèbre*.  Je  rectifierai  des  erreurs  qui 
se  sont  glissées  à  «ce  sujet,  dans  tous  les  ouvrages  (sans  en 
excepter  mes  Fragmens).  Je  présenterai  cette  théorie  sous  un 
point-de-vue  absolument  nouveau.  J'engage  les  Professeurs  à 
prendre  garde  à  ces  erreurs.  L'interprétation  des  valeurs  in-* 
finies  des  inconnues ,  me  paraît  également  fauss^ 

(i)  Cette  analyse  a  paru  pour  la  première  fois  dans  mea 

i 
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(Cette  analyse  est  absolument  nouvelle).  Je  de-*  '. 
montre  rigoureusement  ^  que  suivant  que  des  équa-* 
tiens  du  premier  degré  entre  plusieurs  inconnues  sont 
possibles  ^  impossibles  ^  ou  indéterminées^  les  for^ 
mules  générales  donnent  pour  les  inconnues  des  va- 
leurs  finies  )  infinies^  ou  indéterminées  de  laforme\.^La 
réciproque  est  Vraie.  Je  prouve  que  suii^ant  que  le 
nombre  des  inconnues  est  égal  à  celui  des  équations  j 
ou  plus  grand  j  ou  moindre  ^  ces  équations  sont  dé-^ 
terminées  j,  indéterminées  ^  ou  impossibles  ;  je  donne 
les  équations  de  condition  nécessaires  pour  qu'un 
problènie  soit  possible  ,  lorscpie  k  nombre  des  équa-' 
tiCns  surpaisfsè  celui  des  il^eonnues.  J'examine  Ie3 
relations  qui  doivent  exister  entre  les  coejfficièns  de^ 
inconnues  et  lés-termes  '■  toUt  -  connus ^  pour  que  des 
équatiôfis  proposées  admeUent  des  valeurs  données 
des  inconnues  ;  il  en  résulte  qu'il  existe  une  infinité 
d'équations  qui  admettent  les  mêmçs  valeurs  des 
inconnues.'  Je  termine  cette  Théorie  générale  des 
équations  du  premier  degré  ,  en  démontrant  que 
lorsqu  après  avoir  tiré  d'une  équation  la  valeur  d'une 
des  inconnues  quelle  renfeime  ^  on  substitue  cette, 
valeur  dans  la  même  équation  ^  le  résultat  est  toujours 
une  identité.  Ces  principes  ,  qui  servent  de  fonde- 
ment à  la  Théorie  générale  des  équations ,  n'avaient 
pas  encore  été  démontrés  d'une  manière  rigoiu'euse  ; 

Fragmens  y  publiés  en  1801.  Mais  renseignement  m'a  con- 
Vaijicu  de  la  nécessité  dç  la  présenter  sous  un  poirit-de-vue  plus 
général.  J'ai  Ane  fait  des  changemens  importans ,  et  j*ai  étendu 
cette  analysé  à  un  nombre  quelconque  d'équations. 
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plusieurs  même  n'ëtaieut  pas  connus.  Je  termine 
l'Analyse  déterminée  du  premier  degré  ,  par  une 
Théorie  complète  des  rapports  et  des  proportions.  Je 
fixe  l'attention  des  Élèves  sur  les  propriétés  qui  seront 
utiles  dans  la  Géométrie,  hes  Progressions  et  lesLogor 
rithmes  exigeant  la  connaissance  de  la  théorie  générale 
des  Equations^  j'ai  cru  devMr  les  renvoyer  à  la  fin  de 
cette  Théorie.  J'ai  suivi  ,  à  cet  égard  ,  Fordre  adopté 
par  M.  Lacroix  ;  mais  j'ai  cru  devoir  donner  la 
Théorie  des  Proportions  à  la  fin  de  l'Analyse  dé- 
terminée du  premier  degré  ,  parce  que  cette  Théo- 
rie devient  nécessaire  aux  Elèves  qui  veulent 
apprendre  là  Géométrie  avant  de  s'occuper  des 
Equations  des  degrés  supérieurs.  Ce  plan,  conforme 
à  Topinion  de  M.  Legendrb  ,  est  celui  que  j'ai  adopté . 
Je  crois  nécessaire  de  placer  l'étude  de  la  Géomé- 
trie, entre  l'Analyse  du  premier  degré  et  celle  des 
degrés  supérieurs.  Avec  cette  attention  ',  TElève  , 
fortifié  par  Tétude  de  la  Géométrie ,  devient  ca- 
pable de  surmonter  les  difficultés  attachées  aux 
Equations  des  degrés  supérieurs  ;  la  Géométrie  lui 
ofire  une  peinture  fidèle  des  résultats  analytiques , 
et  explique  clairement  la  nature  des  quaiitités  in- 
commensurables. 

Pour  jEsicîliter  Tétude  de  V Analyse  indéterminée  ^ 
je  résous  d^abord  des  Problèmes  indéterminés  très- 
£aiciles  ,  dans  lesquels  les  quantités  connues  sont  des 
nombres.  Je  donne  différentes  Méthodes  pour  trou- 
ver les  valeurs  entières  positives  des  inconriues  ;  et 
je  fais  observer  que  les  formules  différentes  qui  eu 
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résultent  y  donnent  cependant  les  mêmes  solution^J' 
On  reconnaît  que  les  Problèmes  qui  conduisent  à. 
des  Équations  indéterminées ,  peuvent  être  indéter- 
minés y  déterminés  y  ou  impossibles.   Je  donne  le 
moyen  de  déterminer  le  nombre  des  solutions  de 
cts  Problèmes.  Je  passe  ensuite  à  la  recherche  des 
Solutions  entières  positives  de  FÉquation  littérale 
indéterminée  du  premier  degré  entre  deux  incon-  • 
nues  ;  cette  recherche  conduit  à  des  Théories  nou-  '; 
velles.  Je  démontre  que  les  formules  ^  déduite's  de  ; 
la  Théorie  du  plus  grxind  corrwmn  dwiseur  numé^   \ 
rique  ^  donnent  toutes  les  solutions  entières  positives  , 
de  V équation  proposée  ;  de  sorte  qu'en  donnant  aux 
inconnues  ,  des  valeurs  qui  ne  seraient  pas  com- 
prises dans  ces  formules  y  on   ne  satisferait  pas  à  . 
l'équation.  Je  donne  une  règle  générale  pour  dé- 
duire toutes  les  solutions  d'une  seule  ,  et  déterminer 
le  nombre  de  ces  solutions.  Je  prouvé  que  dans  le 
cas  où  lequation  proposée  n'admet  aucunes  solution^ 
entières  positives  ,  les  formules  indiquent*  cette  imr 
possibilité.  Je  discute  les  Équations  littérales  indé- 
terminées du  premier  degré  entre  plusieurs  incon- 
nues ,  et  je  donne  le  moyen  de  les  résoudre;  Je  ' 
termine  l'Analyse  indéterminée  par  des  Problèmes ..  ^ 
qui  donnent  des  notions  sur  les  variables  y  les  Jono-  ". 
lions  y  les  maxima  et  les  miniina.  (Ces  notions  ne  .2 
sont  nécessaires  qu'aux  personnes  qui  veulent  se'? 
prépara  k  l'étude  du  Calcul  différentiel.  )  ;C 

La  Théorie  des  Inégalités  étant  indispensable  daos  * 
toutes  les  parties  des  Mathématiques  y  j'ai  cru  méces*.  - 
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tuôre  de  la  donner  d'une  manière  complète.  Après 
avoir  démontre  les  principales  propriétés  des  Inégth 
Utés^  j'en  déduis  le  moyen  de  les  résoudre  ;  et  je 
£âs  Toir  qu'on  ne  peut  pas  les  traiter  comme  les 
Equations;  de  sorte  que  des  démonstrations  que 
l'on  donnait  dans  les  Elémens  ^  ne  sont  pas  rigou- 
reuses. J'en  déduis  le  moyen  de  résoudre  des 
problèmes  d'une  nouvelle  espèce.  Ce  qui  prépare 
à  la  démonstration  à  V absurde  ^  si  souvent  employée 

*  dans  l'excellente  Géométrie  de  M.  Legendre. 

Je  donne  la  Théorie  du  plus  grand  commun  divi-- 

.  seur  algébrique.  Cette  Théorie ,  qui  sert  de  fonde- 
ment à  J'Ëlîmination  dans  les  équations  de  tous 
les  degrés^  n'ayant  été  traitée  que  dune  manière 
peu  exacte  ,  j'ai  cru  devoir  la  présenter  sous  un 
point  de  vue  nouveau.  Elle  parut  pour  la  première 
fois  dans  mes  fragmens  sur  FAlgèbre  et  la  Trigo- 
nométrie^, imprimés  en  l'an  1801  ;  et  M.  Garniery 
i'nn  de  mes  anciens  professeurs^  voulut  bien  la 
publier^  sous  mon  nom^  dans  son  excellent  ou- 
vrage sur  l'Algèbre.  Depuis  cette  époque ,  j'ai  fait 
tous  mes  efforts  pour  simplifier  et  perfectionner 
cette  démonstration  ;  j'ose  espérer  que  celle  que 
je  publie  est  complète  et  rigoureuse.  J'avoue  qu  elle 
présente  d'assez  grandes  difficultés,  mais  je  pense 

.  que  ces  difficultés  tiennent  à  la  nature  même  de 
la  question.  Les  Elèves  qui  ne  seraient  pas  en  état 

:  de  comprendre  cette  théorie,  pourront  la  passer, 
pour  y  revenir  lorsqu'ils  en  seront  à  la  Théorie 
générale  des  Equations.  Je  ternjjple  le  premier  vo- 

d^ 
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lume  par  la  résolution  des  Equations  du  seco 

degré. 

Le  second  volume  de  ces   élémens  ^d'Algèbre 
contient  :  la  Formation  des  Puissances  et  V Extra 
tion  des  racines  de  tous  les  degrés  ;  les  Fractio 
continues  j  la  Théorie  générale  des  Equations ,  l 
Progressions ,  les  Logarithmes  ^  les  Propriétés  d 
Polynômes  et  des  Equations ,  la  Transformation 
fonctions ,   les  Fonctions  symétriques  ^  la  Deçà 
position  des  Poljrnomes  en  facteurs  réels  du  seco 
degré  ^  les  Equations  à  deux  termes ,  la  Résolution 
générale  des  Equations  j   la  Démonstration  de  U 
Formule  du  Binôme  ^  lorsque   l'exposant  est  quel* 
conque  ;  les  Séries j  et  le»  Préliminaires  du  CalcidS 
différentiel.  \ 

Les  autres  parties  du  Cours  complet  de  Mathé^i 
matiques  ,  dont  je  m'occupe ,  paraîtront  successî-  \ 
vement  dans  cet  ordre  :  Application  de  V Algèbre  à  \ 
la  Géométrie  y  Statique  ^  Calcul  différentiel  y  Calctdi 
intégral  ,  Calcul  des  différences  ,  Calcul  des 
J^ariati^nSy  Mécanique,  Calcul  des  Probabilités, 

Telle  est  l'analyse  complète  de  cet  Ouvrage.  Com- 
biné avec  l'Arithmétique ,  il  présente  les  bases  des 
Mathématiques ,  et  renferme  tout  ce  qui  peut  être  . 
utile  aux  personnes  qui  ne  veulent  pas  approfondit 
l'étude  de   cette  science.    Le   désir  d'aplanir  les , 
difficultés  aux  commençans ,  m'a  déterminé  à  suivre 
cet  ordre,  qui  semble  indiqué  par  la  nature  mémc^ 
de  la  science.  Des  obstacles  distribués  avec  art ,  et 
croissant  danp  le  l(|[>port  des  forces  de  l'Élève,  sont 
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stîmulans  qui  exercent  utilement  son  esprit  sans 
rebuter;  encouragé  par  des  premiers  succès  ^  il 
livre  avec  plaisir  a  de  nouvelles  recherches  y  et 
ient  a  surmonter  successivement  tous  les  obs- 
les.  J'ai  prolongé  l'usage  des  nombres  le  plus 
temps  possible  y  parCe  que  leur  emploi  éclaire 
it  assure  la  marche  du  raisonnement  y  en  vérifiant 
i  chaque  instant  l'exactitude  des  résultats.  Ces  con- 
sidérations me  font  espérer  que  ce  Traité  sera  utile 
mu  Elèves  ;  mais  comme  l'enseignement  est  la  pierre 
k  touche  du  mérite  £un  oui^rage  y  je  réclame  les 
lonseils  des  Professeurs  y  pour  me  mettre  k  même 
ie  perfectionner  mon  travail  ;  je  m'empresserai  de 
l^fîter  des  avis  d'une  critique  juste  et  éclairée.  Si 
te  Traité  contient  quelques  idées  nouvelles  et  utiles^ 
fen  Êds  hommage  aux  Professeurs   qui  formèrent 
ifiOQ  jugement. 

-^m  important.  ^ 

Dans  cette  nouvelle  édition ,  les  signes  (  n*    ); 
{A.   n**  )  ,    (  B.   n*  ),   indiquent    respectivement 
des  renvois  à  des  articles  de   l'ouvrage ,  à  mon 
Traité  d'Arithmétique,  et  à  mes  notes  sur  F  Arith- 
métique deBezout  (^^ édition).  Le  signe  (A.  5*  n*  ) 
renverra  à  la  5*  édition  de  mes  notes  sur  TArith- 
métique  de  Bez^ut.  Ce  dernier  ouvrage  suffit  pour 
l'intelligence  de  mes  Elémens  d'Algèbre.  Dans  cette 
première  section,  on  a  fait  usage  des  lettres  grecques 
^y  ^9  y^  ^y  que  l'on  prononce.  Alpha  y  Bêta  y 
Gamma,  Delta. 
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DISCOURS 


Les  Elèves  (jcà  voudront  se  borner  à  ce  qui  est 
exigé  pour  entrer  à  TEcole  Polytechnique  ^  pour- 
ront étudier  ;  i*"  les  trois  premières  parties  de  mes 
notes  sur  V Arithmétique  de  Bezout  ^  (  5*  édition  )  ;  ' 
2*  quelques.  Problêmes  de  Y  Introduction  ;  5*  mes  ' 
Ëlémens  di Algèbre  (i«"  section)  ;  4*  les  articles 
indiqués  dans  la  seconde  section  de  ces  Elémens  ; 
&"  la  Géométrie  de  M.  Legendre  ou  celle  de  M.  La^ 
croix  ^  avec  la  troisième  partie  de  mes  notes  sur 
la  Géométrie  de  Bezout;  &  ma  Trigonométrie  Anst^ 
lytique  ;  7*  V Application  de  l'Algèbre  à  la  Géo^* 
métrie  ;  8*  la  Statique  de  M.  FrancœuTj  pu  celle 
de  M.  Poinçot. 


Cette  nonveUe  édition  ne  renfeime  aucuns  changemens>  J'ai  substitue  feule- 
ment les  équations  du  second  degré  aux  problèmes  amusans  qui  terminaient 
le  premier  volume.  Pour  la  commodité  du  public,  on  dâtvrera  avec  le  second 
volume  d'Algèbre ,  les  Additions  faites  au  premier. 

>  On  peut  remplacer  les  démonstrations  des  no*  433» . . . ,  4^»  P^^^  celles  des 
no*  658,  . . . ,  66t. 

Les  misonnemçns  des  n»*  583,  . . . ,  589,  offrant  des  difficulté,  on  pourra 
passer  ces  articles^  pour  y  revenir  lorsqu'on  en  sera-  à  la  Théorie  des  Équa- 
tions* 
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cande , 
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a  le  signe  -h  quand  ses  facteurs  ont  le  même  signe  ; 

le -produit  a  le  signe -^  quand  ses  facteurs  sont  de 
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Le  produit  de  deux  polyuÀmes  se  déduit  des  règles  relatives 
àia  maitiplication  des  monômes  , 


ia6...iaS 


ia8 
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i3o 
idem^ 
idem» 

i3o. ..i3x 
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de  diviser  successivement  chaque  terme  du  divi" 
dende  par  le  diviseur,  i34*  • 

a56.  Remarque  sur  la  division  complexe , 

FRACTIONSLITTÉRALES- 
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tions concrètes  sont  celles  qui  contiennent  des 
nombres  concrets^  Remarques  ,  160. 
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"     degré,  né  peut  conduire  qu'à  des  équations  du 

.  *  premier  degré ,  184 
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aucuns  facteurs  communs ,  on  peut  en  conclure 
que  c  divise  exactement  a  ,  33o. .  .33i 

434*  Lorsque  c  n'a  aucuns  facteurs  communs  avec  a  e2  b  ; 

les  deux  nombres  ab  et  c  sont  premiers  entre  eux  ^  33 1 

435.  Lorsque  le  nombre  q  nVi  aucuns  facteurs  communs 

avec  a^  b ,  c,  d  j  les  produite  3à3,3à>3y4^4 
des  nombres  a ,  b ,  c ,  d ,  n^ont  aucuns  facteurs 
'  communs  avec  q  ^  33a 

436.  Pour  qu'un  nombre  premier  puisse  diviser  un  pro* 

duit ,  il  faut  qu'il  divise  Vun  des  facteurs ,  idem^ 

437.  Une  fraction  est  iRRiDUGTiBf.E  «  lorsque  ses  deuSr  '  .  - 

termes  n'ont  plus  de  facteurs  .communs.  Cela 
démontre  que  pour  réduire  une  fraction  à  sa  plus 
simple  expression  >  il  suffit  de  diviser  ses  deux 
termes  ,  pa  r  leur  plus  grand  commun  diviseur ,  idem* 

438.  Deux  fractions  irréductibles  égales  »   ont   leurs 

termes  correspondans  égaux  ,  323i 

a  a*" 

4^*  La  fraction  r  étant  irréductible  \  la  fraction  ^ 
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sera  aussi  irréductUf le  ^ 
43o.-  Un  produit  a  le  signe  -f"y  quand  tous  ses  facteurs 

sont  positifs  f  idem. 

43i.  Le  produit  d'un  nombre  pair  de  facteurs  négatifs , 

a  le  signe  ^j  idem. 

43a.  Le  produit  d'un  nombre  impair  defaotmrs  néga" 

tifs  a  le  signe  — y  idem. 

433.  Un  produit  ne' change  pas  de  valeur  numérique , 

quand  on  change  les  signes  des  monSmes  qui 

composent  un  ou  plusieurs  facteurs  ,  a34 

434*  Le  produit  de  deux  facteurs  ne  change  pas  de 

signe, .quand  on   change  les  signes  des  deux 

facteurs ,  idem. 

435.  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  change  pas 

de  signe ,  quand  on  change  les  signes  d'un  nom- 
bre pair  de  facteurs ,  iilera . 

436.  Le  produit  de  deux  facteurs  change  de  signe , 

quand  on  change  le  sigtie  d*un  seulfaetéur,  idem . 

437.  Un  prodmi  change  de  signe ,   quand  on  change 

les  signtfs  d'un  nombre  impair  de  facteurs ,  334  ^  ^35 

438*  Pour  soustraire  un  produit ,  t7  suffit  de  changer 

Ui  signes  d'un  nombre  impair  de  facteurs  ,  a35 

439.  Un  produit  ne  change  pas  de  signe  ^  ^ûànd  on 
ehange  en  mime  temps  le  signe  qui  le  précède 
■     et  le  signe  d'un  nombre  impair  de  facteurs'^*  idem. 

44^*  ^  produit  d'un  nombre  pair  ele  facteurs  égaux, 

a  le  signe  -+- ,  idem, 

^^1.  Le  produit  d^un  nombre  impair  de  fadeurs  égaux, 

a  le  tigne  de  ses  factet^rs  ,  idem. 

44^*  Toute  puissance  paire ,  d'une  quantité  positiye  ou 
négative ,  a  le  signe  «4-  ;  et  toute  puissance  im-^ 
paire  d*une  quantité  ,  a  le  signe  de  cette  quan- 
tité,  a35...a36 

443.  Les  règles  précédentes  contiennent  h  desfacteuts 

■   •         monômes  ou  polynômes ,  a3G 

144  à  44^.  Hègle  générale  pour  déterminer  les  eflets  f^rodoits  sar 
les  fractions  ,  lorsqa^on  change  les  sij^'es  de  .plu- 
sieurs facteurs ,  '^  ^'  .   336. .  .a37 

446*  Règle  pour  trouver  le  produit  de  deux  iiolîit>te4  a*nn 
seul  chiffre ,  au  moyen  des  doigts ,  lorsqn**on  con- 
naît les  produits  deux  à  deux»  d«s  cittq  noi^fcbies 
i,a,3,4.5,  a37..,a3« 

447.  TrouTff  QDA  fracûon  telle,  .çu'cn  ajoutant  ^  à  ion 
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numérateur,  elle  se  réduise  à  -,  et  qn^en  ajoutant 
b'  h  son  dénomjinateur,  elle  se  réduise  à-^ ,  338  U  a39 

EXAMl^   DES   ClRCOirSTA.irCES  iPÂRTlCUtlÈRCS  QUE  TEUT 
OFFItin   LA.  SOLUflÔir   DES   PROBV^MES. 

443  ^  449*  -^^  valeur  d'une  inconnue  tirée  (Tune  équation , 
ne  satisfait  pas  toujoiirs  au  problème  qui  a 
fourni  cette  équation. Exemple,  aSQ. .  »'^^ 

45o.  l)es  problèmes  dont  les    énoncés  sont  différens  ,     . 

peuvent  conduire  a  la  même  équation  ^  a4o...a4^ 

45i.  4$*!  la  nature  d^une  question  impose  h  Vinconnue  > 
quelque  condition  particulière ,  non  exprimée 
dans,  l'équation  ,  la  valeur  de  V inconnue  peut 
ne  pas  satisfaire  au  problème  qui  a  fourni  cette 
équation  ;  mais  elle  satisfait  à  toutes  les  ques- 
iiçris.qui  cf>nduiraient  à  la  même  équation  ,  et 
dai^s desquelles  Vincônnue  ne  serait  pas  assujétie 
à  des  conditions  particulières ,  non  exprimées 
<^nf  l'équation,  ^i 

453... 456.  Pi^obtèmes  détermines ,  indétermines  et  impossibles,  241. •.344 
457 .  ; . 4^8.  Reiiiarques  sur  les  5o/ttf to/i5  négatives,  a44***^4^ 

459.  Pour  que  les  formules  algébriques  et  les  régies 
^qu'àn  en  déduit  soient  générales ,  il  faut  que 
les  signes  -4-  et  —  indiquent  les  manières  'd'être 
'"opposées  dès  quantités ,  .         '    34^ 

460.  '.  .467.  Problèmes  qui  conduisent  à  des  valeurs  négatives    .^ 
'  de  î*m'connue.  Interprétation  des  solutions  né- 
.  gatives ,  345.*. 3^9 

468.  Il  existe  deux  espèces  de,  quantités.  Principe  gé- 
néral pour  inteiprétcr  les  valeurs  çpic  peut  prendre 
rihconnue ,  34^ 

J^)Q,..JlSo.  Problèmes  .sur  les  couricrs.  Analyse  complète  de  ees 
problèmes.  Les,  conséquences  déduites  des  for- 
mules q/gébriques  sont  toujours  d'accord  avec 
celtes  tfUe  fournit  l'énoncé  de  la  question  ,  aSo. .  .3G5 

481.  Formule,  qui  comprend  tous  les  cas  que  présente  la 
solutipq  du  problème  général  àes  couriers  j  appli- 
'  cauoos.de  cette  formule  à  des  exemples,  a65. .  367 

rORMULEÏt-GÉiréRÀLES   POttR  LA  R^SOLUTIOIT  DES   ÉQUA^IonS 

DU    PREMIER   DEGRéi 

483.  'tes' 'régies  données  pa^ur  résoudra  les  équations  nu* 
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mériffues ,  s'appliquent  aux  équations  littérales ,  267 

483.  Toute  équation  du  premier  degré  à  une  seule  incon- . 
nuCf  peut  être  ramenée  à  la  forme  az=  b;  et  a 
n* étant  pas  zéro  ,  il  n"* existe  qu'aune  seule  va--  ' 

leur  de  x  qui  puisse  y  satisfaire ,  267  à  368 

484-  Toute  équation  du  premier  degré  entre  deux  incon- 
nues ,  peut  être  mise  sous  la  forme  az-4-by  =  0,  a68. .  .069 
485.'  La  forme  générale  de  deux  équations  du  pren^ier 
degré  entre  deux  inconnues ,  esf  ax  -4-  by  =x  c  ; 
a'x+b'ysïc'.  Les  caractères  x  et  y ,  employés 
pour  représenter  les  inconnues ,  sont  essentielle- 
ment les  mêmes  dans  ces  deux  équations  ;*dt 
sorte  c[ae,  résoudre  ces  équations,  c^est  trouver 
des  quantités  connues  ,  qui  j  substituées  pour  x 
et  y,  rendent  identiques  les  deux  membres  de 
chaque  équation  ,  269. .  .97« 

486.  Résokition  de  trois  tfquationt  entré  trois  inconnaes,  370...  1^3 

487.  RésoJntion  de  quatre  équations  entre  quatre  inconnues,  373.  •  .274 

488.  Les  dénominateurs  des  valeurs  des  inconnues  sont 

les  mêmes  :  les  numérateurs  se  déduisent  des 
dénominateurs,  en  changeant  lé  coeficient  de  l'in^ 
connue  qu'on  cherche ,  dans  le  terme  tout  connu ,  974 

489.  Règle  générale  pour  résoudre  m  équations  du  premier 

degré  ,  entre  m  inconnues  9  ■  idem. 

(90  à  491*  On  peut  trouver  les  formules  générales  qui  donnent 
les  valeurs  des  inconnues ,' dans  les  éq\uitions 
déterminées  du  premier  degré  ,  sans  effectuer 
aucuns  calculs,  a74>**a77 

492.  Le  dénominateur  commun  des  valeurs  des  incon- 

nues ,  dans  m  équations  du  premieç  degré  entre 
m  inconnues  ,  contient  *un  nombre  de  termes 
marqué  par  1.^.3. ^,...ia  ,  9^7 

AlVALTBE  DES   FORlIULElS   cénénALES   QUI  OOKITEWT  LES   TÀLCURS 
DES   INGOirSUES   DANS   LES   EQUATIOITS   DU   PREMIER   DEGRlÈ. 

493.  Lorsque  Péquation   littérale  du  premier  degré  à 

une  seule  inconnue  ,  est  possible  ,  impossible , 
ou  indéterminée  ;  la  valeur  générale  de  fincon- 
nue  -est  finie ,  infinie ,   ou  indéterminé^  de  la 

forme  -;  la  réciproque  a  lieu  ,  •  *277*  •  -^79 

494*  I^^  propriétés  énoncées  dans  le  numéro  précédent , 
conuiennent  à  m  équations  du  prerfiltr  degré 
^nire  m  iaccnnMes ,  379 
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495.  Lorsque  deux  éguations  littérales  du  premier  degré 
entre  deux  inconnues  ,  sont  possibles  ,  impossi- 
bles f  ou  indéterminées  ;  les  formules  générales 
donnent  pour  les  inconnues  des  valeurs  finies  ^ 

infinies ,  ou  indéterminées,  de  la  forme  -  ;  la 

réciproque  est  vraie ,  *  279  à  a 

4g5.  L'analyse  des  racines  des  équations  du  premier 
degré  entre  deux  tnconnues  ,  contaient  a  m  équa- 
tions entre  m  inconnues  ,  9 

497.  Analyse  de  trois  équations  du  ptetnier  degré  entre 

trois  in<ïonnties  ,  lorsque  ces  équations  n^ont  pas 
ide  termes  tout  connus  ,  3^4  •  *  *^ 

498.  Etant  données  m  équations  dû  premier  degré  entre 

m  inconniies  ;  lorsque  les  termes  tout  connus  de 
ces  équations  iont  nuls  ;  les  numérateurs  des 
valeurs  des  inconnues  sont  nu/s.  Si  leur  déno- 
ininateur  commun  n*est  pas  téro  ,  chaque  incon- 
nue est  égale  à  zéro  ,  et  le  rapport  entre  deux 
quelconques  de  ces  inconnues ,  est  indéterminé. 
Si  le  dénominateur  comnfitn  est  zéro ,  les  va-- 
leurs  des  inconnues  sont  indéterminées  ;  mais 
les  {ta -^  1)  rapports  d'aune  inconnue  à  toutes 
les  autres  ,  sont  déterminés  par  les  (  m  —  i  ) 
premières  équations  %  : 

499«  Etant  données  m  équatioAé  du  premier'degré  entre 
m  inconnues,  on  en  déduira  la  valeur  de  chaque 
inconnue  ;  et  ces  Valeurs  substituées  dans  les 
équations  proposées ,  conduiront  h  des  identités* 
Chaqfie  inconnue  n'aura  qu'une  valeur.  Etant 
données  m  équation^  entre  (m  4-n)  inconnues , 
on  pourra  donner  des  valeurs  arbitraires  à  n  m- 
connues.  Enfin,  étant  données  (m^-n)  équa- 
tions entre  m  inconnues ,  on  satisfera  à  m  équ^ 
tions  avec  les  m  inconnues  ;  les  valeurs  de  ces 
inconnues ,  substituées  dans  les  n  autres  équa- 
tions ,  donneront  n  équations  de  condition  entre 
les  donnçes,  La  possibilité  des  équations  propo- 
sées y  dépendra  de  ces  n  équations  de  condition ,  287. . 

5oo.  Problème.  Déterminer  les  relations  qui  doii^ent 
exister  entre  les  coefficiens  dés  inconnues  et  les 
Utiles  tout  connus ,  pour  que  des  équations  ad- 
mettent des  valeurs  dot^nées  des  inconnues ,  aSS ...  ! 

9oi.  Lorsqvk^ après  a¥oir  tiré  d'uo^  équation  lu  valeur 
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d'une  des  inconnues  f/u'elU  renferme  ^  en  tuisti» 
tue  cette  valeur  dan*  la  même  équations  le  ré- 
sultat  estjune  identité  ,  289 

KAPPORTS  ET  PKOPORTIONS. 

5o3.  Le  rieuitàt  de  la  comparaison  de$  gmnêemn  ém 

deux  4fuantitéê ,  «e  n&mme  leur  »A»H>Rt ,  ago 

604.  La  êtférenee  entre  deux  quantitéty  t9t  leur  rapport 

par  mvFÉiiCiics ,  idem* 

505.  Le  quotient  de  deux  qnantités  ditHsé^  Pune  par 

Vautre ,  est  leur  rapport  par  QOoTitnY ,  idfln. 

506.  Les  deux  quantités  que  l'on  compare  se  nomment 

les'  deux  tSMireft  du  rapport  ;  la  première  est 
/'▲HTiciosiit  ;  la  deuxième  est  le  coirsiQVEKT ,         idem, 

507.  Le  rapport  par  différence  ne  change  pas  ,  quand 

on  ajoute  à  thaeun  de  ses  termes  ,  ou  quand  on 

eH  retnmehe  une  même  quantité ,  idem. 

&>8.  Un  rapportpar  quotient  ne  change  pas  y-quand  oh 
multiplié  ses  deux  termes ,  ou  quand  on  les 
diyise  pur  la  même  quantité,  agi 

509.  Lee  propriétés  précédentes  servent  h  simplifier  les 

rapporta ,  idem. 

|0  à  5it.  L'égalité  de  deux  rapports  je  nomme  MotôKTtOH  ; 
et.  cette  proportion  est  me  pat  différence  ou  par 
qubtieht ,  selon  que  les  ^rapports  qu'on  y  consi- 
dère sont  par  différence  ou  par  quotient.  MMûère 
d'écrire  et  d'ëttotteer  les  ptôt>ortiotife  par  dlfi^tencc 
et  par  qnotielit  ^  991  à  99^ 

5ia.  Ce  que  c^ttt  tjue  lei  moyens  et  les  extrêmes  ,  aga 

5i3.  Quand  les  isortHà  sont  égauei^  la  proportion  est 

cfife  coiTTiirDE  ,  393.. «agS 

5i4-  G*  ^*(m  «Btendait  àtittefois  par  proportion  ëfith- 

métique  et  proportion  géométrique ,  agi 

5i5.  Rcmar^He  sur  la  théot-ie  des  proportions ,  idem, . 

5]  G.  L'équi-différence  est  une  proportion  par  différence. 
Toutes  les  fois  qu'on  parlera  étune  proportion , 
on  sous'-entendra  qu'elle  ett'par  quotient ,  993*  •  ^394 

7 . . . 5i8.  Ikins  toute  équirdifférence ,  la  soirals  des  extrêmes 
est  égale  a  celle  des  moyens.  LaC  téeiproqite  est 
▼raie,  '  M*"^^ 

•  -  519.  Lorsque  réqui-diffétence  n*exi^tê  pas  >  la  êtfuuz 

des  ektrêmes  hhsst  pas  égale  a  celle  des  moyens,  ag.'» 

^     5ao.  Zoffgue  là  aommtrde  deux  quanthés  a  8t  d ,  tCcst 
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pas  égale  à  la  somme  ils  deux  autres  quantités 
c  et  b  ;  ces  quantités  ne  forment  pas  Véquiràiffé-  / 
rence  a.b  *  cd, 

591.  Toutes  les  propriétés  des  équi-différences  se  dédui- 
sent des  principes  précédons ,  » 

5aa.  J)ans  toute  éqûi-différence ,  il  suffit  de  connaître 

trois  termes  pour  obtenir  le  quatrièmie ,  i 

Si3.  Dans  toute  équi-différence  cojntinue  ,  la  somme  des 
.  extrêmes  est  égale  au  i)k>uBLE  du  terme  moyen; 
ce  dernier  est  la  moyenne  proportionnelle  arith- 
métique entre  les  deux  extrêmes  ;  et  par  consé- 
quent ,  pour  trouf^er  une  moyenne  proportion- 
nelle arithmétique  entre  deux  quantités,  il  suffit 
de  prendre  la  moitié  de  leur  somme ,  396  à 

534*  On  peut  faire  subir  à  une  équi-différence  toutes  les 
transformations  qui  n'altèrent  pas  T égalité 
entré  la  somme  des  extrêmes  et  celle  des  moyens, 

SïS.  Si  dans  les  propriétés  relatii^es  aux  équi-différences, 
on  change  les  mots  somme  et  différeitce  en  ceux 
de  produit  et  de  quotient  ,*  on  obtiendra  les 
propriétés.correspondantes  des  proportions  ,  ic 

596.  Dans  toute  proportion  ,  le  produit  des  extrêmes 

es^  égal  à  celui  des  moyens ,  396. . 

537.  Lorsque  le  produit  de  deux  quantités  est  égal  au 
produit  de  deux  autres  quantités  ;, ces  quatre 
quantités  forment  une  proportion  ,  dont  les 
moyens  sont  les  deux  facteurs  de  l'un  des  pro" 
duitSf  et  dont  les  extrêmes  sont  les  deux  facteurs 
de  Vautré  produit  ;  de  sorte  que  la  proportior^ 
existe  toutes  les  fois  que  le  produit  des  extrêmes 
est  égal  à  celui  des  moyens , 

BiB  Lorsque  la  proporiii>n  n'existe  pas ,  le  produit  des 

extrêmes  n'*est  pas  égal  à  celui  des  moyens ,  id 

539.  Lorsque  le  produit  de  deux  quantités  Act  d,  n'est 
pas  égal  au  produit  de  deux  autres  quantités 
h  et  C;  ces  quantités  ne  forment  pas  la  propor- 
tion ^Ihlld  d  ,  id 

^o.  Toutes  les  propriétés  des  proportions  se  déduisant 
des  principes  précédens  ^ 

B3i.  Dans  toute  proportion ,  il  suffit  de  connaître  trois 

termes  pour  obtenir  le  quatrième  ,  ^  id 

533.  Si  dans  deux  proportions  (  par  dàSéteaoe  ou  par 
5piotieni)|  troii  termes  correspondans  sont  é^its. 
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les  quatrièmes  termes  seront  égaux ,  y)8 

33  à  534-  Dans  une  proportion  continue  y  le  ykoduit  des  ex* 
trimes  est  égal  au  quâbké  du  terme  moj/^n  ;  ce 
dernier  est  la  moyenne  proportionnelle  géonté' 
trique  entre  les  deux  extrêmes;  de  sorte  que  pour 
trouver  une  moyenne  proportionnelle  géomé^ 
trique  entre  ileux  quantités  ,  il  suffit  de  prendre 
la  BACivE  QUAiméE  de  leur  produit  ,  idem. 

135.  On  peut  faire  subir  à  une  proportion  ^  toutes  les 
transformations    qui    n^alttrent   pas   Pégalité 
I  entre  le  prodv  it  des  extrêmes  et  celui  des  moyens,  3g8  à  999 

te... 537.  Diverses  propriétés  des  proportions ,  agg. .  .3o« 

538.  Dans  une  suite  de   rapports  égaux^  la  sojnme 

d*un  nombre  quelàonque  d'antécédens  ,  est  à  la 

somme  d'un  pareil  nombre  de  conséquens,  comme . 

un  antécédent  est  à  son  conséquent ,  3qov  . .  Soi 

539.  Lor%qtCon  a\  plusieurs  proportions ,  si  on  les  muU 

tijilie  par  ordre ,  les  quatre  produits  qui  en  ré- 
sultent, forment  une  nouvelle  proportion  ,  3oi 

540.  Lorsque  dans  deux  proportions ,  les  antécédens 

sont  égaux,  chacun  à  chacun ,  les  conséquens 
sont  en  proportion  ,'  %q% 

541  •  Lorsque  danf  deux  proportions ,  les  conséifuéks 
sont  égaux,  chacun  à  chacun,  les  antécédens  sont 
en  proportion ,  idtm. 

ANALYSE  INDÉTERMINÉE, 

VROBLi&MES     IiriliTERMIVÉi.  pu     P  RE  M  1ER  DEO^i* 

542*  Les  problèmes  indéterminés  sont  ceux  qui  condui- 
sent à  des  équations  qui  admettent  une  infinité 
de  solutions.  Un  problème  est  indéterminé,  lors- 
4fu^il  conduit  à  une  équation  identique ,  ou  lors- 
que le  nombre  des  ■  équations  est  moindre  que 
celui  des  inconnues  ,  3oa 

543.  Problème  indéterminé  qui  conduit  à  «ne  identité  ,  3ol 

^4*  X^rsqu^un  problème  entre  deux  inconnues  %et  y, 
ne  fournit  qu^une  équation,  cette  équation  admet 
une  infinité  de  voleurs  de  t  et  y;  mais  quelque- 
fois ,  toutes  ces  valeurs  ne.  conviennent  pas  au 
problème ,  parce  qu'il  peut  imposer  aux  incon-  , 

nues,  par  sa  nature,  des  conditions  particulières 
non  exprimées  dans  l'équation.  Exemples ,  3o3. .  .3^ 
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564  à  565.  JQ^^igiM^fM  f  dta  conditions  qui  paraissent  différ* 
rentes  «  ne  sont  que  des  conséquences  les  unes 
des  autres-,  l* Algèbre  en  a,ièertit  ,*  plusieurs  équa- 
tions se^rédui^ent  à  une.  seule;  le  nombre  des 
.  é/9V4^tiolf4  deuient  moindre  que  eelui  des  inoon- 
nji^s ,  et  le  problème  peut  devenir  indéterminé, 
EsLemple ,  >-  3ao. 

$66 ...  567.  Touip  éfua$ion  indéterminéû  du^  premier  degré  entre 
démx  inconnues  ,  peut  être  ramenée  k  laforntfi». 

(a) âXH-byzzc  ; 

a ,  b  ^  c ,  désignant  dee  nombres  entiers  ,  positifs 
ou  négoMfs ,  et  premiers  entre  eux*  Il  s*agit  de 
calculer  toutes  les  valeurs  entières  positii^es  de 
X  et  y  ,  qui  satisfont  h  cette  équation  ^  32a. 

fi68.  Lorsque  a  ef  b  ont  Un  diviseur  commun  ,x  et  y  nç 

peuvent  ffàs  être  des  nombres  entiers , 
56^.  Dans  Vaiialyse  de  t équation  (p),  on  supposerai  tou- 
jours que  9i  eth  sont  premiers  entre  eux  ,  '  i 

$70. ..571.  Pour  trouver  des  solutions  de  l'équation  ('%)  ^  il 
suffit  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
enjtre  a  et  b,  3a3. 

672. .  .573.  Pour  passer  d^une  solution  de  P équation  (2) ,  a  là 
^  suivante,  il  suffit  iPaJouter  à  la  valeur  de  x,  le 
coefficient  h  dey  y  et  dé  retrancher  de  la  valeur 
de  y  f  le  coefficient  a  <2e  z ,  327 . 

574.  «.575.  Remarques  snr  Fëquation  (2) ,  32$. 

676.  Les  propriétés  précédentes  sont  indépendantes  des 

signes  de  a,  b,  c.  Lorsqu'on  a  égard  aux  signes  y 

l'équation  (3)  prend  ce^  quatre  formes 

«t-^hyszQ  \  n%  —  byssc;  ax— byzz: — cj  ax-f-byrz  — c. 

En  n*admettant  toujours  pour  x  et  y  que  des 
nombres  entiers  positifs,  on  voit  que  la  première 
de  ces  quatre  équations  n'admet  qu'un  nombrç 
déterminé  de  solutions;  que  la  %*  équation  et 
/«S*  admettent  uner  infinité  de  solutions  ;  et 
que  la  dernière  équation  e^t  absurde.  Les  for- 
mules  générales  démontrent  ces  propriétés  ,  3^5 . 

677.  Les  valeurs  de  x  et  y ,  déduites  des  formules  gé- 
•  néralàs ,  sont  les  seules  qui  puissent  satisfaire 

à  Véquation    (2).    De   sorte  que  pour  trouver 

toutes  les  solutions  de  cette  équation ,  il  suffit 

'"d'en  çahmler  une ,  pur  la  méthode  du  plus  grand 
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commun  difùtur  ;  on  en  dédtùt  toutes  le$  autres 
solutions  t  au  moyen  de  la  règle  du  n*  57a ,        33i  à  334 

578*  Résuma  général  det  propriétés  de  l'équatiou  iodé- 

termmée  ax'\'by'^c ^  335 

579.  JIféthode  pour  trouyer  les  solutions  entières  et  po^ 
sitives  de  l'équation  indéterminée  entre  trois  in- 
connues f  idem. 

£80.  Méthode  pour  trouyer  les  solutions  entières  et 
positives  de  l'équation  indéterminée  du  premier 
degré  entre  un  nombre  quelconque  d'inconnues  ,  335. .  .336 

$81.  Méthode  pour  trouver  les   solutions  entières  et 
\  positiyeSf  communes  à  4^ux  équations  dû.  premier 

degré  entre  trois  inconnues.  Exemple  f  336. .  .33^ 

58a.  Problème.  Déterminer  les  rencontres  de  trois  mobiles 

qui  parcourent  une  circonférence  ,  33g. .  .34o 

£83.  Dans  nae  éqnation  indéterminée  entre  deux  inconnues 
xetf^lk  Talent  de  jr  dépendant  de  la  valeur 
aibitraiie  donnée  k  x,  on  dit  ^e  f  est  fonction    ' 
de  là  variable  z  ,  34<> 

S84*  Pour  reconnaître  si  un  produit  f  dont  les  facteurs 

' ,  contiennent  la  variable  x,  augmente  ou  dimir 

nue ,  lorsqu'on  fait  varier  z  entre  des  limites 

données  ;  il  faut  rendre  tous  les  facteurs  posir 

tifs.  Application  de  cette  rè^e  à  un  exemple,  34o.  •  .343 

585.  Une  quantité  variable ,  qui  croit  ou  décroît  d'une 
manière    continue .,    ne  peut  passer  du  positif 
au  négatif,  que  par  zéro  ou  l'infini ,  34' 

$86.  Problème.  Décomposer  un  nombre  donnée  en  deux 
partie^  positives,  dont  le  produit  soit  le  plus  , 
grand  possible.  Chaque  partie  doit  être. égale  à 
la  moitié  du  nombre  donné  ,  idem. 

€87.  Lorsqtiè  la  somme  de  deux  facteurs  variables  en  z 
est  une  constante  ab  ,  la  valeur  de  z ,  qui  rend  le 
produit  le  plus  grand  possible ,  s'obtient  en  éga- 
lant lesj^acteurs  ;  chaque  facteur  devient  égal  à 
la  demi-somme  b  des  facteurs  ;  et  le  mazimnm 
du  produit ,  est  le  quarré  b*  de  cette  demi- 
somme  ,  343... 344 

588.  Problème.  La  somme  de  deux  nombres  positifs  , 

est  aa;  on  demande  dans  quel  cas  le  produit  de 
ces  nombres  sera  le  pltu  grand  possible.  Chaque 
facteur  doit  être  égal  À  a;  le  maximum  du  pro- 
duit est  donc  a* ,  ^  ^44 

589.  Problème.  Décomposer  le  produit  b'  en  deux  fac- 
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.   teurs  positifs  ,  don,t  la  sommé  soit  la  plus  petite 
,  possible.  Chaque  facteur  doit  être  égal  àh  ;  le 
umimum  de  la  somme  est  donc  ab ,  344  ^  ^ 

THÉORIE  DES  INÉGALITÉS. 

S90.  Quand  on  n^a  égard  qu'aux  valeurs  absolues  des 
quantités  ,  on  peut  traiter  les  inégalités  d'après 
•  les  principes  établis  pour  les  équations.  Une 
inégalité  n'*est  donc  pas  troublée  ,  lorsqiCon 
effectue  les  mêmes  opérations  sur  ses  deux 
membres , 

591*  Les  règles  données  pour  résoudre  les  équations , 

s^appliqtient  aux  valeurs  absolues  des  inégalités,         id( 

5q%»  Une  inégalité  en  x,  donne  une  1.1111TE  de  Vincon- 
.    nue  X  ;  tàifdis  qu'une  équation  en  z ,  donne  la 

valeur  de  Vinconnue  x  ,  idt 

593.  Le  système  de  deux  inégalités  en  x ,  donne  deux 
LIMITES  dex;  et  le  problème  qui  conduit  à  ces 
inégalités,  peut  être  indéterminé^  déterminé,  ou 
impossible ,  id( 

5g4  ^  ^9^*  Problèmes  qui  conduisent  à  des  in^galiK^s  ,  347. . . 

599. .  .602.  Lorsque  on  ne  peut  pas  déterminer  directement  la 
valeur  d'une  quantité  ,on  a  quelquefois  recours 
aux  inégalités  ,  pour  démontrer  que  cette  quan- 
tité ne  peut  être  ni  plus  petite  ,  ni  plus  grande 
qu'une  grandeur  connue  ;  il  en  résulte  que  cette 
grandeur  est  la  valeur  exacte  de  la  quantité 
cherchée.  Exemples  et  remarques , 

6o3.  Une  inégalité  n''est  pas  troublée ,  lorsqu'on  âjjpuie 

•  à  ses  deux  membres  ,  ou  qu'on  en  retranche  une 

même  quantité.  De  sorte  que  pour  faii-e  passer 

un  terme  d'un  membre  dans  un  autre ,  il  suffit 

d^en  changer  le  signe  ,  id< 

G04.  Un  nombre  positif  étant  plus  grand  que  zéro  ;  en 
valeur  relative  ^  un  nombre  positif  est  toujours 
plu^  grand  qu^un  nombre  négatifs 
*      6o5.  En  valeur  relative,  'un  nombre  négatif  est  tou". 

jours  plus  petit  que  zéro ,  .     -  .      idt 

606.  En  valeur  relative ,  un  nombre  positif  est  d'autant 
plus  grand ,  qu'il  renferme  plus  d'unités  j  et  au 
contraire  ,  un  nombre  négatif  est  d'autant  plus 
petit  >f  qu'il  renferme  plus  d'unités  ^  id« 

667.  Une  inégfdité  n^estpas  troublée^  lorsque  changeant 
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INTRODUCTION 


A  L'ALGÈBRE. 


\     ■ 


1.  xN  eus  avons  appris  en  arithmétique  à  effectuer  sur  les 
Bombres  toutes  les  opérations  possibles  ;  l'addition ,  la  sous-, 
tkaction^^  la  multiplication  et  la  division.  Nous  allons  faire  voir 
comment  les  combinaisons  variées  de  ces  quatre  règles  con-- 
doisent  aux  solutions  des  problèmes  les  plus  compliqués.  Celui 
foi  a  une.  parfaite  connaissance  du  mécanisme  du  calcul ,  pos-* 
lède  tous  les  matériaux  qui  lui  sont  nécessaires  ;  il  suffit  donc 
fa  lui  indiquer  Tusage  qu'il  peut  en  faire  >  comment  il  doit  les 
enployer;  tel  est  le  principal  but  de  cette  Introduction.  L'é- 
Ihe,  pour  étudier  avec  fruit,  ne  doit  s'attacher  qu'à  l'esprit 

f  solutions  ;  car  ayant  déjà  acquis  l'habitude  du  calcul ,  il 
it  donner  tonte  son  attention  aux  raisonnemens.  Pour  aller  ' 
pins'  simple. au  plus  composé  ,  nous  présenterons  d'abord  ' 
Itielques  problèmes  ^  dans  lesquels  les  opérations  à  faire  s*of- 
uront  d^ellea-mêmes  *,  nous  nous  élèverons  ensuite  à  des  ques- 
KttB  plus  Sîfficiles^  mais  liées  entre-elles  de  manière  que 
lOrs  solutions  se  déduiront  facilement  les  unes  des  autres. 
Sur  simplifier  les  calculs ,  nous  supposerons  que  les  fractions 
Wt  été  réduites  au  même  dénoiltiinateur  ^  et,  dans  tous  les 
mblêmes  f  les  quantités  de  même  espèce ,  qui  ne  seront  pas 
mignées  y. devront  être  supposées  les  mêmes;  de  sorte  que  le 
^dtat  dépendra  seulenpent  des  quantités  désignées. 
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PROBLÈMES. 


12 .  On  demande  le  chemin  total  fait  pendant  deux  jours ,'  ' 
par  un  voyageur  qui  a  parcouru  5  lieues  le  premier  jour  et'f 
la  lieues  le  second?  On  Yoit  immédiatement  qne  le  chemins' 
total  86  compote  des  chemins  parcourua  le  premier  et  le  m-^Jk 
cond  jour;  c'est- à«»dire  de  5  lieues  plus  is  lieues^  ou  ijyh 
lieues.  ^tss 

3.  Un  voyageur  a  fait  17  lieues  en  deux  jours ,  le  premier  ^^ 
jour  il  a  parcouru  5  lieues;  combien  a^t^il  fait  de  lieues  UX^ 
second  jour?  La  route  totale^  17  lieues^  étant  composée  deevi^ 
rontM  parcourues 
tranche  la  route  5 
•era  le  chemin  du  second  jour.  Ce  résultat  vérifie  rexactitadl^i 
de  la  solution  du  problème  précédent.  Cette  remarque  s'cp«i^ 
pUq[iie  Mx  proUèmes  que  nous  allons  résoudre  ;  les  uns  sei 
de  preùre  àiât  entrés. 

4*  En  général ,  pour  s*ûssurer  dé  t  exactitude  dfim  résvJkiÈ\ 
ilfkut  le  supposer  connu  dans  la  question  qui  tafound, 
régarder  commè  intonnne ,  nhe  des  quantités  connues.  I 
deura  trOuSfbr  pour  su,  valeur  ^  celle  qu'elle  avait  dans  la 
éjue^tion  primitive, 

5.  Dans  les  questions  précédentes ,  les  nombres  à  sqi 
ou  à  soustraire  étaient  donnés ,  et  une  seule  opération  a 
duit  au  résultat.  Nous  allons  passer  à  des  problèmes  de  niâl 
espèce ,  dans  lesquels  les  nombres  à  ajouter  on  à  soi 
ne  seront  pas  immédiatement  fournis  par  Ténoncé^  il  ^rxi?a 
qne  nous  ne  parviendrons  au  résultat  qu'après  plulîeurs 
rations;  mais  elles  seront  dirigées  par  un  raisonnement 
«impie. 

6.  Un  voyageur  fait  trois  lieues  le  premier  jowr,  et 
^our,  deux  lieues  de  plus  que  le  jour  précédent,  U  s*wgii- 
'découvrir  le  nombre  de  lieues  qu*il  parcourra  le  qi 
jQun  Avec  un  peu  d'attention,  on  voit  que  ce  problème 
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»  résoudre  par  des  additions  sncceisiyes.  En  eiFet ,  la  ronte  du 
premier  jour  étant  de  3  lieues,  les  chemins  parcourus  les  jours 
Kiivans  seront ,  le  deuxième  jour ,  de  3  lieues  plus  a  lieues  ou 
f  Slieues  ;  le  troisième  jour ,  de  5  lieues  plus  a  lieues  ou  7  lieues  ; 
et  le  quatrième  jour,  de  7  lieues  plus  a  lieues  ou  9  lieues.  Le 
fo^ageur  a  donc  parcouru  g  lieues  le  quatrième  jour.  Si  l'on 
voulait  obtenir  la  route  totale',  il  suffirait  de  faire  la  somme 
des  chemins  parcourus  pendant  les  quatre  jours  ;  on  trouverait 
que  cette  somme  est  égale  à  a4  lieues. 

7.  Un  voyageur  marche  pendant  quatre  jours  ;  il  fait  chaque 
jour  fl  lieues  de  plus  que  le  jour  précèdent,  et  parcourt  g  lieues 
h  quatrième  jour;  combien  en  a^t^il  parcouru  le  premier 
jour?  Nous  avons  résolu  la  question  précédente ,  par  des  ad^ 
fitions  auccessiyes  ;  celle-ci ,  qu»  en  est  Tinyerse ,  se  résoudra 
pv  des  opérations  inverses  ^  c'est-à-dire  par  des  soustractions 
iBCcessîyes.  En  effet;  il  suit  de  l'énoncé  du  problème^  que  le 
voyageur  qui  a  parcouru  g  lieues  le  quatrième  jour,  aura  fait 
le  troisième  jour  a  lieues  de  moins,  c'est-à-dire  9  lieues  moins 
%  Keues  ou  7  lieues  ;  le  deuxième  jour  a  lieues  de  moins  que 
h  traaième ,  c'est-à-dire  5  lieues  ;  le  premier  jour  a  lieues 
k  moine  que  le  deuxième ,  c'est-à-dire  3  lieues. 

8.  On  voudrait  connaître  la  route  totale  parcourue  en  quatre 
\f>urSi  pttr  un  voyageur  .qui  ^  après  avoir  fait  chaque  jour 
M  lieues  de. plus  que  le  jour  précédent ,  a  parcouru  g  Ijfues  le 
quatrième  jour.  On  t^>uv^ra,  comme  dans  le  problème  pré- 
!  eédeat,  que  les  chemins  parcourus  sont  respectivement,  g  lieues, 
7  fieues ,  5  lieues  et  3  lieues;  la  somme  de  ces  chemins  donnera 
94  lieues  pour  la  route  totale. 

Tontes  les  questions  qui  peuvent  ainsi  se  résoudre ,  par  âét 

ms  d'additions  et  de  soustractious  étant  très-faciles , 

ne  nous  y  arrêterons  pas  davantage.   Nous  allons  nous 

de  problèmes,  dont  les  solutions  exif^ent  les  opéra- 

phis  composées  de  la  multiplication  et  de* la  division. 

\  On  demande  la  route  totale  parcourue  en  huit  jours,  par 
voyageur  qui  fait  la  lieues  par  jour.  On  voit  immédiate^ 


\ 
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ment  que  lé  voyagfeur,  qui  parcourt  13  lieues  pâf  jour,  fera^ 
en  huit  jours,  huit  fois  le  chemin  d'un  jour ,  c'est-à-dirè  hui^ 
fois  12  lieues,  ou  96  lieues. 

10.  Un  voyageur  a  parcouru  qG  lieues  en  huit  jours.  Oit 
demande  combien  il  en  a  fait  par  jour,  La  route  d*un  jouM 
est  la  huitième  partie  des  9B  lieues  pai-courues  en  huit  jours  J 
c'est-à-dire  12  lieues. 


!• 


11.  On  propose  de  découvrir  la  route  faite  le  quatrième 
jour,  par  un  voyageur  qui  a  parcouru  3  lieues  le  premi^i 
jour)  et  a  fait  chacun  des  jours  suivans  le  doublé  du  chendn\ 
de  la  veille.  Le  voyageur  ayant  parcouru  3  lieues  le  premier, 
jour,  féx'à-le  second  jour  deux  fois  le  dhemin  3  lieues  Aik\ 
premier  jour,  ou  G  lieues;  le  troisième  jour  deux  fois  6  lieues^ 
ou  12  lieues  ;  le  quatrième  jtHir,  deux  fois  lâ  lieues  ou  a/^^ 
lieues. 

12/  Un  voyageur  a  marché  pendant  quatre  jours ,  eapar^'x-. 
courant  chaque  jour  le  double  du  chemin  de  la  veille,.  LeJ 
quatrième  jour  il  a  fait  24  lieues.  Quelle  a  été  la  route  cfiij 
premier  jour  ?  D'après  cet  énoncé ,  le  chemin  du  troisièmdj 
jour  est  la  moitié  de  celui  du  quatrième  jour,  c'est'à-dir<3 
12  lieues  ;  le  chemin  du  deuxième  jour  est  la  moitié  de  celuîu 
du  troisième,  c*est'-à-dire  G  lieues;  et  le  chemin  du  premier^ 
jour  est  la  moitié  de  celui  du  deuxième^  c'est-à-dire  3  lieues.  / 

m 

i3.  ¥n  Père  laisse  à  ses  trois  enfans  P héritage  suiucuit 
deux  billets  y  F  un  de  12599*,   ^^^^^^  ^  ^^i^i^  ;  et  doi 
billets  de  Gyz^   chacun.  Il  doit  \bj/^  à  un  particulier 
127*  à  un  autre.    On  demande  la  part  de  chaque  enfaiiltl 
Cette  question  paraît  d'abord  fort  compliquée  ,  mais  en  Yexi 
minant  avec  soin  ,  on  aperçoit  que  tout  se  réduit  à  faire  d< 
sommes,  l'une  des  biens,  l'autre  des  dettes.  L'excès  (de  Vvaii 
sur  l'autre ,  donnera  la  valeur  effective  de  la  succession, 
tiers  de  cette  dernière  somme  exprimera  la  part  de  chaqnrf 
enfant.  Cela  posé ,  la  somme  des  biens  est  12599*  plus  45724** 
plus  douze  fois  G724*,  ou  139011*. -La  somme  des  dettes  «tj 
1574*  plu»  127*,  ou  1701  *•  La  valeur  effective  de  la.8u<H 
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t|Ksuon  est  donc    iSgoii*  moins  1701^,  ou  i373iû*.  La  part 
chaque  enfant  sera  donc  le  tiers  de  lîySio*,  ou  45770^. 

i4'  On  demande  quel  est  le  prix  de  in  aunes  d*un  drap, 
iont  laune  coûte  4^.  Le  prix  des  la  aunes  est  égal  à  douze 
Ins  le  prix  /^  de  Taune  ,  ou  à  48^- 

i5.  Le  prix  de  iQ  aunes  de  drap  étant  48* ,  quel  est  le  prix 
^  Faune  ?  Une  aune  est  la  douzième  partie  de  la  aunes  i  le 
jm  d'une  aune  est  donc  la  douaûème  partie  du  prix  48^^^  de 
la  aunes ,  c'est-à-dire  4^* 

iS.  Combien  ,  pour  48*,  aura-t-on  d aunes  dun  drap  dont 
tauae  coûte  4*.  Puisque  Taune  coûte  4^J  pour  1*,  qui  ef>t  h 
qnart  de  4^>  on  aura  le  quart  d'une  aune^  ou  ^\  pour  48  foii 
i*ou.-48*,  on  aura  donc  48  fois  i*,  ou  la  aunes. 

17.  Dans  les  questions  précédentes^  les  opérations  à  faire 
éUdent  indiquées  par  l'énoncé  même,  de  sorte  qu'on  pouvait 
les  exécuter  avec  la  certitude  de  parvenir  directement  au  ré- 
[inltàt;  Biais  lorsqu'elles  deviennent  plus  compliquées ,  si  l'on 

l'examine  pas  l'ensemble  des  opérations  avant  de  les  eifectuer , 
'bqtqnc  d'être  arrêté  par  des  difficultés ,  de  n'arriver  au  re- 
stât que-  par  de  longs  détours  y  et  quelquefois  même  de  no. 
|is  aTriyer. 

18.  Ces   observations  conduisent  à  ce  principe  général  : 
tour    résoudre   une    question   quelconque ,  on  doit ,   avant 

jieffèctuer  les  opérations  ,  en  saisir  V ensemble ,  examiner  avec 

in  si  sa  solution  ne    dépend  que   des    combinaisons    do 

iorîes  déjà  connues  ,  et  tracer  ensuite  la  marche  la  plus% 

e  à  suivre.  Cela  fait ,  on  exécute  les  calculs  avec. 

certitude  quils  fourniront   le   résultat  de  la  manière  la: 

directe.  Appliquons  ce  principe. 


\ 
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RÉGLESDETROIS 

PIRECTE8     ET     INVERSES. 

ij.  Douze  aunes  de  drap  coûtent  48^;  on  demande  le  prix 
de  5  aunes  du  même  .  drap.  En  examinant  cet  énoncé ,  oc 
voit  que  tont  dépend  du  prix  de  l'aune  ;  car  é*il  était  conna 
en  le  répétant  5  fois  y  on  Aurait  le  prix  des  5  aunes.  Mai 
*  le  prix  de  Taune  se  déduit  immédiatement  de  celui  de  la 
aunes.  La  marche  à ,  suivre  est  donc  de  déduire  du  prix  dC 
lA  aunes  y  le  prix  de  faune  y  et  de  le  répéter  S  fois  y  pom 
avoir  le  prix  des  5  aunes»  Actuellement  que  nous  sommé 
assurés  que  ces  calculs  conduiront  au  résultat ,  effectuons-lei. 

ja  annes  coûtant 4^ 

z  aune  coûtera  le  ia«  de  4^;  0° 4^ 

$  |i«nct  coûteront  5  fois  i"^,  ou ao*^ 

ao.  La  règle  donnée  pour  résoudre  les  problèmes  de  cette  et 
pèce  y  était  connue  sous  le  nom  de  Règle  de  Trois ,  parce  qn'i 
s* agit  de  calculer  une  quantité  inconnue  y  à  Faide  de  troi 
choses  coTtnues.  La  manière  de  résoudre  ces  problèmes  y  exi? 
geait  la  connaissance  de  la  théorie  des  proportions, 

ai.  Comme  il  serait  extrêmetnent  long  de  &ire  ainsi  pré 
céder  la  solution  de  chaque  problème  y  du  plan  des  opéra- 
tions à  effectuer  ;  nous  ne  le  ferons  plus  désormais  ,  qn* 
dans  les  questions  où  cela  pourrait  offrir  quelques  difficultés 
Mais  nous  engageons  les  commençans  à  ne  jamais  s^en  dis- 
penser. 

22.  Douze  aunes  de  drap  ont  coûté  4^^/  combien  aura-t-^, 
d aunes  du  même  drap  ,  pour  ad^  ? 

Pour  4^  on  a • la  annet. 

Pour    itf*  on  aura  le  4^*  de  13  aunes ,  on  -»  aunes ,  ou    7  aune. 

Pour  20^  on  aura;  30 fois  j  aonc;  on....   -j-  aune;   ou    5  aunes. 
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â3.  Trente  aunes  de  drap  à  | ,  coûtent  jao*  ;  quel  est  le 
frix  de  20  aunes  à  |  ? 

3o  aoncs  à  9  coûiaBC.. ^aot' 

fi 
X   «une  à  c  coAien  le  3o*  69  730^,  oa 14^ 

X    «fuie  à  -  coètera  le  6*  de  si''^»  ^^ ''•      4^ 

o 

5 
X   «mie  à  «  coûtera  5  fois  4^,  on 90^ 

5 
ao  aimes  à  -  coAieront  ao  fois  90^,  oa •••......  400^ 

I'     9^  On  demande  combien  il  faut  prendre  d'aunes  de  toile 
i  II  pour  doubler  Zo  aunes  de  drap  à  |. 

fi 
S'ia  toik  arait g  de  large  ^  il  en  Ciiadniic 3o  aunes. 

Si  Li  toile  i^'arait  que  x  ^  il  en  faudrait  6  fois  plus,  ou 180  aunes. 

5 
fjk  toQe  ayant x,  il  n'en  faqt  ^e  le  5*  de  180  a.  ^  ou    36  anpes. 

n  faut  donc  36  annes  de  toile  à  f  ^  pour  doubler  3o  amiea 
da  àresp  i  f .  De  sorte  que  36  aunes  à  |  couvrent  la  même  sur^ 
face  que  3o  aunes  à  |.  Et  en  effet  ^  36  aunes  à  |  et  3o  aune» 
â  |y  aoBt  équivalentes  à  180  aunes  à  ^. 

a5.  Trente  aunes  de  toile  à  f  ont  coûté  iSo**.  On  demande 
le  prix  de  36  ftunes  de  toile  de  même  qualité  à  f . 

io  aunes  à  »  ayant  coûté iSof^ 

t  aime  k  g  coûterait ^ 

X   aune  à   «  coûterait i**^ 

X   aune  à  g  coûte  donc 5''^ 

«                            5  - 

Uea  96  muMs  h,  «  coûtent  donc ipo*^ 

On  voit  donc  que  3o  aunes  de  toile  à  %  et  "SS  aunes  à  | 
coûtent  le  même  prir  180*.  Ce  qui  devait  nécessairement  ar*- 


\ 
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river,  puisque  ces  deux  quantités  de  toile  sont  équivalentes 
en  surface  (n°  24)* 

z6.  Trente  aunes  de  drap  de  première  qualité  à  ■—-  coûtent 
720*:  Quel  doit  être  le  prix  de  5o  aunes  de  drap  de  seconde 
qualité  à  ^l? On  suppose  que  la  seconde  qualité  est  les  y| de 
la  première ,  c'est-à-dire  que  tout  étant  d'ailleurs  égal  y  le  prix 
de  l'aune  de  seconde  qualité  est  les  j^  du  prix  de  l'aune  de  pre-- 
mière  qualité,  .    j 

3o  aunes  de  l'c  qualité'  à  — ,  coûtant. '  7101*^ 

X  aune  de  i^«  qualité  à  ^,  coûte  le  3o«  de  720"^;  ou. . ..  ;.       af^ 

I  aune  de  i>"«  qualité  à  —,  coûte  le  g»  de  i^y  ou  —    ,ou..  r        v" 

8        ■                 8**                  -  64*       " 

1  aune  de  i^^*  qualité  à  — ,  coûte  8  fois  -x    ,  ou -^ 

■j  '    -        1-  »  *    ^         A      1      ï5    -    64*"  ■     'jf      -S 

I  aune  de  a*  qualité  a  — »  coûte  les  -^  de  -~    ,  ou  . . . .      ao™^ 

^  la  i6         3     '  •- 

8  '"  ■    • 

5o  aunes  de  a*  qualité  à  — y  coûteront  5o  fois  ao*^;  ou  i . . .       iood'' 

Les  5o  aunes  de  drap  de  seconde  qualité  ^^  à -^  coûteront 
donc  looQ*'^.  .    .r 

ïij.  Quatre  ouvriers  ont  fait  flo  toises  d'ouvrage.  Combien  - 
neuf  ouvriers  en  feront^ ik  ?^ 

4  ouTTÎcrf  ayant  fait ; ^  toisMÎ:  "  *î*  -1 

I  ouvrier  fera  le  quart  de  ao  toises ,  ou 5  toises. 

9  ouTiiers  feront  donc  9  fois  5  toises ,  ou .......... .  4^  toises. 

û8.  Il  a  fallu  ^  ouvriers  pour  faire  ao  toises  d' ouvrage  J 
Combien  en  faudrait-il  pour  faire  45  toises  ? 

Pour  faire  90  t.  il  a  fallu. 4  ^*  ^^  ^^^^*  d'un  ou^Si 

Four  faire   i  t.  il  faudra  les  -^ ,  ou le  5«  du  trav.  d^nn  oo^*. 

ao 

Pour  faire  45  t.  il  faudra  45  f.  le  5^*du  trav.-  d'un  buv.  \  ou  gft  Ifetrav.  a'un'oar«. 
Les  45  toises  seront  donc  faites  par  9  ouvriers.  '.    , 

ag.  Trois  hommes  ont  fait  un  certain  ouvrage  en  huiijewi&  ; 
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Combien  faudra-t'il  d'hommes  pour  faire  le  même  ouvrage  en 
ffuatre  jours  ? 

Pour  faire  l'ouvrage  en  8  jours ,  il  £ant 3  hom. 

poBT  le  faire  en i  jour  ,'   il  faat.. ....   8'  fois  3  hom.  y  on  ^4  hofn. 

Ponr  je  faire  en 4  joura ,  il  faut  le  quart  de  34  hom. ,  ou    6  hom* 

3o.  Trois  hommes  ont  fait  un  certain  ouvrage  en  huit  jours. 
Combien  six  hommes  mettront^ils  de  jours  à  faire  le  mêmQ 
ouvrage  ? 

3  hommes  font  Touvrage  en 8  jour:». 

I  homme  fiera  l'ouY.  en  3  fois   plus  de  jours  ^  ou  en a4  jours. 

6  hommes  le  feront  en  6  fois  moins  de  jours ,  ou  en 4  joui's- 

3i.  'Trois  hommes  ont  des  vivres  pour  8  jours.  Combien  de 
temps  ces~ vivres  dureront-ils  à  4  hommea?' 

.3  hommes  ont  des  vivres  pour 8  jours. 

I  homme  en  aura  pour  3  fois  8  jours  ^on..., 34  jours. 

■ .  ^  hommes  eu  aurqnjt  pour  le  quart  de  a4  i<).*Y^>  ou . . .     6  jours. 

3a.  Trois  hommes  ont  des  vivres  pour  -8  jours.  ■  Combien 
faudràk'il  d'hommes  pour  cohsonùner  ih  Même  quantité  de 
vivres  en  6  jours?  •  .  ,'.■!,      r:. 

Les  vivres-  durent  8  joçn  à  ; : .  3  hommes. 

Us  dureront,  i  jour  à   8  fois.  3  hommes ,  .on  ^  à a4  hommes. 

Us  dureront  6  jours  an  6*  de  24 .  honunes  >  pu  à 4  hommes. 

«  ... 

33.  Deuod  ouvriers  ont  fait  90  toises  douvrçtge  en  i5  jours-. 
ComUeri  3  cuvrièrs  ferùht-ils  du  même  ouvrage  en  i4  jours?. 

a  ouvriers  ont  faiten  i5  jours .' , 90  toises. 

I  ouvrier  fera  en. . .   i5  jours  la  moitié  de  90  toises  ,  ou. . .  4^  '* 
I  puvrier  iera  en  . . .    '  i  jbur  le'  i5p.  de . . .  4^  toises  ^  ou, . ,      3  t. 

3  ouvriers  feront .  en    i  jour ,      3  fois'  3  toises  ^  ou 9  t. 

3  ouvriers  feront  en  i4  jours  ,  14  fois  9  toises,  ou ia6  toises. 

34.  Deux  ouvriers  ont  fait  90  toises  d'ouvrage  en  i5  jours.  . 
Combien  3  ouvriers  mettront^ils  de  jours  à  faire  126  toises 
in  mSme  ouvrage  ?  ■ 


I 
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90   Coiset  tont  faites  par  a  ouvriers  en i5f» 

I  toise  sera  faite  par. ...  a  oayriers  dans  le  go»  de  i5  jours  y  00. . .   ^  j. 


X  toise  sera  faite  par....  x  ouvrier  en    a    fois  xjoari  on  en.\.    r  j. 
^  196  toises  seront  faites  par  i  ouvrier  en  126  fois  -3  jouï,  on  en...  J^i]. 
136  toises  seront  faîtes  par  3  onvriers  en -v- jours,  ou  en. . .  14 j*  . 

35.  Deux  ouvriers  qui  travaillent  5  heures  par  jour ,  ont 
fait  en  5  jours,  90  toises  d'ouvrage.  Combien  5  ouvriers  qui   ' 
travailleraient  7  heures  par  jour ,  feraient-Us  du  même  oun 
vrage  en  a  jours  ? 

A  ouvriers  travaillant  3  heures  par  jour ,  font  en      5  jours. ...  go  toises. 

X  ouv 3  h fera  en      5j 4^  t. 

X  ouv .ih ; fera  en      5j x5  L 

xonv....« ih fera  en      ij 3t. 

3  ouv I  11 feront  en  i  j 9  t.' 

Bout • 7  h feront  en  ij...^....  63  t. 

3  OQvrieii^  travaillant  7  heures  par  jour ,  feront  en  a  jours. . . .  ia6 1. 

L'ouvrage  cherché  est  donc  12B  toises.  .     '     ' 

36.  Pour  analyser  complètement  un  prdblème,  il  faut 
examiner  tous  les  cas  particuliers  ,  ce  qui  conduit  à  résoudre 
autant  de  problèmes ,  qu'il  entre  de  quantités  éUfférentet  doits 
ténoncé.  Nous  venons  de  regarder  le  nombre  des  toises 
comme  inconnu  (  n^  35  )  ;  il  n«  reste  ^onc  plu8*qu*à  prendre 
pour  inconnues ,  les  jours ,  les  heures  et  les  ouvriers  ;  ce  qui  ' 
conduit  aux  trois  problèmes  suivans. 

37.  Deux  ouvriers  qui  travaillent  3  heures  par  jour,  ont 
fait  en  5  jours  90  toises  d'ouvrcLge.  Combien  faudraitr-il  de 
jours  à  ai  ouvriers  qui  travailleraient  7  heurts  par  jour,  pour 
faire  ia6  toises  du,  même  ouvrage  ? 
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90  toiflet  sont  faites  par  a  oqt.  traraîU.  3  hearei  par  j.  pendant 5  j. 

5  I 

I  toise  sera  faite  par  a  ouy 3  b — ).,  on  -ttJ. 

j  toise par  x  onr 3  h «-  j. 

I  toise par  X  oay xh s  j. 

n6toisetser.  fiâtes  par  x  onv x  b.  parjonr  pendi^t-^  },  on49Î* 

ia6  toises par  3  ony xb x4j. 

is6  toises  ser.  faites  par  3  oaT.  traraxll.  7  beares  par  j.  pendant a  ]. 

Le  temps  demandé  est  donc  â  jours. 

38.  Deux-  oûmers  qui  travaillent  3  heures  par  jour,  ont  fait 
tn 5  jours,  90  toises  d^ ouvrage.  Combien  S  ouvriers  ioitfent-ils 

]    travailler  d'heures  par  jour,  pour  faire  en  a  jours,  ia6  toises 
du  mime  ouvragé^ 

90  toises  sont  faites  en  5  jours  par  a  onn-iers  travaillant  par  jonr  3   benr. 
I  toise  sera  fiûte   en  5  jours  par  a  onv par  jour  — •  b^  on  ^  b. 

5  I 

x  toise en  x  jonr  par  a  out.  . . .  par  jour  -s--  b,  on  g  b. 

x  tmse.  • en  x  jonr  par  x  onv. #. .  s  b,  on  ^Ji. 

ia6 
X96  t<Mses  ser.  fûtes  en  x  jonr  par  x  onv -^  b ,    on  4>  b. 

is5  toises en  a  jonrs  par  1  onv ai  b. 

136  toises  ser.  faites  en  a  jours  par  3  ouvriers  trayaillant  par  jonr   7  b. 

Le  temps  demandé  est  donc  7  hem'es. 

39.  Deiific  ouvriers  qui  travaillent  3  heures  par  jour ,  ont 
fait  en. ^  jours,  90  toises  d^ ouvrage.  Combien  faudra-P-il  em- 
ployer d'ouvriers,  'pour  que  travaillant  7  heures  par  jour,  ils 
fassent  ia6  toises  en  séjours? 

Pour  faire  90t.  en  5  j.  à  3  b.  de  trar.  par  jour  ^  il  faut a  out.' 

90t. ...  I  j. . . .  3  b 10  onv. 

90t....  xî....ib 3oouv. 

1  3o  I 
xt....  II... .  xh —  ouv.j  ou  s  ouv. 

rs6t....  ij....  xb l—onv.,  ou  4a onv, 

ia6t ...  a  j. . . .  X  b ai  our; 

........  xa6 1 ...  a  j.. . .  à7b.  de  trav.  par^ur^il(amle7ede2ioaT.  on3  ouv. 

Il  faut  donc  employer  3  ouvriers. 
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REGLES  DE  COMPAGNIE  OU  DE  SOCIETE. 

40.  Les  mises  de  trois  associes  sont  Soo"''',  5oo*,  700*;  le 
gain  total  est  4^od*^.  On  demande  lé  gain  de  chaque  associé. 
Si  le  gain  de  1^  était  connu ,  il  suffirait  de  le  multiplier  pkr  le 
nombre  de  livres  de  chaque  mise  ,  pour  obtenir  l^s  gains  de- 
mandés. Mais  la  sonune*des  mises  est  i5oo^  ;  on  peut  donc, 
dire 

lie  gain  de  iSôb''''  o«t 4500""*. 

Le  gain  4^        '"*'■  »era  le   i5ooe  de  4^00^,  ou   J^. 

Le  gain  de    3oo^  sera  3oo  fois  3^,  ou 900'''' .  .  . 

Le  gain  de    Soo"'''  sera  5oo  fois  S"''',*  on iSoo"''". 

Le  gain  de    700"^^  sera  700  fois  3^,  ou atoo*. 

Misie  totale  i5oo"#*  Gain  total  45<*"'''. 

Les  gains  des  associés  sont  donc,  900*,   i5oc*  et  2100*. 

Toutes  les  conditions  du  problème  sont  remplies ,  car  la 
sommrales  gains  «st  égale  au  gaia  total  ^  et.Ie  gaui  total  étant 
le  triplé  de  la  mise  totale ,  les  gains  sont  les  triples  des  mises. 

41.  Les  gains  de  trois  associés  sont  900*,  i5oo*,  2100*;  la 
mise  totale  est  i566*.  On  demande  la  mise  de  chaque  associé .^ 
Le  gain  total  étant  45oo*,  on  peut  dire  : 

poisse  4500''''  est  le  gain  relatif  à  la  mise. . . .  •  iSoo*^ 

-    •  iSoo'*''     _•  i"''*    ■ 

I"'''  est  le  gain  relatif  à  la  mise......  tt-—   >  9*^  3  • 

Le  gain    gooi"^  répond  à  la  mise.. ..;.....  ..•'•  .-5-    ,  où  Soo""^. 

Le  gain  iSoo'''"  re'pond  ^  la  mbe. . . ....  4 •  — gr-  ,  ou  $00*. 

Le  gain  aïoo"^  repond  à  la  mise ■  v  -  ,  ou  700** 

Gain  tôt.  4500**.       •••  ^     '     ^    Mise  totale  i5o6*f" 

Les  mises  des  associés  sont  donc ,  3oo*"^  5oo*  et  700*'. 

4^.  Les  mises  de  trois  associés  sont  égdles-;  elles  sont  restées 
3  mois,  5  mois  et  j  mois  dans  la  société ;,  le  gain  total  est 
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"fHBoof.  On' demande  le  gain  de  chaque  associé.  Les  niiser  étant 
égales;  les  gains  ne  dépendent  que  des  temps  pendant  lesquels 
elles  sont  restées  dans  la  société.  Mais  la  somme  de  ces  temps 
est.iS  mois;  on  peut  donc  considérer  45oo*  comme  le  gain 
relatif  à  i5  mois;  le  gain  relatif  à  i  mois  sera  donc  le  i5* 
de^Soo*  ou  3oG*.  Les  gains  relatifs  à  3  mois ,  5  mois,  7  mois 
sobtiendront  donc  en  multipliant  successivement  3oo*  par  les 
nombres  3,  5,  7;' les  produits  900*,  i5oo^,  aîoc*,  expriment 
les  .gains  demandés. 

43.  Les  gains  de  trois  associés  sont  900*,  i5oo*,  a  100^; 

les-nUses  sont  égales  ;  mais  les  temps  pendant  lesquels  elles 

soat  restées  dans  la  société  sont  differens.  La  somme  de  ces 

'    temps  .est  i5  mois*  Pendant  combien  de  temps  chaque  mise 

est-elle  restée  dans  la  société  ? 

•    Le. gain  total  45oo't',  tëpoadant- à . .  r i5  mois. 

.    ■     •                                      i5  I 

lie  gain.;...     •   i*",  repond  à  7-—-  mois^  ou -r-'-mois. 

Le  gain. ......  900^,  répond  à    900  fois  r —  mois,  ou     3  mois. 

Le  gain. ....  i5oq^,  repond  à  i5oo  fois  ^r-—  mois,  on     5  mois. 

Le  gain.'....  aïoo''*,  répond  à  aïoo  fois  r —  mois,  ou      7  mois. 

Les  temps  demandés  sont  donc  3  mois ,  5  mois  et  7  mois. 

J^.  Les  mises  de  trois  associés  sont  100^,  a5o*  et  5o*.  La 
première  mise  est  restée  3  mois  dans  la  société;  la  seconde 
2  mois  et  la  troisième  14  mois  ;  le  gain  total  est  45oo*.  On 
demande  le  gain  relatif  à  chaque  mise,-  Il  est  évident  que  le 
gain  de  chaque  associé  dépend  de  sa  mise  et  du  temps  qu'elle 
est  restée  dans  la  société.'  Si  toutes  les  mises  étaient  restées 
le  même  temps,  les  gains  seraient  faciles  à. déterminer  par 
la  méthode  du  n°  4^  >  ^^  ^^^  donc  naturel  de  chercher  quelles 
devraient  être  les  mises ,  pour  que  restant  le  même  temps  dans 
la  société ,  elles  procurent  les  gains  demandés.  Or ,  avec  un 
peu  d'attention,  on  voit  que  100*  placées  pendant  3  mois, 
doivent  rapporter  autant  que  3  fois  1 00*  ou  3oo^ ,  .pendant 
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un  moifl  (^).  Par  h  même  raison ,  a5o^  placées  pendant  '% 
mois,  etSo''^  placées  pendant  i4  mois,  doivent  rapporter  au-» 
tant  que  s  fois  uSo*  où  5oo^,  et  i4  fois  5o*  ou  700^,  pendant 
vn  mois.  Les  gains  sont'  donc  les  mêmes  que  s'il  s'agissait  de 
résoudre  cette  question. 

Les  Taises  de  trxfis  associés  sont  3oo^y  5oo^,  700^  ;  le  gain 
total  est  45oo^.  Chaque  mise  est  restée  le  même  temps  (un  mois  ) 
dans  la  société.  On  demande  le  gain  de  chaque  associé. 
Cette  question  étant  la  même  que  celle  du  n^  *49f  ^  gains 
demandés  sont  900*,  i5oo^,  a  100^. 

45.  Si  les  mises  étaient  restées  pendant  des  temps  exprimés 
par  des  années  y  mois  et  jours;  on  rapporterait  chaque  mise  à 
la  plus  petite  unité  de  temps ,  c'e8t-à-<dire  au  jour.  En  voici 
un  exemple. 

46.  Les  mises  de  deux  associés  sont  5o^  et  100^;  la  pre- 
mière mise  est  restée  a  thoz^  14  jours  dans  la  société^  et  la 
seconde  3  mois  3  jours  ;  le  gain  total  est  260^.  On  demande 
le  gain  de  chaque  associé.  Réduisant  les  temps  en  jours ,  on 
trouve  que.â  mois  14  jeurs  valent  j^  jours,  et  que  3  mois  S 
jours  valent  g3  jours.  Mais  les  5o^  rapportent  autant  en  74 
jours,  que  74  fois  5o  ou  3700^  pendant  un  jour  ;  et  Us  100^ 
rapportent  autant  en  93  jours,  que  93  fois  100*  ou  93oo*, 


(^)  En  voici  une  démonstration  rigoureuse  : 

Si  le  gain  de      i**  en  i  mois  est ^1t- 

Le  gain  de  3oo^  en  i  mois  sera  3oo  fois  a*/^  j  ou  a'^I^.Soo  : 
Le  gain  de  i"^  en  3  mois  sera  3  fois  a^  ^  ou  a''^.3  : 
Le  gain  de  100''^  en  3  mois  sera  100  fois  a^.3 ,  ou  3*^.300 

On  Toit  donc  que  3oo  fois  af^,  c'est-à-dire  3oo  fois  le  gain  de  f*"  ptr 
mois  j  exprime  également  le  gain  de  3ooW-  en  i  mois ,  et  Je  gain  de  100^  «n 
3  mois.  Ces  gains  sont  donc  égaux  ^  quel  que  soit  le  gain  de  i^  par  roiÀ. 
Le  gain  de' 100^  en  3  mois  est  donc  toujours  le  même  que  celui  de  3oo*"  e» 
un  mois.  De  sorte  que  pour  rapporter  une  mise  a  l'unité  de  temps  ,  ilst^Û 
de  la  multiplier  par  h  nombre  d'unités  de  temps  qu'elle  est  restée  àané 
ia  société* 
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ymitat  im  jour  ;  les  gains  sont  donc  les  mêmes  que  s'il  s'a- 
[.  (gusait  de  trouver  combien  deux  associés  doivent  prendre  sur  le 
gain  total  aGo^,  lorsque  leurs  mises  sont  Zjqq^  et  c^Zoo^,  Rai-« 
tonnant  comme  dans  le  n*  /p^  on  dira  : 

fii  k  ftin  de  370Qft'  pliu  9300^ ,  oa  i3ooû^  est aGo"^. 


Le  gain  ^x*    inséra 


Î160  *  a  ♦ 


TSôoo    '      xoo 


9  * 
Le  gain  de  3700'f^  sera  3700  foii  —  ,  ou. .' 74^. 

Le  gain  de  9300"^  tera  9300  fois  — -  ,  on i8G^. 

Lee  g^iins  demandés  sont  donc  74^  et  186^. 


RÈGLES    CONJOINTES. 


47*  On  demande  combien  go^  de  France  valent  de  maro" 
védis  ^Espagne.  On  sait,  que  3^  de  France  valent  33  deniers 
sterling  d'Angleterre  ;  que  a^  deniers  sterling  valent  48  den. 
(le  BoUande^  et  que  5  den.  de  Hollande  valent  i5  maravédis. 
Si  l'on  connaissait  combien  1^  de  France  vaut  de  maravédis , 
on  en  déduirait  facilement  la  valeur  des  90^  en  maravédis. 
Calculons  donc  cette  yaleur. 

.  i^  Talent  33  d.  st.  9  a4d.  st,  valent  48  d.  de  H.  ;  5  d.  de  H.  raient  t5  maravëdis. 

t^  Tant    II  d.  st.-;   1  d.  st.  Taut   a  d.  de  H^  ;  i  d.  de  H.  vant     3  maravédis. 

1^  Tant    iid.st. yonttfoisad.  deH.,onaad.deH.^ovaa(13ni. |Oa66m. 
.  Les  90^  Talent  donc  getbis  66  maraTédis ,  ou  5940  maraTëdis. 

lit 

On,  voit  que  les  90^  de  France  yalent  en  monnaie  anglaise 
90  fois  11  d.  st.  ou  990  d.  st.  y  et  en  monnaie  d*HoIlande  90 
fois  aa  d.,  ou  1980  deniers.  On  calcnlerait  avec  la  même  fa«^ 
eOilé  coionbicn  l'unité  de  monnaie  de  l'un  quelconque  des  pays 
dUgaik,  TAttt  en  monnaie  des  autres  pays»  Car  ayant  trouvé 
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■lit  yaiil  II.  deniers  sterling ,  ou  2a.  deniers  de  Hollande ,  on  66.  tnafjkréâi^r  : 

On  en  déduit  que  *^ 

1  den.  sterl.  Tant  —    ,  ou  -r^  d.  deU. ,  on  a  d.  de  H. .  ou  -^majr. ,)  01^  maiu 

II       '  II  /  .  -I  jj  /  -5* 


I  d.  de  Holl.  yaut ^«-    .  ou  —  d.  sterl.  .  ou  -  d.  sterl...  ou  -^  man  . . ou  3  mar« 
r     22  aa  a  aa 

I  maravédis  vaut  771  •  >  ou  --;  d.  sterl. ,  ou  21  <!•  sterl. .  ou  t;;;  d.  H. ,  Ou  ?  d.  H« 

06    '    •   06  6  66  3 


48.  Z«^5  questioTisde  cette  nature,  dans  lesquelles  il  s'agit  ^ 
étant  donnés  les  rapports  qui  existent  entre  plusieurs  quanr^    .. 
tités  y  d'en  déduire  le  rapport  entre  deux  quelconques  de  ce»  J 
quantités ,  se  présentent  fréquemment  dans  le  commerce;  on  I 
peut  toujours  les  résoudre  en  opérant  comme  dans  &  n®  47' 
La  règle  donnée ,  pour  résoudre  ces  questions^  était  connue  soua 
le  nom  de  règle  conjointe.  En  .yoici  un  second  exemple. 

49.  Deux  marchands  se  réunissent  pour  échanger  des  mar^  ' 
chandises  ;  ils   conviennent  de  donner  2  aunes,  de  drap  e»^ 
échange  de  3  aunes  de  casimir,  ou  5  aunes  de  casimir  pour 
7  aunes  de  bazîn.    On  demande  combien  il  faudra  donner 
d'aunes  de  bazin ,  pour  60  aunes  de  drap,  .Yoici  le  calcul. 

a''  de  drap  en  valent  3   de  casimir  ;   5'  de  casimir  eu  valent    7  '  de  faAzîii. 

■  i«  de  drap  vaut. ...  -    de  casimir  j  i«  de  casimir  vaut i  .  *^*  baxin. 

S''  3      ^^  QT^ 

I'  de  drap  vaut. ...  -  de  casimir,  ou  les  -  de  i  de  bazin ,  ou  —  de  bazin. 

a  î»      5  _  10 

ai  " 

60  aunes  de  drap  valent  donc  60  fois  — . ,  on ia6'>  de  baÛD. 

■        ^  .         10   '  • 

On  doit  donc  donner  126  aunes  de  bazin  pour  60  aunes  de 
drap.  U       -A 

RÈGLES    D'ALLIAGE. 


5o.  Un  marchand  de  vin  a  formé  un  mélange  composé  de  ^ 

7  bouteilles  à  i  sols,  de  6  à  14-^,  et  den  à  5^..  Qn  demandé  ^ 

le  prix  de  la  bouteille  du  mélange.  Le  prix  de  la  totalité  dft.# 


I 
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tuilange,  divisé  par  le  nombre  total  des  bouteilles ,  donnera 
pour  quotient  le  prix  de  la  bouteille  du  mélange.  Mais 

Les    7  boateilles  à    8  soas  Takiit 5&^ 

Les    6  boaieiUes  à  14  tous  yalenc 84*^ 

Les    a  bonteilks  à    5  sous  ndent io<r 

liet  i5  bouteilles  de  me'kn^  ndent  donc t5o^ 

La  bouteille  du  mélange  coûte  donc  le  i5*de  iSo-^  ou  lo*^»* 
Ce  dernier  prix  se  nomme  Prix  moyen,  La  règle  prescrits 
poiir  résoudre  les  questions  de  cette  espèce ,  était  connue  sous 
le  nom  de  Règk  d'alliage.  Elle  sert  aussi  à  prendre  un  milieu 
entre  divers  résultats  qui  ne  s'accordent  pas.  En  voici  un 
exemple. 

5i.  La  distance  entre  deux  objets  ayant  été  mesurée  à  six 
reprises;  on  a  trouvé  pour  résultats ,  1  a5  toises ,  12S  t.,  122 1,, 
laS  ti  y  idi- 1. ,  1^7  t.  On  demande  quelle  est  la  valeur  ap-^ 
prochée  de  la  distance  entre  ces  deux  objets?  Ces  nombres 
^tant  diiférens  et  devant  mesurer  la  même  distance  .  sont  né- 
(cessairement  inexacts  ;  et  il  est  probable  que  la  distança 
fexacte  est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
six  distances  obtenues.  Pour  découvrir  une  valeur  plus  appro- 
chée ,  il  suffit  de  remarquer  ,  que  si  Ton  avait  obtenu  cbaquo 
fois  la  mesure  exacte ,  la  sonune  744  toises  des  six  résultats 
serait  égale  à  six  fois  cette  mesure  ;  et  que  la  même  chose 
arriverait  si  la  somme  des  erreurs  en  plus ,  était  égale  à  celle 
des  erreurs  en  moins.  On  aurait  donc  dans  ces  deux  cas  la 
vraie  distance,  en  divisant  la  somme  des  résultats  par  leur 
nombre.  Il  est  très-rare  que  les  erreurs  se  détruisent  ainsi  ; 
mais  il  arrive  presque  toujours  que  les  erreurs  dans  un' sens 
détruisent  une  partie  de  celles  qui  sont  dans  l'autre  ;  alors 
celle  qui  reste  étant  répartie  également  sur  chacun  des  ré- 
sultats ,  est  d^autant  moindre  que  le  nombre  des  résultats  est 
plus  grand  ;  et  conséquemment ,  c*eU  le  degré  d'exactitudo 
que  -l'on  veut  obtenir  qui  détermine  le  nombre  des  expé- 
riences à  faire.  Si  une  grande  partie  des  résultats  différant 
tljèji-peu , .  on  en  trouvait  quelques--uns  qui  s'éloignassent  çon-*^ 
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ndérablement  »  il  serait  presque  certain  que  cet  derniers  s'^ 
loignent  beaucoup  de  la  yérité ,  et  Ton  devrait  conséquemment 
les  rejeter.  Ce  n'est  au  surplus  que  dans  le  Calcul  des  pro^ 
babilités  que  Ton  peut  traiter  cet  objet  important ,  dans  tônta 
8on  étendue  y   et  juger  du  degré  d'exactitude  p]us  ou  âioint 
grand  que  Ton  doit  espérer  d'obtenir  ;  notre  but  n'est  ici  que 
de  faire  connaître  une  des  méthodes  que  l'on  peut  employer 
aveé  succès  \  dans  presque  toutes  les  circonstances  ;  c'est  à^ 
celui  qui  opère  à  saisir  les  dilFérens  changemens  qu'on  doit  faifi 
dans  certains  cas  particuliers.  Appliquant  ces  raisonnemens  à 
notre  exemple  ^  on  divisera  par  6,  la  somme  744  toises  des  sst 
distances;  le  quotient  ia4  toises^  exprimera  la  valeur  approckée 
de  la  distance  qui  existe  entre  les  deux  objets.  Cette  distança 
se  nomme  distance  moyenne ,  parce  qu'elle  tient  à  peu  près  lo 
milieu  entre  les  résultats. 

Sa.  Cent  livres  d'eau  de  mer  contiennent  8  livres  de  sel. 
Combien  doit-tin  ajouter  d'eau  douce ,  pour  que  cent  lii^res  du 
nouveau  mélange  contiennent  5  livres  de  sel  ?  Comme  lodfkân 
second  mélange  ne  doivent  contenir  que  5tb  de  sel ,  le  poidi 
du  sel  est  le  !k>*  de  celui  du  2^  mélange;  les  816  de  sel  con-^ 
tenues  dans  le  a*  mélange ,  expriment  donc  le  ao^  du  poids 
du  a*  mélange;  ce  dernier  poids  est  donc  iGott.  Mais  le  1* 
imélange  pesait  100&  ;  on  doit  donc  ajouter  Golb  d'eau  douce 
aux  loolb  d'eau  de  mer.  Et  en  effet ,  si  aux  ipclb  d'eau  d« 
mer^  qui  renfermaient  8lb  de  sel^  on  ajoute  6otb  d'eau  douce, 
on  formera  un  second  mélange  de  j  6olb ,  contenant  encore 
8tt  de  sel;  ihy  aura  donc  ilb  de  sel  dans  aofc  du  second  mé- 
lange ;  les  loctb  de  ce  mélange  contiendront  donc  .5tkde  sel, 
comme  l'exige  l'énoncé. 

.  53.  On  voudrait  ^  avec  de  la  poudre  à  34*^  lo^  livre  et  dé  la 
poudre  à  14*^^,  composer  un  mélan.  e  de  10  livres  ,  gui  revint 
à  ac^  la  livre.  Le  mélange. de  lofe  à  ao-^  coûte  aoo^;  or 
lol^  à  34*^  coûteraient  a4o*^  ;  il  faut  donc  diminuer  ce  deraief 
J^rix  de  4<^>  en  remplaçant  de  la  poudre  à  a4*^  par  dé  la  poudro 
à  14*^.  Mais  pour  chaque  livre  de  poudre  à  24*^,  remplacée  {MET 
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mè  litre  à  14^9  le  prix  040*^  des  dix  livres,  diminue  de  10^; 
il  dîminnera  donc  de  J^o^y  en  remplaçant  à^  à  514*^1  pAi"  A^ 
à  14*^.  £€  mélange  doit  donc  être  composé  de  4^^  à  i4*^>  et 
cb  61b  à  224*^.  En  Yoici  la  preuve  :  les  /^  à  14^  valent  56-^; 
les- 61b  à  224*^  valent  i44''^  •  I^  ^^1^  ^°'^  mélangées  valent- 
dooc  moo*^  ;  la^  livre  du  mélange  revient  donc  à  ao*^,  comma 
Tezige  l'énoncé. 

54*  Vn  mélange  est  composé  de  90  pintes  de  vin  et  de  10 
pintes  d'eau.  Combien  faut-il  ajouter  de  vin ,  pour  que  jbpintes 
du  nouveau  mélange  contiennent  3  pintes  d'eau  ?  Puisque 
S  pintes  d'eau  sont  contenues  dans  76  pintes  du  second  mé« 
lange;  une  pinte  d'eau  sera  contenve  dans  sS  pintes  de  ce 
mélange  :  les  10  pintes  d*eau  seront  donc  contenues  dans  10  fois 
a5  pintes  ou  aSo  pintes  du  deuxième  ipélang^.  Mais  le  pre— 
mier  mélange  était  de  100  pintes;  il  faut  donc  ajouter  i5a 
pintes  de  vin,  pour  que  75  pintes  de  ce  nouveau  mélange 
renferment  3  pintes  d'eau.  Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  ;  ■ 
car  les  100  pintes  du  premier  mélange  renfermaient  90  pintes 
de  vin  et  10  pintes  d'eau  :  on  ajoute  i5o  pintes  de  vin  ;  il 
en  résulte  donc  un  second  mélange  de  a5o  pintes ,  qui  ren- 
ferme encore  dix  pintes  d'eau  ;  une  pinte  du  second  mélange 
contiendra  donc  la  a5o*  partie  de  10  pintes  d'eau,  c'est-à- 
dire  -jjj  de  pinte  d'eau  ;  les  76  pintes  du  second  mélange  con*' 
tiendront  donc  y 5  fois  -^  de  pinte  cCeau  ,  ou  3  pintes  deau  , 
coBime  Texige  l'énoncé. 

55.  Un  marchand  a  du  vin  qui  lui  coûte  11^  la  bouteille. 
Combien  doit-il  ajouter  d^eau  ,  pour  que  la  bouteille  du  mé- 
lange  ne  lui  revienne  quà  j-^  ?  Afin  de  déterminer  les  propor- 
tions du  mélange ,  nous  chercherons  d'abord  combien  on  doit 
mettre  d'eau  dans  7  bouteilles  de  vin,  pour  faire  du  vin 
à  7^  la  bouteille.  Le  prix  de  l'eau  étant  supposé  nul  ;  le 
mélange  composé  d*eau  et  de  7  pintes  de  vin  à  ii-^,  vaut  77*^; 
or  7^  doit  être  le  prix  d  une  bouteille  de  ce  mélange  :  les  77-^ 
expriment  donc  le  prix  de  1 1  bouteilles  de  ce  mélange  ;  le 
mflange  composé  d'eau  et  de  7  bouteilles  de  vin ,  doit  donc 
toe  de  IX  bouteilles  j  il  faut  donc  ajouter  4  bouteilles  d^eàu  ' 
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à  7  bouteilles  de  vin.  Ce  résultat  nous  apprend  que  pour  faire 
du  vin  à  7*^  la  bouteille ,  en  mêlant  de  F  eau  avec  du  vin  àw^ 
la  bouteille ,  il  faut  ajouter  4  parties  d*eau  à  7  parties  de  vin. 
Hais  4  e^t  les  f  de  7  ;  on  formera  donc  le  mélange  demandé, 
en  prenant  une  quantité  quelconque  de  vin  à  1 1  •''  la  bouteille  , 
et  lui  ajoutant  une  quantité  d'eau  qui  en  soit  les  y.  Par  exemple, 
«i  Ton  prehd  70  bouteilles  de  vin  à  1 1^,  il  faudra  leur  ajouter 
im  nombre  de  bouteilles  d'eau  ^  marqué  par  les  f  de  70,  ou 
par  40;  les  110  bouteilles  du  mélange  vaudront  770-^-,  et  le 
prix  de  la  bouteille  sera  7*^.    . 

5G.  jivec  des  pièces  de  S*^  et  de  i5r^,  faire  180'''  en  iS pièce*. 
Si  les  18  pièces  étaient  de  i5*^;  elles  formeraient  270*^,  au  lieu 
de  180*^;  il  faut  donc  diminuer  de  90*^  la  valeur  des  18  pièces  , 
et  cela  sans  changer  leur  nombre  ;  ce  qu'on,  obtiendra  en 
mettant  des  pièces  de  moindre  valeur.  Mais  chaque  pièce  de  ' 
6''',  substituée  à  une  pièce  de  1 5*^,  diminue  de  g»^  la  valeur 
des  18  pièces.  Pour  la  diminuer  de  90*^,  il  faut  donc  substituer 
10  pièces  de  6*^  à  10  pièces  de  15*^.  On  formera  dbne  iSo^. 
en  1%  pièces  avec  10  pièces  de  6'^  et  8  pièces  de  i5*^- 

67.  Les  problèmes  de  cette  espèce  sont  quelquefois  impoi^  • 
fiibles.  Pour  en  donner  un  exemple ,  proposons-nous  de  former 
100*''  en  iS' pièces  ,  les  unes  de  6*^,  les  autres  de  iV .  Comme 
f8  pièces  de  G-^  valent  108-'",  c'est-à-dire  8-^  de  trop  ,  il  fau- 
drait diminuer  le  paiement  y  en  remplaçant  des  pièces  de  6*^ 
par  des  pièces  de  moindre  valeur  ;  ce  qui  est  impossible.  La 
question  serait  également  impossible  ,  si  Ton  trouvait  une 
fraction  pour  le  nombre  des  pièces  de  chaque  espèce. 

58.  On  a  rempli,  en  12  minutes,  un  vase  contenant  ^q 
pintes  ,  en  faisant  couler  successivement  deux  fontaines  ^  dont 
t une  fournissait  4  pintes  par  minute,  et  t autre  3.  Pendant 
combien  de  minutes  chaque  fontaine  a-t-elle  coulé  ?LsLme^ 
mière  fontaine  coulant  seule,  fournirait  48  pintes  en  12  minutes 
au  lieu  de  89  pintes,  ce  qui  fait  9  pintes  de  trop  ;  mais  la  deuxième 
fontaine  donne  une  pinte  de  moins  par  minute  que  la  première  ; 
en  diminuera  donc  de  9  pintes  les  48  pintes  que  la  première 
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fontaine  foornit  en  i  a  minutes  ,  en  supposant  que  la  deuxième 
fontaine  coule  à  sa  place  pendant  g  des  la  minutes.  Ainsi , 
la  première  fontaine  a  coulé  3  minutes ,  et  la  seconde  g.  En 
effet ,  pendant  3  minutes ,  la  première  fontaine  fournira  3  fois 
4  pintes  on  19  pintes  ;  la  deuxième  fontaine ,  en  g  minutes  , 
fournira  g  fois  3  pintes  ou  2j  pintes  ;  ce  qui 'fait  3g  pintes 
su  tout. 

RÈGLES    D'^I  N  T  É  R  É  T. 

• 

5g.  L*argent  rapportant  un  certain  bénéfice  i  celui  qui  !• 
fait  valoir ,  Thomme  qui  emprunte  une  somme  d'argent  doit, 
en  la  rendant  «  y  joindre  ime  rétribution  qui  dédommage  le  prê- 
teur des  avantages  qu'elle  lui  eût  procurés ,  s'il  Tavait  employée 
par  lui-même.  Cette  rétribution  se  nonune  intérêt  j^oui  là  dé- 
terminer ,  on  convient  de  ce  qu'une  somme  rapporte  pen- 
dant un  certain  temps  ;  l'intérêt  d'une  sonune  quelconque  s'en 
déduit  avec  facilité.  Nous  supposerons  que  le  taux  de  tinr' 
térêt  de  t  argent  est  connu  ;  nous  verrons  par  la  suite  comment, 
dans  chaque  genre  de  spéculations ,  on  peut  le  déduire  du  calci^l 
des  probabilités.  On  distingue  deux  sortes  d* intérêts ,  l'intérêt 
simple  et  l'intérêt  composé.  L'intérêt  simple  est  celui  qui  m 
porte  plus  intérêt  ;  de  sorte  que  t  intérêt  d'un  capital  pendant 
plusieurs  années  ^  s^  obtient  en  multipliant  T  intérêt  d'une  année 
par  le  nombre  des  années  ;  lorsqu'au  contraire  t  intérêt  de 
chaque  année  se  joint  au  capital  pour  porter  lui-même  intérêt 
pendant  tannée  suivante  ,  comme  on  tire  réellement  les  intérêts 
des  intérêts ,  on  dit  que  tintérêt  est  composé.  Toutes  les 
questions  relatives  à  l'intérêt  de  l'argent ,  se  réduisent  à  quatre 
essentiellement  différentes  ;  car  il  s'agit  toujours  de  trouver  , 
on ,  ce  que  de  l'argent  comptant  vaudra  au  bout  d'un  certain 
temps  ,  ou  réciproquement  ce  qu'une  somme  payable  après 
un  certain  temps ,  vaut  argent  comptant  ;  et  comme,  dans  ces 
dmz  questions,  l'intérêt  peut  être  simple  ou  composé,  il  ea 
résulte  quatre  problèmes. 

Mais  lavaleurSune  somme  quelconque ^  composée  de  livres 9 
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'  peut  s'obtenir  en  répétant  la  valeur  cCune  livre ,  autant  de  fois 
4juil  y  a  de  livres.  On  est  donc  conduit  à  résoudre  les  quatre 
problèjnes  suivans  (n"'  60 ,  6a ,  63,  G 5). 

60.  Or^  demande  combinn  le  capital  1^  vaudra  après  un 
certain  nombre  d^ années;  le  taux  de  t argent  est  connu  ^  et  ton 
na  égard  quaux  intérêts  simples.  Pour  fixer  les  idées ,  pro- 
posons-nous de  trouver  la  valeur  de  1*  après  3  ans  ^  Fintérêt 
étant  à  j  Jpour  100  par  ah. 

'  Ij^intërét  de  yoo'"'  en  Qn  an  e'tant  n* 

7  ** 
L- intérêt  de      t^  en  nn  an  est  le  loo»  de  7'''"  ou  — 

100 

•t  /.  .      7  ^  ai  "^      ^ 

L^inte'rét  de      x*"  en  3  ans  est  3  fois  -r^    on       — 

loô  100 

L'intérêt  de      1^  ponr  trois  années  étant  —  ;  le  capital  i^  Taodra  a|Hrèt 
3  ans.-xv^  tins  son  intérêt  —  9  on  —   • 

'  '  100  100 

61.  Eh  général  y  r  intérêt  annuel  de  100*,  divisé  par  100, 
donne  pour  <fuotient  t intérêt  annuel  de  i^ ;  ce  dernier  intérêt  ' 
multiplié  par  le  nombre  des  années ,  donne  t intérêt  de  i*pen- 
dant  ce  nombre  d*années,  ajoutant  Pintérêt  au  capital  i*,  la 
somme  exprtihè  la  valeur  du  capital  i^  au  bout  du  temps 
donné.  Pour  obtenir  la  valeur  dun  capital  quelconque  après 

'un  certain  temps ,  il  suffit  de  multiplier  la  valeur  de  1*  après 
■ce  temps  ,  ptir  le  nombre  de  livres  du  capital.  Appliquons  cette 
règle  à  des  exemples ,  dans  lesquels  noxis  supposerons  que 
'^argent  est  à  20  pour  100  par  an. 

V^  Exemple.    On  demande  combien  iSoo"'''  argent  comp^ 
tant  vaudront  après  trois  ans.  L'intérêt  de  1*  est  de  ^*  ou    : 
1^  par  an,  et  de  |*  pour  trois  ans;   1^  argent  comptant^    ^ 
Vaudra  donc ,  après  trois  ans,  1*  plus  son  intérêt  |^  ou  |*.    - 
Lés  i  5oô*  argent  comptant  vaudront  donc  après  3  àris ,  1 5co 
fois  ^oui^oo^.  L*iiitérêt  de  iSco^  pendant  3  ans,  est  donc   • 
a4oo^  moins  i5oo*  ou  900*.  Et  en  effet,  comme  pour  trois 
«ns,  Imtérêt  de  \^  est!*;  rmtéîit'aés  i5od*  doit  être  de  i5oo 
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fois  f  ou  900*^.  La  méthode  précédente  est  générale  ^  oA  peut 
k  simplifier  dans  notre  exemple  »  car  Tintérêt  de  100^  étant 
dé  ao^  par  an^  ou  de  60^  pour  trois  ans;  l'intérêt  de  iSoo^ 
tn  trois  ans  est  i5  fois  60^^  ou  goo^. 

n*.  Exemple.  Un  particulier  achète  pour  i5oo^  de  mar- 
thandises  ;  il  ne  pourra  les  payer  que  dans  trois  ans.  On  cb- 
mande  la  valeur  du  billet  pcyable  à  cette  époque.  Le  marchand 
qui  livre  ses  marchandises ,  doit  retirer^  outre  les  i5oo^  qu'ellô 
vaut  comptant  >  le  bénéfice  que  cettb  somme  lui  eût  procuré 
s*il  l'eût  fait  valoir  pendant  trois  ans  ;  or  on  suppose  que  ce 
bénéfice  est  de  âo  pour  100  par  an ,  et  Ton  a  vu  dans  le  premier 
exemple  que  l'intérêt  de  i5oo^  pour  trois  ans  était  alors  de 
900*.   Le  billet  doit  donc  être  de  i5oo^  plus  900^1  ou  dé 

IIP  Exemple.  On  demande  combien  1  Soc''^  argent  comp^ 
tant  vaudront  après  3  ans  5  mois  ou  4i  mois.  L'intérêt  simple 
de  1*  est ,  de  |^  pour  1 2  mois ,  de  ^*  par  mois ,  et  de  ^^  pour 
41  mois.  Le  capital.  1''^  vaut  donc  après  /^i  mois ,  1^  plus  son 
intérêt  f^^,  ou  -î^*;  le  capital  i5oo^  vaut  donc,  après  cb 
fempSy  i5oo  fois  ^*,  ou  25a5^.  Une  personne  qui  devrait 
iSocf''  comptant  y  et  qui  ne  pourrait  payer  que  dans  3  ans  5 
mois,  s'acquitterait  donc  avec  un  billet  de  âSaS^  payable  à 
Cette  époque. 

fia.  On  demande  combien  une  somme  payable  dans  un  cer-^ 
tain  nombre  d'années ,  vaut  argent  Comptant.  On  n'a  égard 
qu'aux  intérêts  simples ,  et  le  taux  de  l'argent  est  connu,  La 
solution  de  ce  problème  n'offre  aucune  difficulté  ;  car  une 
iomme  payable  au  bout  d'un  certain  temps ,  étant  le  produit 
de  la  valeur  de  1*  après  ce  temps ,  par  le  nombre  de  livres  du 
capital  primitif  (jaP  Si  ).  Si  Von  divise  une  somme  payable  au 
bout  d'un  certain  temps ,  par  la  valeur  de  1*  après  ce  temps^ 
1b  quotient  exprimera  le  nombre  de  livres  du  capital  primitif. 
ïsa  valeur  de  1^  après  le  temps  donné ,  s'obtient  au  moyen  de 
la  règle  du  nlGi.  Appliquons  cette  règle  aux  preuves  des 
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exemples  du  n®  Gi ,  et  supposons  toujours  que  Viniérêt  simple 
de  t  argent  est  à  oopour  loo  par  an, 

V^  Exemple.  On  demande  combien  a4<^o*  payables  dans^ 
3  ans,  valent  argent  comptant.  Si  Ton  divise  les  a/^od^  i^jable^ 
dans  3  ans ,  par  la  valeur  de  i*  après  3  ans ,  qui  est  |* ,  le  quo- 
tient 2400  X  -g  ou  i5oo,  exprimera  que  les  o^^oo*  payables  dans 
3  ans  y  valent  1 5oo*  argent  comptant.  On  parvient  directement 
•u  même  résultat  ^  de  la  .manière  suivante. ... 

r     payables  dans  3  ans ,  raient  comptant i^ 

8*. 5^ 

V.  5"** 

x**" vant  comptant  s    .    - 

3400''^ payables  dans  3  ans,  valent  comptant,  a4<^  ^«^^  S  '  ^°  iSod^* 

IP  Exemple.  Un  particulier  a  fait  à  un  marchand  un 
billet  de  2a4oo*  payables  dans  3  ans  ;  il  offre  de  payer  sur-le^ 
champ,  A  combien  doit-on  réduire  le  billet?  Lol  somme  Oéjpd^ 
est  composée  d'un  certain  capital  ^  plus  des  intérêts  de  ce 
capital  pendant  les  3  ans.  Comme  on  acquitte  sur-le-champ 
le  billet ,  on  doit  déduire  ces  intérêts  ;  ce  qui  se  réduit  à 
trouver  combien  12400''''  payables  dans  trois  ans,  valent  copiip^ 
tant;  la  réponse  est   i5oo*  (^i***  Exemple).  Z^  particulier 

s* acquittera  donc,  en  donnant  i5oo^  au  marchand, 

• 

IIP  Exemple.  On  demande  combien  a525* payables  dans  5 
ans  5  mois,  ou  ^i  mois  ^  valent  en  argent  comptant.  D'après 
la  règle  du  n® .  62  ,  si  Ton  divise  les  a525*  payables  dans  4^ 
mois^  par  la  valeur  de  1^  après  ce  temps  ^  qui  est  ^*;  le 
quotient  i5oo ,  exprimera  le  nombre  de  livres  du  capital  de-^ 
mandé.  De  sorte  que  lesaSaS^  payables  dans  4i  mois^  valent 
1 5oo''^  argent  comptant,  lin ,  raisonnement  analogue  à  celui 
du  1^'  Exemple  y  conduirait  au  même  résultat.  Une  per^ 
soTjjie  qui  devrait  a5a5^,  payables  dçtns  4^  mois,  s'acquitterait 
fhnç  en  payant  sut-le-cbamp  i5oo*. 
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Nons  allons  résoudre  les  mêmes  questions^  en  ayant  égard 
tuL  intérêts  des  intérêts. 

63.  On  demande  combien  le  capital  i^  vaudra  après  un 
certain  nombre  d'années^  Le  taux  de  l'argent  est  connu ,  et 
ton  a  égard  aux  intérêts  des  intérêts.  Cherchons  la  valeur  de 
1^ après  3  ans,  Fargent  étant  à  20  pour  100  par  an.  L'intérêt 
annuel  de'i*  est  le  centième  de  ao*  ou  -^^  ou  3*;  de  sorte 
que  1*  comptant  vaut  après  un  an  ^  1^  plus  son  intérêt  J*,  ou 
I*  on  les  f  de  1^.  Ainsi ,  1^  placée  au  commeneement  de  la 
première  année ,  vaut  à  lajin  de  cette  année ,  les  |  de  1*,  c'est* 
à'dire  les  \  de  ce  qu'elle  valait  au  commencement  de  l'année» 
On  voit  donc  que  pour  obtenir  ce  qu'une  somme  placée  au 
commencement  d'une  année  vaut  à  la  fin  de  cette  année ,  il 
stffit  de  la  multiplier  parf  (*).  Les  |^  placés  au  commence- 
ment de  la  seconde  année ,  valent  donc  à  la  Gn  de  cette  année , 
les  |iîo  I*,  ou  If*  ;  et  les  |^^  placés  au  commencement  de  la  • 
3«  année ,  valent  à  la  fin  de  la  3«  année ,  les  |  de  |f^  ou  ^t 
oui^XfXfXf 

On  parvient  aux  mêmes  résultats  en  calculant  les  intérêts 
d'année  en  année.  En  effet ,  le  capital  1*  placé  au  commen- 
cement de  la  1'*  année ,  vaut  à  la  fin  de  cette  année ,  1''^  plus 
ion  intérêt  ^*^/ou  |^;  l'intérêt  annuel  de  1*  étant  ^*,  l'intérêt 
des  f  de  1^,  sera  les  |  de  5*  ou  ■^*;  les  |*  placés  au  commen- 
cement de  la  2*  année ,  valent  donc  à  la  fin  de  cette  année , 
P  pins  leur  intérêt  ^  ou  |^^.  Par  la  même  raison ,  les  |f* 
placés  au  commencement  de  la  3*  année  valent  à  la  fin  de 
cette,  année  Jf*^,  plus  leur  intérêt  ^*  ou  7^^. 

On  voit  donc  que  le  capital  1*  placé  à  20  pour  100  par  an 


(*)  On  pent.le  démontrer  directement  ;  car  l'argent  «^lant  à  ao  pour  loo 
ptr  Vk  ^  l'int^r^  annuel  est  le  cinquième  du  capital  ;  un  ciipital  placé  au 
coanncncement  d'one  année ,  Tant  donc  à  la  fin  de  Pannce ,  U  capital  pri* 

fi. 
nilif  plus  sou  cia^èue  ^  on  les  ^  du  capital  ptimitif. 
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Taut^  en  tirant  les  intérêts  des  intérêts  ;,.... 
xt"  X  V  à  la  fin  de  la  premi^  aonét. 

fi  fi 

i^  X  r  X  S  à  la  fin  de  la  deositoe  mméê* 

fi  f*  fl 

i"^  X  V  X  s  Xr^IaiSndela  troisième  annie. 

64*  La  loi  des  accroîssemens  du  eapital  i*^  est  évidente , 
l'on  peut  en  conclure  cette  règle  générale  :  Pour  obtenir 
vctleuT  du  capital  i^  après  un  certain  nombte  d'années  ;  et 
culez  la  fraction  qui  exprimé  combien  i*  argent  compte 
vaut  à  lajin  de  Vannée  ^  et  multipliet  le  capital  x*  par  ce 
fraction  abstraite ,  autant  de  fois  facteur  qu'il  y  a  â^m 
dans  le  nombre  des  années  ;  le  produit  sera  la  valeur  de 
après  le  temps  donné.  Pour  obtenir  la  valeur  d!un  cqpi 
quelconque  après  un  certain  temps ,  il  si^ffit  de  multiplier 
valeur  de  i*  après  ce  temps  ^  par  le  nombre  de  livres  du  c 
pitaL  Appliquons  cette  règle  à  des  exemples^  et  suppose 
Sintérêt  à  ao  pour  loo  par  an. 

1*^  Exemple.  On  demande  combien  i5oo*  argent  comjOù 
vaudront  après  3  ans.  Comme  i*^  argent  comptant  vaut  api 
3  ans,  7j|^  (n**  63)  ;  les  iSôo*  argent  comptant ,  vaudron 
après  3  ans ,  i5oo  fois  j^,  ou  aSga*.  En  voici  la  preuil 
L'argent  est  à  20  pour  100  par  an  ;  l'intérêt  est  dqnc  lie  QJI 
qnième  du  capital  ;  les  i5oq^,  placées  au  commencement tlf 
1^^  année ,  valent  donc  à  la  fin  de  cette  années  i5oo*  plus  M 
intérêt  3oo*,  ou  1800''^;  les  1800*,  placées  au  Gommencéitti|l 
fde  la  a^  année  ,  valent,  à  la  fin  de  cette  année ,  i8optyjiI| 
leur  intérêt  SSo""",  ou  aiGo*^;  enfin  les  aiGô"""  placées  au  co|| 
fiiencement  de  la  3®  année ,  valent ,  à  la  fin  de  cette  annéf 
aiBd^  plus  leur  intérêt  4^a*,  ou  aSg^*. 

Puisque  i5oo^  argent  coniptant  v^ent  après  3  ans»  a! 
l'augmentation  du  capital  i5oc^  est  fit  lo^a^  pour  3 
ayant  égard  aux  intérêts  des  intérêts.  Mais  l'augmentatipii- 
aux  intérêts  simples  ne  serait  que  de  900^»   On  voit 
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combien  il  est  avantageux  à  celui  qui  place  des  fonds ,  d'a- 
voir égard  aux  intérêts  des  intérêts,  c'est-à-dire ,  de  retirer, 
chaque  année  l'intérêt  pour  le  joindre  au  capital. 

Le  calcul  serait  é?idemment  le  même  »  si  Ton  demandait 
combien  1 5od^  argent  I  comptant  yaudront  après  trois  mois  ; 
Imtérêt  composé  de  l'argent  étant  à  âo  pour  ico  par  mois^ 
La  réponse  serait  aSga^.  Ainsi ,  la  règle  du  n®  64  >  s'applique 
également  à  des  années  ^  des  mois ,  des  jours ,  etc.  Cette  ob-^ 
lenration  est  générée. 

II*  Exemple.  Un  particulier  achète  pour  i5oo^  d^  mar-^ 
chandises  ;  il  ne  peut  les  payer  que  dans  3  ans.  On  demande 
la  valeur  du  billet  payable  à  cette  époque.  Il  s'agit  de  trouver 
combien  i5oo^  argent  comptant^  valent  après  trois  ans^  en 
tirant  les  intérêts  des  intérêts  à  raison  de  ao  pour  100  par 
an  ;  2a  réponse  est  donc  aSga*  (  i*'  Exemple  ). 

m*  Exemple.  On  demande  combien  i5oo^  argent  comp^ 
tant  ^vaudront ,  après  3  ans  5  mois ,  en  tirant  les  intérêts  des 
intérêts  ,  à  raison  de  20  pour  1 00  par  an.  L'intérêt  de  1*  est ,  do 
^*  pour  ifl  mois,  de  -^  pour  un  mois ,  de  ^^  ou  •—*  en  5  mois.' 
Conséquemment^  1^  payable  à  une  époque  quelconque  ^  vaut 
5  mois  plus  tard^  1^  plus  son  intérêt  -^  ou  ^\  donc  1^  payable 
dan»  3  ans  ^  vaudra  dans  3  ans  5  mois»  ^\  mais  1'"'  argent  comp- 
tant Yaut ,  après  3  ans ,  \^*  (  n*  63  )  ;  ces  fif *  payables  dans 

*  S  ans  3  yandront  donc  dans  3  ans  5  mois ,  les  f^f  de  ^  ou  f|j^. 
Puisque  1^  argent  comptant  vaut ,  après  3  ans  5  mois  >  7II*  ; 
Us  i5oo^  argent  comptant  vaudront ,  dans  3  ans  5  mois ,  i5oo 
fois  fj^*  ou  2808*.  En  voici  la  preuve  ;  i5oo*  argent  comptant 
Talent^  après  3  ans  aSi^s^  (1*'  Exemple  du  n^  64)  ;  il  suffit 
donc  d'ajouter  à  cette  dernière  somme ,  son  intérêt  pendant 
5  iDois;  mais  l'intérêt  de  1^  en  5  mois  est  75^;  l'intérêt  des 
i*  en  5  mois  est  donc  de  2692  fois  •—*,  ou  216*  ;  les  i5co* 

^^A^'V^  comptant  vaudront  donc ,  après  3  tuxf  5  mois^  2592^ 

aWBi  226^  ou  28p8^« 
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Enfin  on  pouvait  exécuter  le  calcul  de  la  manière  suiv 


100*^  rapportent  en  nn  an  ao''^ 
2"^  rapporte  en  nn  an  le  loo*  de  90'#' 


1*  Tant  après  i  an  |  i"^  plus 
lit  yaut  après  a  ans,  les  ?  de] 
t^  Tant  après  3  ans ,  les  -z  de 
i^  rapporte  par  mois  le  ia«  de 


lit 

S 
§ 

aS 

1* 

5 

lit 


lit  rapporte  en  5  mois ,  5  fois    ^ 


I* 


1*  Tant  après  5  mois ,  i**  pins  — 


ou 


aoff"        lit 


ou  g 


ou 


ou 


lOO 

s  ' 

3Ô#- 
a5 

laS 

ou  ;=- 
OO 

I* 
OU   — 

la 

i3* 
on  — 
la 


on  g 


6 


on  les  s  ^t  1^ 


ai6 


^i&t 


ai6  ,    i3*        a34 


OU 


la: 


Les  — e  de  i'*'^,  on  — t  >  valent  après  5  mois ,  les  — s  de 
Ainsi,  lit  comptant  yant  après  3  ans  5  mois  — ^  • 

Les  i5oo*  comptant  yaudront  donc^  après  3  ans  5 
i5oo  fois  {3A*  ou  a8o8*. 

65.  On  demande  combien  une  somme  payable  dans  i 
tain  nombre  d'années ,  vaut  argent  comptant.  On  a  éga 
intérêts  des  intérêts  y  et  le  taux  de  l'argent  est  connu 
somme  payable  après  un  certain  temps  y  étant  le  prod 
la  valeur  de  i^  après  ce  temps  ^  par  le  nombre  de  liv 
capital  primitif,  si  l'on  divise  une  somme  payable  ai 
d'un  certain  temps ,  par  la  valeur  de  \^  après  ce  tem 
quotient  exprimera  le  nombre  de  Usures  du  capital  primi\ 
valeur  de  i^^  après  le  temps  donné  ^  s'obtient  au  mo^ 
la  règle  du  n*  64.  Appliquons  cette  règle  à  des  exemp 
supposons  l'intérêt  à  20  pour  100  par  an, 

V^  Exemple.  On  demande  combien  aBgô*  payable 
S  ans ,  valent  en  argent  comptant.  Si  Ton  divise  les 
payables  dans  3  ans ,  par  la  valeur  de  1''^  après  3  ans , 
Tîf^  (n°63),  le  quotient  aSga  X  ît|  ou  i5oo  ,  exp 
le  nombre  de  livre»  du  capital  primitif;  les  2692*  pc 
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ms  3  ans^  valent  donc  i5oo^  argent  comptant.  On  peut 
kMote  dire^ 


--?    payables  dans  3  am,  Talant  comptuit it^ 

316^  payables  dans  3  aDS^  raient  comptant laS^ 

■''^^'-"«"-p-^ ; -^      . 

[U  sSg^i^  payab.  dans  3  aAs ,  Taknt  donc  comptant ,  aSga  fois  ^^^  on  1 506** 

V  Exemple.    Un  particuUer  a  fait  à  un  marchand  un 
U2pt  de  âSga^  pctyables  dans  3  ans.  Il  offre  de  payer  sur-le-- 
\èmp.  On  demande  à  combien  Fon  doit  réduire  le  billet.  Il 
l'élit  de  trouver  combien  aSga^  payables  dans  3  ans^  yalent 
|<omptant;  la  réponse  est  donc  i5oo^  (1*'  Exemple). 

ni*  Exemple.  On  demande  combien  2808^,  payables  dans 

(OU  5  mois  y  valent  en  argent  comptant.  D'après  la  règle 

w  0*65^  si  Ton  divise  les  aSoS^  payables  dans  3  ans  5  mois^ 

layalem:  de  1^  après  ce  temps,  qui  estf^^  (3*  Exemple 

11^64)4  le  quotient  sSoB  X  ^,  ou  i5po,  indiquera  que 

a8o8^  payables  dans  3  ans  5  mois,  valent  i5oo^  argent 


Xi 

t 


un 

■ai! 


.  Ce  qui  précède  donne  le  moyen  de  résoudre  toutes  les 
relatives  à  Tintérêt  de  Targent  ;  mais  les  formes  va- 
sons  lesquelles  elles  se  présentent ,  pouvant  offrir  quel* 
difficultés  y  nous  allons  traiter  les  plus  importantes. 

87.  Un  marchand  de  Paris  qui  va  se  fixer  à  fjyon,  a  un 
Je  â4oo^  payables  dans  5  ans,  chez  un  banquier  de  Pu" 
Use  présente  chez  le  banquier  pour  changer  son  effet, 
un  autre  payable  à  Lyon,  dans  a  ans.  On  demande  la 
de  ce  dernier  effet  ;  Vintérêt  simple  de  l'argent  étant  à 
four  loo  par  an,  le  bénéfice  du  banquier  compris.  Il  s'agit 
trouver  à  combien  Ton  doit  réduire  un  effet  de  a4<^^^> 
l'on  avance  le  paiement  de  3  ans  ;  la  réponse  est  donc 
(1*'  Exemple  du  n^  6d). 

Un  marchand  achète  pour  fl8o8*  de  draps ,  à  7  ans 
ij  de  crédit,-  Pour  s'acquitter,  il  souscrit  une  lettre  de 
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change  peryable  dans  4  ons  3  mois.  On  denïandê  la  vat$U9 
cette  lettre  de  change.  L'argent  est  à  ao  pour  loo  paraît^  etl't 
a  égard  aux  intérêts  des  intérêts,  La  dliFérence  entre  7  ans  8  moisSj 
•t  4  ans  3  mois ,  étant  3  abs  5  mois  ;  il  suffit  de  calculer  icom-»}^ 
bien  se  réduit  un  effet  de  a8o8^»  lorsqu^on  l'acquitta  3 
5  mois  avant  son  échéance  ;  ou  ^  ce  qui  revient  au  même,  â 
trouver  combien  a8o8^  payables  dans  3  ans  5  mois  raient'^ 
comptant  ;  la  réponse  est  donc  i5oô^  (  3^  E^^aolple  dw* 
xi«  65  ).  T 

'  €3 .  On  propose  d'évaluer  en  argent  comptant  deux  sommet^ 
Tune  de  6000*  payable   dans  a5  mois^  l'autre  du  27600^ 
payable  dans  4  ^nois.  L'intérêt  simple  de  t argent,  ^  à  a 
pour  100  par  mois.  L'intérêt  de  106^  est,  pour  1  mois,  3if^ 
a^,  pour  a5  mois ,  de  a5  fois  af^  ou  5o*,  et  pour  4  mois,  de^ 
4  fois  a*  ou  8*.  Donc  100*  comptant  valent,  i5o*^  après  aS" 
mois,  et  108^  après  4  mois.   Cela  posé, 

Puisqne  x5o^  payab.  dans  ^5  mois  raient  comptant. . . .      106'' 

^  100*"  !•'> 

1^ yaut  comptant     -^  ,oa        ^ 

Les   Çooo*'^  payab.  dans  q5  mois,  raient  donc  compt.  — ^ —   ,  en    f/atm^ 

Puisque  loS"^  payab.  dans  4  mois,  raiâni  oom^taah . .      loô^ 

„  loo*"  a5* 

x^ raut     — 3  ,  ou       — 

108  27 

Les  37000^  pay.  dans  4  m.  rai.  donc  compt.  27000  fois       — -   ,  oki  :fi(}Qf(^, 

3(7         '         ' 

70.  On  voit  donc  que,  V argent  étant  à  a  pour  ig©  par  . 
mois  f  deux  sommes,  l'une  de  Sood^  p(^able  dans  a5  mois,. 
Poutre  de  37000*  payable  dans  4  mois ,  valent  4000*  et  aSooo*  . 
argent  comptant,  ce  qui  diminue  chaque  somme  de  aQÇo*.'^. 
Cette  diminution  prend  quelquefois  le  nom  d* escompte.  Eaflr 
voici  un  exemple.  À, 

71.  Un  particulier  qui  a  besoin  d'argot  tomptant^  se  prè^A 
sente  chez  un  banquier  avec  deux  lettres  de  change ,  l'une  dê^ 
6000*  payable  dans  a5  mois ,  Poutre  de  ayooo*  payable  dans  j 
4  mow.  On  demande  combien  il  ree^vra,  JU  banquier  prf^n^it 
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fimtMt  0^  escompte  de  a  pour  *qo  par  mois.  On  n'a  égard 
ffaux  intérêts  simples.  Ce  problème  ne  diiFère  dû  précédent: 
[te  par  la  forme  de  l'énoncé.  Ainsi ,  chaque  lettre  de  change 
^muvera  une  perte  ou  escompte  de  2000^;  et  le  particulier 
ioèvrtt  4ÔD©*  plus  aSooo*'',  au  agocô*". 

Tcici  Bne  solution  plus,  directe.  L'escompte  de  100^  est^ 
}mr^  1  mois  de  sf,  pour  a5  mois  de  5o^,  et  pour  4  mois  de 
1*.  De  sorte  que  100*  comptant  valent,  i5o^ après  a5  mois, 
it  loS^  après  4  mois.  Deux  lettres  de  change,  Tune  de  i5o^ 
liyaUe  dans  q5  mois,  l'autre  de  108^  payable  dans  4  ™ois  ^ 
le  vaudraient  donc  chacune  que  100^  argent  comptant;  les 
imqiteA  relatifs  à  ces  lettres  de  change  seraient  donc  5o^ 
t  )P.  La  solutioa  da  problème  se  déduit  de  cette  remarque^ 
la  effet, 

I*.  PaUqiie  pour  aST  mois , 
L'cfeoaq^  de      iSoi^  e$t,.,,,.i.i 5&^ 


L'eKompte  de         z^  sera -^   ,  ou         k 

L'cMompte  des    6000''^    sera    donc  6000  fois  .^    ,  oa  9000^ 
3«.  Puisque  pour  4  mois ,  ^■ 

de      zo8^  est 8^ 


8  *•  a*" 

Uéicvmpte  de  1*  sera -—=    ,  oa      — 

L'exempte  des  37000*^  sera  donc  27000  fois    —   ,  on  ioog^". 

voit  que  chaque  lettre  de  change  épreuvera  la  même 
flooo*.  De  sorte  que  ces  deux  lettres  de  change ,  Tune 
payable  dans  26  mois,  l'autre  de  27000^  payable 
4  mois ,  seront  escomptées  à  raison  de  4000*^^  et  26000*. 
touchera  donc  29000*  argent  comptant, 

venons  de  calculer  l'escompte  de  la  manière  la  plus 
I)  mais  les  banquiers  trouvent  leur  avantage  à  opérer  au- 
U  II3  disent î  l'escompte  de  100*  est,  pour  1  mois  de 
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a^,  pour  4  n*oÎ8  de  8*,  pdbr  aS  mois  de  5o*  ;^  ckmééqtttfîl|l 
ment^  ,    .  <    .  ."    .  ^  AT^ 

'  Pour  a5  mols^  Teicompte  de      loo*^  es^ .  « $o^ 

de         i*"  est. ,  on       Zl^*^ 

de    6ooo*"  est.;.. —   ;  on  Sooor  -  (^ 

Rpttr  4  mois ,  l'escompte  de      loo"'''  est ....«..». .       9^  S: 

Sff  •; 

de         !'<'•  est —  '<« 

loo  4 

de-a^odo**  est  a70oo  fois    —    ,  oo  9160VV  ^ 

Par  le  1®^  procédé  le  gain  du  banquier  nétait  que  àe  4fxxf^ 
tandis  que  le  second  ][H:océdé  porte  ce  gain  à  Soco^plos  aifid*^  y 
ou  5 1 60^  ;  ce  qui  fait  une  augmentation  d'escompte  de  i  ifio^*. 
On  voit  par  cet  exemple ,  qu'il  ne  suffit  pas  de  convenir  âa 
taux  de  l'escompte ,  mais  qu'il  faut  encore  spécifier  d^  ^lueu» 
manière  on  calculera  cet  escompte.  Ces  deux  genres  d'es- 
comptes sont   connus  sous  les  noms  »  descompte  en  dedans ^ 
et  d'escompte  en  dehors.  Le  1*'  est  le  plus  juste,  parce  qu'il 
s'accorée  avec  la  théorie  générale  des  règles  d'intérêt..  Pour 
s'en  convaincre ,  il'  suffit  de  calculer  combien  deux  sommet 
l'une  de  6000*   payable  dans  aS  mois  ,  l'autre  dé   37000^ 
payable  dans  4  naois  ^  valent  comptant'^  lorsque  l'intérêt  simple 
de  l'argent  est  à  â  pour  100  par  mois.  On  trouvera  4006'^  et 
aSooo*;  ce  qui  donne  2000*  d'escompte  pour  chaque  sommew 
Le  gain  légitime  du  banquier  ne  doit  donc  être  que  de  4000^/ 
comme  le  donne  l'escompte  en  dedans.  Désormais  iious  n'au- 
rons  égard  qu'à  cet  escompte  ;  de  sorte  que  par  escompte 
nous  entendrons  l'intérêt  de  l'argent.  Par  exemple ,  si  Von-, 
demande  combien  une  lettre  de  change  de  2692^  vaut  comp- 
tant, à  raison  de  20  pour  100  d'escompte  par  an,  et  en  cyani 
égard  aux  intérêts  des  intérêts  ;  on  trouvera  que  cette  lettre 
de  change  vaut  i5oo*  comptant;  l'escompte  en  dedans  est 
donc  de  2592*  moins  i5oo^,  ou  de  1092^. 

72.    Un  certain  capital,  augmenté  des  intérêts  simples, 
valait  iû35^  après  5  mois^  et  i3iâ^  après  16  mois.  On  dei^ 
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■  monde  quel  était  le  capital  et  le  taux  de  l'argent.  Comme  le 
I  capital  primitif  valait  ia35^  après  5  mois^  et  i3i2^  après  16 
I  mois ,  il  s'est  accru  de  77^  en  1 1  mois ,  on  de  7^  en  1  mois , 
I  ou  de  35^  en  5  mois^  mais. après  cet  accroissement,  il  vaut 
I    laSS*}  il  yalait  donc   12200^;  le  capital  primitif  était  donc 
I    laoo^.   On  en  déduit  le  taux  de  Targent ,  car  l'intérêt  de  1  âoo^' 
I   étant  de  35^  pour  5  mois,  ou  de  'j'^  pour  1  mois;  laoo^  rap- 
I   pixtent  84^  par  an.  L'intérêt  de  100^  par  an  est  donc  le  la* 
I  de  84*,  c'est-à-dire  ,  7*  ;  ainsi,  t argent  était  à  7  pour  100  par 
I  un.  Et  en  effet,  lorsque  Targent  est  à  ce  taux ,  on  trouve,  d*a^ 
I  ^8  la  règle  du  n"*  61 ,  que  laoo^  comptant  valent  ia35^  après 
I  5 mois,  et  i3ia^  après  16  mois,  comme  l'exige  la  question. 

I  ^.  Quelqu'un ,  qui  devait  pcyer  i344^  ^^  ^^^^  ^'^^  certain 
K  tanp^^  y  acquitte  en  donnant  sur-le^hamp  mod^^  à  raison  de 

■  S.poiir  1 00  d'escompte  par  an.  De  combien  de  temps  a-'t-il  an-* 

■  ûapé  son  payement?  On  na  égard  qu'aux  intérêts  simples j 

■  L'argent  est  à  3  pour  1 00  par  an ,  et  les  1  aoo^  comptant,  valent 
Bl9w(<^. après  le  temps  cherché;  l'augmentation  i44'  exprime 

■  toc  rintérêt  de  laoo^  pendant  le  temps  cherché  ;  or  l'intérêt. 

■  étant  i  3. pour  100  par  an , 

m  3^  est  rintérêt  de 100^  en    13  mois. 

B  36^  est  donc  riniérét  de laco^  en    la  mois. 

^B  13  T 

■  iih  est  donc  l'intérêt  de laoc*^  en    ^^  mois ,  on  r  moifJi 

B  '  Ln  144^  expriment  donc  Pinter^t  de. . .  1200^  en  ~  mois  ,  on  4  ans. 

■  Le  payement  a  donc  été  anticipé  de  4  ans.  Et  en  effet ,  l'in- 
v^^iètde  laoo*,  étant  de  36*  par  an,  sera  de  i44^  en  4  ans; 
:^Rk|  laoo^  comptant  valent  donc  i344^  payables  dans  4  ans; 
^HOo  acquittera  donc  les  i344^  payables  dans  4  ans,  avec  laoo^ 
-^^Kmptant. 

^7i^B-74-  Une  personne  place  10000*,  dont  une  partie  à  5  pour 
i^Sfeapar  an,  et  Vautre  à  S  pour  100;  l'intérêt  simple  est  de 
^^Kao*  en  3  ans.  On  deifiande  quelle  est  la  somme  pljcée  à 
S  Ruer  100.  L'intérêt  des  10000*  en  3  ans  étant  i6ao*;  Tin- 
^r^Hrêt  pour  1  an  est  le  tiers  de  i6ao*,  ou  54o*.  Cela  posé,  si 
^^S  capital  10000*  eût  été  placé  à  5  pour  loo,  il  n'eût  rap-- 
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prtrt.é  .^uc  5oo*  d'intérêt  en  un  an  ;  mais  il  doit  rapporféf 
440*;  la  partie  des  10000*  placées  à  6  pour  100  doit  donc 
augmenter  l'intérêt  total  de  40*.  Mais  100*  placées  à  6  pour. 
xoo  rapportent  1*  de  plus  qua  5  pour  loo',  pour  augmenter 
l'intérêt  total  de  4o^>  il  faut  donc  que  la  partie  placée  à  6 
p(mx  100  «oit  40  fois  100^  ovL  4000*.  La  personne  a  donc 
placé  4000*  à  6  pour  100 ,  e/Gooo*  â  5  pour  100.  En  voici 
la  preuye  ;  à  6  pour  100  par  an,  l'intérêt  des  4000*  en  3  ans 
c^t  720*  ;  à  5  pour  100  par  an,  l'intérêt  des  6000*  en  3  ans 
est  900*  i  l'intérêt  des  10000*  ainsi  placées ,  est  donc  de  730* 
yljus  goo*^  ou  iGao*  en  3  ans,  comme  l'exige  l'énoncé. 

PROBLÈMES  SUR  LES  ANNUITÉS. 

*  '75.  Un  particulier  qui  doit  une  rente  de  2200*  au  capital 
âe  rrooo*,  voudrait  acquitter  en  2  ans  la  rente  et  le  capitcd^ 
aU  moyen  de  deux  payements  égaux  effectués  à  la  An  de 
chaque  année.  Il  demande  la  valeur  de  chaque  payement» 
on  à  égard  aux  intérêts  des  intérêts.  Les  deux  payemens  de-    = 
t<int  être  égaux,  il  suffit  de  trouvei*  Tun  d'eux  ,  le  premier  par 
exemple.  Mais  comme  la  réunion  des  deux  payemens  rapportés 
à  une  même  époque ,  doit  donner  une. somme  égale  à  celle  que 
Ton  devrait  payer ,  si  l'on  voulait  acquitter  tout  à  cette  même 
é]poqfae  et  en  un  seul  payement ,  cherchons  d'abord  à  établir 
unç  relation  entre  le  premier  payement  et  la  valeur  des  deux 
payepiens  réunis ,  rapportés  à  cette  même  époque.  Or  11 000* 
donnaht  2200*  de  rente ,  Vintérêt  est  le  cinquième  du  capital, 
et  P argent  est  à  20  pour  100  par  an.  Donc  si  le  i**"  payement» 
au  lieu  d'être  effectué  à  la  En  de  la  1'®  année,  était  retardé 
jusqu'à  la  fin  de  la  2* ,  sa  valeur  devrait  augmenter  d'un  cin* 
quième ,  et  serait  conséquemment  les  |  de  ce  qu'elle  était  d'a- 
bord. Le  2*  payement,  égal  aux*  |  du  i**",  devant  ctre  fait  à  la 
fin  de  la  2®  année ,  n*a  toujours ,  à  cette  époque  que  la  même 
valeur.  Les  deux  payemens  réunis  et  rapportés  à  la  fin  de  la 
2*  année ,  valent  donc  les  |  plus  les  f  ou  les  -^  du  1  *""  ;  les  •—•  du 
1*'  payement  sont  donc  égaux  à  la  somme  que  l'on  devrait 
donner ,  A  l'on  voulait  acquitter  tout  à  la  fin  de  la  2®  année  et 
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èttwi  $eùl  payement.  Mais  l'argent  étant  à  ao  pour  loo  pat 
an^  le  capitfû   iicx)o^  vaut  i584o^  à  la  fin  de  la  â*  année 
(n*  64.')-  ^es  ^  du  1*5  payement  fiont  donc  i584o*  ;  le  5*  du 
ï*'  payement  est  donc  lAliH^  ou  i44o*>  le  i"  payement  est 
donc  5  fois  i44o^,  ou  ysoo^.  On  acquittera  donc  la  rente  et 
l§  capital  €01  moyen  de  deux  payemens  de  71200^  chacun,  ef-* 
fectûés  tun  à  la  fin  de  la  première  année,  et  l'autre  à  la  fin  de 
h  seconde,  tl  est  facile  de  vétifier  l'exactitude  de  ce  résultat  ; 
en  etfet,  le  i^"^  payement  effectué  â  la  fin  de  la  1*^*  année  est 
^aoo*  ;  on  doit  flaoo^  pour  la  rente  de  1 1000^ ,  on  n*acquittei 
donc  réellement  que  5ooo^  sur  le  capital  1 1 000^^  qui  par  li 
te  trouve  iiéduit  à  6000^  ;  ainsi  on  ne  doit  tenir  compte  pen- 
dant la  a*  année  que  de  l'intérêt  des  6000^  qui  restent  dues  ; 
tet  intérêt ,  joint  aux  6000^^  donne  7300^^  pour  ce  qui  resté 
dû  à  la  fin- de  là  a'  azmée;  le  a*  payement  de  7200^^  effectué  4 
cette  époque^  acquitte  :donc  le  reste  de  la  dette. 

76.  On  propose  d'act/uitter  33 10^^  en  trois  payemens  égatua 
t^ffeçiStt4s.i^  lafin  de  chaque  année;  l'argent  est  à  lo  pour 
ioo\. jet  fan,  a  égard  aux  intérêts  des  intérêts.  En  raisonnant 
tomme  dans  l'exemple  précédent  >  on  trouvera  que  choqué 
payement  doit  être  de  i33i^.  Yoiçile  calcul ,  fondé  sur  la  ràglo 
du  n""  64. 

iioSSlit 

La  33io^  cemptant»  valent  à  U  fin  de  la  3*  uânée i . .  • ■"     - 

"""  *        '  100 


Le  !•'  payem.  etfiectuë  à  la  fin  Ae  la  1  '«  année,  vaut  à  la  fin  de  la  3*,  ses     — 

!*>• ^* ^•'•^TS^^rs; 

Le3*.; 3e.. 3»,iei    Î22 

****.  ,  '100 

i     ^      .         lai      lîo     100    .      ^  33î     1        _       j 
La  iomme  des  fractions  . —  »  —  >  —    étant  —  ;  la -somme  des  tro^i 

33t 
pajemeiu  vant ,  h  la  fin  de  la  3«  année ,  les  J--  <la   i*"^  payement  ;  mait 

•elte  tomme  doit  acquitter  les  ^ 9  dues  à  la  m^e  époque  ^  done 

33 I  440461* 

îics  — '  do  i*f  navement,  raient 

100  *  "^  100 

33 1  fois  le  i*'  payement,  vaut...  ââoSSi'ff' 

lo56i* 


I  fois  le  i*^  payem^ty  Tamt. . .  *Wr-   fOVk  i33x^<; 


. . .  44^^ 

44o56 


/' 
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-  Chaque  payement  doit  donc  être  de  iSSi^.  En  effet ,  l'argnlf 
étant  à  1  o  pour  loo  ,  l'intérêt  annuel  est  le  diadème  du  capital  ;* 
à  la  fin  de  la  première  année ,  on  doit  le  capital  33 16"^  ^lus  son 
intérêt 33i^ ou  364i^;  on  paye  i33i*  ;ontedoitdohc  aSio*.  ,,i 
L'intérêt  de  cette  somme  pendant  la  seconde  année ,  est  â3i^;^ 
en  doit  donc  à  la  fin  de  la  a^ année  1  aS^i^  *>  on  donne  i33i^  ;  <m' 
xodoit  donc  au  commencement  de  la  3*  année,  laio^.  La' 
somme  due  à  la  fin  de  la  3*  année,  est  lâio^  plus  son  intérêt» 
ïsii^,  ou  i33i^;  le  troisième  payement,  de  i33i^,  acquitte  donc* 
cette  dette. 

PROBLÈMES  RELATIFS  AUX  SPÉCULATIONS.      ■ 

I 

*  77.  Comme  il  est  souvent  dft  la  plus  grande  impoltance  de* 
déterminer,  entre  plusieurs  spéculations,  quelle  est  lampion 
avantageuse. ,  nous  allons  traiter  parmi  les  questions  de  cette 
espèce  ,  celles  qui  pourraient  présenter  quelques  difficultés; 

78.  On  offre  à  un  Tharchand ,  3o  aunes  d*un  drap  de  pre^ 
mière  qualité  à  -^ ,  pour  y 20*  argent  comptant  f  ou5o  iaunes 
Sun  drap  de  seconde  qualité  à  -^ ,  pour  làoo*  payables  dani 
deux  ans.  La  seconde  qualité  de  drap  est  les  \^  de  la  pre^ 
mière  ;  tardent  est  à  10  pour  100  par  an  ,  et  ton  a  égatd'auod 
intérêts  des  intérêts.  Le  marchand  demande  quelle  est  la  spé* 
culation  qui  lui  sera  la  plus  avantageuse.  Pour  résoudre  ce 
problème,  il  faut  chercher  quel  serait,  aux  condlitioiis  du 
premier  marché ,  le  prix  des  5o  aunes  de  drap  de  deuxième 
qualité  à  -^r  >  payable  dans  d^ux  ans  ;  ce  prix,  comparé  à  celui 
qui  résulte  du  second  marché ,  fera  connaître  la  spéculation  la 
plus  avantageuse.  Effectuons  les  calculs.  -* 

jiux  conditions  du  premier  marché  ,  3o  aunes  de  drap  de 
première  qualité  à  -^ ,  coûtent  720*  argent  comptant  ;  mais 
la  a*  qualité  est  les  7I  de  la  première  ',  5o  aunes  de  drap  de 
a*  qualité  à  rs ,  doivent  donc  cojàter  looo*  argent  comptant 
(n®  a6)  ,  ou  laio*  payables  dans  deux  ans  (n°  64).  On  voit 
donc  que  5o  aunes  dé  drap  de  a*  qualité  à  -^ ,  payables  dans 
deux  éns ,  coûtent  au  marchand  laio^j^  aux  conditions  du 
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\^  marclié,  et  lâoô^  aux  conditions  du  2*.  La  seconde  spé- 
fSdaùon  est  donc  la  plus  avantageuse  au  nuirchand, 

79.  Une  personne  gui  veut  entrer  dans  le  commerce  avec 
looooo^  de  fonds ,  trouve  deux  boutiques  à  louer.  Dans  la 
i^  boutique  >  la  dépense  annuelle  est  9000^^  et  les  fond^  qui 
m  renouvellent  fi fois  par  an  ^  rapportent  chaque  fois  î^o  pour  100 
de  bénéfice.  Dans  la  %^  boutique  ,  la  dépense  monte  â  3icx>^ 
par  an  j^  et  les  fonds  qui  se  renouvellent  3  fois  par  an  ^  rap^ 
portent  chaque  fois  10  pour  100  de  bénéfice.  On  demande  à 
quelle  boutique  le  marchand  doit  donner  la  préférence.  Il  est 
évident  qu'on  doit  choisir  la  boutique  où  le  gain  effectif  de 
chaqne  année  sera  le  plus  fort.  Calculons  donc  ces  gains. 
Dans  la  !'•  boutique ,  100*  rapportent  20*  en  6  mois  ;..i*  rap- 
portera donc  en  6  mois  -^^  ou  -^^  ;  1*  vaudra  donc  après 
8  mois  ,  1*  plus  son  gain  -^^  ou  -—^  ;  et  comme  77*  exprimée 
les  jf  du  capital  1^^  on  voit  que  pour  trouver  ce  qu'une  somme 
vaut  après  6  mois ,  il  faut  en  prendre  les  •^.  Conséquemment  > 
le  capital  1^^  qui  vaut  j^  de  1^  après  6  mois,  vaudra aprè9 
un  an  ^  les  H  de  H*,  ou  j4o*'  On  trouverait  de  la  même  ma- 
nière ,  que  dans  la  a*  boutique  où  les  fonds  se  renouveUent 
3  fois  par  an  ,  un  capital  i**^  vaut^  à  la  fin  de  la  1'*  époque  » 
}y^;à  la  fin  de  la  a*  époque ,  ii^X  f?i  et  à  la  fin  de  la  3% 
Zi*  'v'  JJ.  -vr  1±    ftti  iJill* 

10     *^   \o  '^    io>  *"*  1000    • 

80.  En  général  ;  quand  à  la  fin  de  chaque  époque  ,  on  joint 
t intérêt  au  capital  ;  alors  pour  obtenir  la  valeur  du  capital  i^, 
après  un  certain  nombre  d époques ,  calculez  la  fraction  qui 
exprime  combien  i  * ,  argent  comptant ,  vum  à  la  fin  de  la 
i*"'  époque^  et  multipliez  le  capital  i^par  cette  fraction  abstraite 
autant  de  fois  facteur  qu'il  y  a  d unités  dans  le  nombre  des 
époques.  Cette  règle  est  celle  du  n°  64»  généralisée. 

Revenons  à  la  solution  de  notre  problème.  Comme  dans  la 
i**  boutique  i*  vaut  après  un  an  j|^^ ,  ou  1*  plus  1^*,  le 
bénéfice  de  1*  par  an  est-^*;  le  bénéfice  des  icoooo*  sera 
donc  100000  fois  ■^*,  ou  44ooo"'^>  *i  ^*^^  en  soustrait  la  dé- 
pense annuelle  gooo^,  le  reste  35ooo^  exprimera  le  bénéfice 
effectif  que  procure  annuellement  la  i"^*  boutique.  Dans  L^ 
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à*  boutiqae ,  i*  vaut  après  un  an  tI—^,  ou  i*  plus  -n^*;  U 
bénéfice  de  i*  par  an  est  donc  «nfe**  ^*  looooo^  procurew 
ront  donc  par  an  un  gain  égal  à  loooôô  fois  y^^,  ou  33iôô*; 
ai  Ton  en  dédtiit  la  dépense  annuelle  3ioo^;  il  restera  un  bénéfice  J 
effectif  de  Sooco*  par  an.  Ainsi ,  te  bénéfice  annuel  du  capital  ^ 
looooo*,  est  de  35ooo*  dans  la  V*  boutique  ,  et  de  3oooa*    ■ 
dans  la  fl';  on  doit  donc  préférer  la  \^  boutique  y  pui^qu'ofi 
y  g'ag««  par  an  5ooo*  de  plus  que  dans  là  seconde, 

81.  La  conclusion  précédente,  dépend  de  la  quantité  de 
fonds  placés  dans  le  commerce  ;  de  sorte  que  si  les  fonds  cban-r 
geaient ,  la  conclusion  pourrait  aussi  changer.  Pour  en  donner 
un  exemple^  supposons  que  tout  restant  d'ailleurs  égal  dans  la 
question  du  n°  79  ,  les  fonds  au  lieu  d'être  1 00000*,  ne  soient 
que  5oooo*  ;  les  bénéfices  au  lieu  d'être  ^006*^  et  33ioû*, 
ne  seraient  plus  que  aaooo*  et  i655o*;  si  Ton  ôte  la  dépense 
annuelle  de  chaque  boutique ,  qui  est  9000"'*'  et  Si 00*,  les  pestes 
i3ooo*  et  i345o*  expriment  les  bénéfices  respectifs.  On  doit 
donc  préférer  la  q'  boutique ,  puisqu'on  y  gagne  par  an  45o^ 
de  plus  que  dans  la  1^'.  Enfin  ,  si  le  marchand ,  au  lieu  d'avoir 
100000*,  n  en  avait  que  le  dixième  10000*,  alors  les  gains,  de-: 
Tenant  dix  fois  plus  pet;its,  seraient  44^^*  ^^  33io*i  mais  dans 
la  1" boutique,  où  le  gain  est 44^^^ >  la  dépense  est 9000*;  I4 
perte  effective  est  donc  de  4600^  pair  an.  Dans  la  a*^  boutique  ^ 
où  le  gain  est  33 1  o*,  la  dépense  est  3 1 00*,  le  gain  effectif  est  donc 
de  2 1  o*.  Ainsi ,  ai^ec  1 00000*  de  fonds ,  on  gagne  ylaV^  année , 
5ooo*  de  plus  dans  la  1^'  boutique  que  dans  la  2*;  avec  5cooo*, 
on  gagne  4^0^  de  moins  dans  la  1''  que  dans  la  2'  ;  enfin,  avec 
10000*,  on  perd  4600*  dans  la  première  boutique ,  tandis  qu'on 
gagne  210^  dans  la  a^.  La  comparaison  de  ces  résultats  prouve 
que  le  même  marchand ,  dans  la  même  boutique ,  peut  faire 
fortune  avec  de  grands  fonds  ,  et  banqueroute  avec  des  fonds 
inoindres.  Conséquemment ,  lorsqu'un  marchand  prend  le  fonda 
d'un  autre  qui  a  fait  fortune  ,  il  ne  doit  pas  en  conclure  quïl  y 
réussira  ;  car  tout  étant  d'ailleurs  égal ,  s'il  n'a  pas  autant  de 
fonds  que  celui  auquel  il  succède,  il  pourra  se  ruiner.  J'^ 
çx^  devoir  foytei^ent  iasister  sur  cçttç  qi^estiori ,  vu  son  iw« 
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pertance  et  le  faux  préjugé  qa*une  maison  bien  établie  est 
ég^ement  avantageuse  â  celui  qui  succède. 

Su.  Un  particulier  qui  doit  5ooo^  à  un  marchand  ^  offre  en 
pœfmnént  looo^  argent  comptant  plus  fiéfil&*  dans  un  an  ;  ou 
9856^  ilans  4  ons^  et  3oi5^  dans  5  ans.  L'argent  est  à  ao 
pour  loo  pcar  an,   et  l'on  a  égard  aux  intérêts  des  intérêts. 
Le  marchand  demande  quelle  est  l'offre  qui  lui  sera  la  pluç 
avantageuse.  Si  tous  les  payemens  s'effectuaient  à  la  même 
époque^  au  commencement  de  la  i'^*  année ,  par  exemple  ,  la 
question  n'oiFrirait  aucune  difficulté  ;  il  suffirait  de   calculer 
deux  sommes ,  Tune  des  payemens  relatifs  à  la  première  offre  , 
l'astre  de  ceux  qui  sont  relatifs  à  la  seconde  ;  la  somme  la 
plus  forte  correspondrait  à  l'offre  la.  plus  avantageuse  au  mar- 
ehand.  Il  suffit  donc  d'évaluer  cette  somme  en  argent  comp- 
tant ;  mais  d'après  la  règle  du  n®  65 ,  les  2458^  payables  dans 
un  an ,  valent  22048^  j  argent  comptant  \  les  a85o'  payables 
dans  4  ^uis^  valent  1374^  ^  comptant  ;  et  les  3oi5^  payables 
dans  5  anSj  valent    12211^  |^  comptant.  Effectuant    l'addi- 
tion  des  sommes  évaluées  en  argent  comptant  ^  on  trouvera 
que  la  1'®  offre  représente  3o48^  7  comptant  ^  tandis  que  la 
a*  ne  vaut  que  fl586*  ^  comptant  ;  c'est-à-dire  463*^  f^f  de 
moins  que  la  1'*.  On  voit  donc  que  ,poiir  le  marchand ,  Vavan-^ 
toge  delà  V*  offre  sur  km,*  y  est  de  462*  fgi  »  argent  comptant. 

83.  Les  calculs  étatit  d'autant  plus  longs  que  Jes  époques 
sont  plus  éloignées ,  on  abrégera  la  solution  précédente  ^  en 
rapportant  chaque  somme  à  une  même  époque  moyenne  entre 
la  1'®  et  la  5^  année.  En  effets  si  l'on'rapporte  tout  à  la  fin  de  la 
3*  année  ;  pour  revenir  à  la  fin  de  la  5®  et  de  la  4^  année  ^  à  la  fin 
de  la  3^  année ,  il  suffira  de  calculer  les  intérêts  des  intérêts  pour 
a  ans  et  pour  1  an^  tandis  qu'en  évaluant  tout  en  argent  comp* 
tant^  on  a  été  obligé^  pour  revenir  de  la  fin  de  la  5*  et  de  la 
4*  année  au  commencement  de  la  1'" ,  de  calculer  les  intérêts 
des  intérêts  pendant  5  ans  et  4  ans  ^  ce  qui  est  plus  long.  Si 
Ton  effectue  les  calculs  d'après  les  règles  des  n***  64  ®*  ^^  »  ^^ 
trouverapour  la  première  offre,  que  les  1000*  comptant  valent 
1728*  à  la  fin  de  la  3*  année ,  et  que  les  2468*  payables  à  la  fim 
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de  la  !'•  année ,  valent  35^9^  ^^  à  la  fin  de  la  3«  année  ;  de  sorti 
que  la  i"  offre  représente  6267* -jf  payables  à  la  fin  dé^U 
8*  année.  On  trouvera  de  la  même  manière ,  pour  la  a*  offre , 
que  les  siSSd^  payables  à  la  fin  de  la  4*  année  ,  valent  aSjS^ 
à  la  fin  de  la  3®  année  ,  et  que  les  Soi 5^  payables  à  la  fin  de 
la  5*  année  ^  valent  aogS^  |  à  la  fin  de  la  3*  année.  L'additkm  ^ 
des  deux  sommes  payables  à  la  fin  de  la  3^  année  ,  doxmera 
4468^  f  pour  la  [valeur  de^  la  a*  offre  rapportée  à  la  fin  de  la 
3*  année  ;  mais  à  la  même  époque  ,  la.i^'  offre  vaut  626'/^ ^i  , 
retranchant  la  a*  offre  de  la  i^«,  le  reste  798^  1^,  exprima 
l'avantage  de  la  1^*  offre  sur  la  seconde.  Cette  dernière  somme 
est  payable  à  la  fin  de  la  3*  année  ;  si  on  Té'^lue  en  argent 
comptant^  on  trouvera  46^^*  Wi'  L'avantage  de  la  i'*  offre 
sur  la  a',  est  donc  de  462*  |jj  argent  comptant.  Ce  dernier 
résultat  s'accorde  avec  celui  du  n®  82. 

84.  Un  propriétaire  fait  arracher  des  bois  et  les  remplace 
par  des  vignes.  Cette  opération  lui  sera-t-elle  avantageuse? 
■On  suppose  ;  1®  que  chaque  arpent  de  bois  donne  4^0*  de 
revenu  par  an ,  et  quil  en  coûte  35o*  par  arpent  pour  rem^ 
placer  les  bois  par  des  vignes;  2®  qu'un  arpent  de  vignes  coûte 
5o*  de  façon  par  an ,  qu'il  ne  produit  rien  les  trois  premières 
années  f  mais  donne  ^  la  4**  année  325*,  la  5*  5oo*,  et  enfin 
la  6^  année  et  toutes  les  suivantes  600*;  3"  que  l'argent  est  à 
10 pour  joc  par  an,  et  qu'on  a  égard  aux  intérêts  des  inté- 
rets.  Les  payemens  s'effectuent  à  la  fin  de  chaque  année,  • 
Comme  à  partir  de  la  6*  année ,  le  revenu  des  vignes  sure- 
passe  celui  des  bois,  on  est  porté  à  croire  qu'après  un  certain 
nombre  d'années ,  cette  augmentation  de  revenu  couvrira  . 
les  frais ,  et  qu'ainsi  la  nouvelle  plantation  est  avantageuse  ;  \ 
mais  il  faut  observer ,  que  le  propriétaire  se  prive  du  revenu  ' 
des  bois  et  des  déboursés  relatifs  à  la  vigae ,  que  ces  diffé- 
rentes sommes  lui  rapporteraient  intérêt,  et  que  par  consé-i- 
quent  les  vignes  ne  donneront  un  bénéfice  réel ,  la  €*  année  et 
toutes  les  suivantes ,  que  dans  le  seul  cas  où ,  à  compter  de 
cette  époque,  leur  revenu  surpasserait  celui  des  bois  réuni 
aux  intérêts  dQS  sommes  perdues.   La  difficulté  du  problèmt 
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te  confijste  donc  qu'à  évaluer  les  pertes  jusqu'au  moment  où 
le  revenu  de  la  vigne  devient  constant.  Pour  cela,  nous  remar- 
querons que  pendant  5  ans  le  propriétaire  perdra  le  revenu 
des  bois  et  les  déboursés  relatifs  à  la  vigne ,  dont  il  faut  ce- 
pendant déduire  les  revenus  de  la  4*  «t  de  la  5*  année  -,  et 
comme  on  ne  peut  comparer  des  sommes  payées  en  difTéreni 
temps  y  qu'en  les  rapportant  à  la  même  époque  ^  nous  rappor- 
terons à  la  fin  de  la  5*  année ,  toutes  les  pertes  et  les  produits 
de  la  nouvelle  plantation  pendant  5  ans.  Actuellement  que 
la  marcbe  est  tracée  ^  8uivon»-la  et  effectuons  les  calculs.  La 
i***  année ,  le  propriétaire  débourse  35o^,  pour  faire  remplacer 
les  bois  par  des  vignes ,  et  5o^  de  façon  de  la  vigne  ;  il  perd 
m  outre  les  4oo^  que  les  bois  lui  auraient  rapportés,  ce  qui 
fait  une  perte  totale  de  8oo^.  La  â^  année,  il  payera  5o^ 
pour  la  façon  de  la  vigne ,  et  sera  privé  du  revenu  4^0^  des 
bois  ;  il  en  résultera  donc  une  perte  de  45o^.  La  même  perte 
«ara  lieu  la  3*,  la  4*  et  la  5*  année.  De  sorte  que  pendant  les 
cinq  premières  années  les  pertes  payables  à  la  fin  de  chaque 
année  sont. . . . 

Cet  prîtes ,  rapportées  à  la  fin  de  la  cinquième  ann^,  deriennent  (  n*  64)9  ' 
ii7i*'ia8  ,  598*195  ,  544'*'f5  9  495*"  f  4^**' 

la  somme  des  pertes ,  rapportée  à  la  fin  de  la  5*  année ,  est 
donc  3a59*,73  ;  mais  la  4*  année  le  produit  de  la  vigne  sera 
SaS*,  qui  rapportées  à  la  fin  de  la  5*  année ,  deviennent  357*,5  ; 
ajoutant  à  cette  somme  les  5oo*  que  la  vigne  produira  la 
5*  année ,  on  aura  867^,5  pour  la  totalité  des  produits  de  la 
vigne  jusqu'à  la  fin  de  la  5^  année.  Cette  dernière  sonmie 
retrandiée  de  3û59^,73,  donnera  q4^2*^ù5  pour  la  perte  réelle 
du  propriétaire,  à  la  fin  de  la  5*  année,  ou  au  commence- 
ment de  la  6*.  Cette  somme  placée  à  10  pour  100  produirait 
a4o^,aa3;  qui  ajoutées  avec  les  4^0*  que  rapporteraient  les 
bois ,  donneraient  un  revenu  annuel  de  64o^|aa3  par  arpent. 
Mais  la  même  étendue  de  terrein  plantée  en  vignes ,  ne  don- 
nera que  600^  de  revenu  à  compter  de  la  même  époque  *,  on 
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toit  donc  enfin  qne-  le  reyena dit  propriétaire  sera  diminué^  t 
Compter  de  la  sisdème  année»  de  4<3^fda3  par  arpent;  et  pai? 
conséquent ,  il  tût  été  plus  avantageux  de  conserver  Im 
bois, 

La  reinarque  du  n*  83  conduit  à  une  solution  plus  abrégéei 
en  choisissant  une  époque  moyenne  y  entre  la  i*^*  et  la  5*  année  ; 
parce  qu'alors,  on  n'a  à  calculer  les  intérêts  que  pour  un  nombre 
moindre  d'années.  On  trouvera,  en  rapportant  tout  à  la  fin  de 
la  3*  année,  que  les  pertes. ... 

doo*",  450*",  ^So*",    450**   f    45o"'^> 

deviennent 

968-^,  495^  45o*   409*  n''  ^7'^  -?• 

La  somme  52693^117,  de  ces  cinq  derniers* nombres,  exprimer   ; 
la  perte  des  cinq  premières  années.  Les  gains  sont  les  reyenm    * 
5ia5*  et  5oo*  de  la  vigne  pendant  la  4*  et  la  5*  année ,  c'est-Â:*    ■ 
dire  325^  payables  à  la  fin  de  la  4^  année ,  et  5oo^  pajrablet 
à  la  fin  de  la  5*  année.  Ces  gains  rapportés  à  la  fin  de  la  3* 
année  deviennent  296*^  -^  et  4^3^  -^  ;  leur  somme  est  708*-^. 
Retranchant  le  gain  total.de  la  perte  totale ,  le  reste  1985^-^ 
exprimera  la  perte  réelle ,  en  argent  payable  à  la  fin  de  la  3* 
année.  Si  on  la  rapporte  à  la  fin  de  la  5'  année ,  elle  se  trou-*    ■ 
vera  de  q^oz^^qS  ;  résultat  qui  s*accorde  avec  celui  qu'a  donné 
la  première  solution. 

85.   Une  société  veut  faire  reconstruire  les  bâtimens  d'une 
manufacture.   Un  entrepreneur  offre  deux  projets,  l'un  d'un 
bâtiment  en  pierre ,  l'autre  d'un  bâtiment  de  bois  ;  on  connaît 
leur  prix ,  leur  durée ,  le  prix  et  V époque  des  premières  répor- 
rations  y  et  leur  rapport  avec  les  suivantes .  Le  taux  de  T argent 
est  connu.  On  demande  quel  est  le  projet  le  plus  avantageux 
à  la  société.  Comme  la  grandeur  des  nombres  ne  peut  nulle*  _t 
inent  influer  sur  la  nature  des  raisonnemens ,  nous  choisirons    ^ 
ceux  qui  ne  jetteront  pas  dans  de  trop  longs  calculs.  Nous    " 
supposerons  en  conséquence  y  que  le  bâtiment  de  bois  durera   ^ 
3  ans  ;  que  la  i**'  réparation  aura  lieu  au  commencement  de   j' 
la  a'  année  et  coûtera  i458*;  que  la  a'  réparation ,  qui  aurm  i 
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S0U  tm  commenjoementde  lu  9  année ,  sera  êCun  tiers  plus  forte; 
que  le  bâtiment  de  pierre  durera  6  ans;  que  la  i^'  réparatioit- 
iefera  au  commencement  de  la  éf  année  et  coûtera  i5od^ ; 
(fue  les  suivantes  auront  lieu  au  commencement  de  chaque 
(mnée  et  croîtront  d'un  dixième  ;  que  chaque  réparation  sera 
pcyêe  au  commencement  de  Vannée  où  elle  aura  lieu  )  que 
les  prioc  des  bâtimens  de  bois  et  de  pierre  sont  3ooo*  et  7200^; 
'  tpiils  seront  acquittés  par  payemens  égaux  au  commencement 
de  chaque  année  ;  et  que  le  bénéfice  de  la  manufacture  est  tel 
que  Pargent  se  renouvelle  chaque  année  et  rapporte  so  pour 
\QQ.,  On  doit  donc  avoir  égard  aux  intérêts  des  intérêts.  Les 
bâtimens ,  en  bois  et  en  pierre  ^  durant  3  ans  et  6  ans  ;  aprèi 
6 ans ^  le  l'^'aura  été  construit  deux  fois  ,  le  a*  une  fois,  et  tout* 
deux  seront  à  reconstruire.  Il  suffit  donc  de  considérer  ce  qu'ils 
coûteraient  jusqu'à  cette  époque  ;  parce  que ,  les  dépenses 
étant  les  mêmes  de  6  en  6  ans ,  le  bâtiment  qui  serait  le  plus 
Uvantageux  les  6  premières  années ,  le  serait  encore  les  6  an-< 
nées  suivantes ,  et  ainsi  de  suite.  Cela  posé  ;  si  tous  les  payemens 
qui  s'elTectuent  pendant  les  6  premières  années,  se  faisaient 
i  la  même  époque ,  il  suffirait  de  calculer  deux  sommes , 
l'une  des  payemens  relatifs  au  premier  bâtiment,  l'autre  de 
ceux  relatifs  au  second  \  la  plus  petite  somme  correspondrait 
au  projet  le  plus  avantageux.  Evaluons  donc  ces  payemens, 
pour  les  rapporter  ensuite  à  la  même  époque. 

Les  payemens  relatifs  au  bâtiment  de  bois ,  sont  ;  la  pre- 
mière année  1000^,  pour  lë  premier  tiers  du  prix  du  bâtiment 
de  bois  ;  la  deuxième  année  1000^  pour  le  second  tiers ,  du 
prix  du  bâtiment,  et.  1458*"  pour  les  premières  réparations, 
ce  qui  fait  en  tout  2458*  ;  la  3*  année  ,  les  réparations  ,  qui 
augmentent  d'uQ  tiers,  coûtent  i458*  plus  son  tiers  486*,  ou 
4944*  î  on  a  payé  en  outre  1000*  pour  le  3*  tiers  du  prix  du 
bâtiment ,  ce  qui  fait  en  totalité  2.944*-  Mais  après  ces  trois 
premières  années ,  on  reconstruit  le  bâtiment  pour  le  même 
prix.  Par  conséquent,  de  troi»  en  trois  années,  les  payemens 
sont  les  mêmes ,  ils  se  font  seulement  à  des  époques  plus  éloi- 
'|nées.  PouT  abréger  les  calculs,  nous  rapporterons  tout  à  la 
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fi^  de  la  3*  année.  Pendaiït  6  ans^  les  déboursés  payables 
commencement  de  chaque  année  sont . .  * 

a 

« 

^  iooo*,      î^SS*",^   2944*",     Joooif-,    a458* ,  5944^»'.  •' 

Ces  déboursas ,  rapportes  à  la  fin  de  la  troisième  ann<^c ,  deviennent 

1728  ,  3539^  -=  ,  353a^  I ,  looo'*',  ao48*"  5  ,  ao44**  -• 

Leur  Somme  est   iSSgS*  ^;  de  sorte  qu'en  rapportant^' 
tout  à  la  Gn  de  la  3'  année ,   on  voit  que  pendant  6  ans  la 
somme  des  déboursés  relatifs  au  bâtiment  de  bois  est  iSSgS^   ^ 

Pour  le  bâtiment  de  pierre  ,  les  déboursés   payables  aux  \ 
commencemens  des  6  premières  années  sont  { 

1106^   j  laoo*,  laoo"*'',  2700''^,  2850"*",    3015"^;  ^  * 

oes  déboursés  rapportés  à  la  Gn  de  la  troisième  année ,  deviennent  *   : 

3  3  • 

2073^  5  >  1728'''',  i44o^>  2700"'^,  2376*',  2093*'  ^  j 

Leur  somme  est  ia4io*  ts'  De  sorte  qu'en  rapportant  tout 
à  la  fin  de  la  3®  année  ,  le  bâtiment  de  pierre  coûte  id4io''^-^ 
pendant  6  ans.  Mais  à  la  même  époque  et  pour  le  même, 
temps ,  le  bâtiment  de  bois  coûte   iSSgS*  ^  ;  la  différence;. 
1482^1^,  entre  ces  deux  sommes,,  exprime  l'avantage  do- 
bâtiment  de  pierre  sur  le  bâtiment  de  bois.  Cette  différence- 
est  évaluée  à  la  fin  de  la  3®  année  ;  elle  vaut  858*  f^f^  ai^gent. 
comptant.  L'avantage  du  bâtiment  de  pierre  sur  le  bâtiment 
d$  bois ,  est  donc  de  858*  yf^  argent  comptant. 
.,  86.  .Dans  la  question  que  nous  venons  de  résoudre ,  les 
bâtimens  étaient  tous  deux  à  reconstruire  après  6  ans ,  parce 
que  l'un  durait  3  ans  et  l'autre  le  double.    Mais  souvent  la 
durée  d'un  bâtiment  n'est  pas  contenue  un  nombre  exact  de 
fois  dans  la  durée  d'un  autre;  il  faut  néanmoins  considérer 
les  payemens  jusqu'à  l'époque  où  les  bâtimens  seront  à  re-    i 
construire.  Comme  l'éloignement  de  cette  époque  influe  sur.    ' 
la  longueur  des  calculs,  il  est  avantageux  d'obtenir  la  plus    s 
approchée  ;  on  y  parviendra  toujours  en  prenant  le  plus  petit    4 
nombre  entier  ^  exactement  divisible  par  la  durée  de  chaqut    ^ 
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bitiment.  Par  exemple  ,  si  les  durées*  respectives  des  deux 
iâtimens  étaient  8  ans  et  la  ans  ^  comme  le  plus  petit  nombre 
entier  divisible  par  8  et.  par  m,  est  â4,  l'époque  la  plus 
i^rochée  serait  124  ans;  car  pendant  ce  temps  le  if"  bâti*, 
ment  aurait  été  construit  trois  fois ,  et  le  second  deux  fois. 

87.  Iles  peii^onnes  qui  auront  bien  saisi  1*  esprit  des  solutioiï^ 
dfls  problèmes  relatifs  aux  spéculations ,  seront  en  état  de  ri^ 
midre  toutes  les  questions  particulières  qui  dérivent' de  c«C 
àioncé  général  ;  déterminer ,  entre  un  nombre  quelconque  de 
ifécutations  ,  celle  qui  est. la  plus  Avantageuse*  Cela  se  réduit 
toujours  à  rapporter  ie^  f^ins  et  les  pertes  à  une  même  époque^ 
h  différence  entre  la  sommé  des  gains  et  celle  des  pertes,  de 
4^aque  spéculation  ^  fait  connaître  quel  en  est  V avantage  réel'; 
^rs  la  spéculation  qui  donne  le  plus  de  bénéfice  est  réellemeff^ 
la  plus  apantageuse.':Qm  abrège^  tes  calculs,  en  rapportant  toufi 
é  une  époque  moyenufi. 

Rapports  directs  et  inverses. 

"  fis.  '  L*eiKameA  ^att«ftti£  des  problèmes  que  nous  venons  de 
ifaoudre,  conduit  à  dé^  remarques  impoi;tantes  sur  lanatom 
tfai  relation^  qui'  existait  entre  les  causes  tt  le». effets  qu*ellei 
déterminent.  On  en  distingue  de  deux  èspèées  ;  ^âr  exemple; 
pftis  il  7 -a  d'ouvriers^  plus  il  y  a  d*ouvrage  fait  ;  et  au  contraire  , 
pbi$  il -y  a  d'ouvriers^  moins-  ils  mettent  de  temps  à  faire  une 
même  quantité  d*euvrage.  Dans  le  \^^  cas,  on  dit  que  les 
métrages  faits  sont  dans  le  rapport  direct  des  nombres 
t ouvriers',  et  dans  lé  second,  que  les  temps  employés  à  faire. 
h  même  ouvrage ,  sont  dans  le  RAPPORT  inverse  des  nombres 
^ouvriers. 

89.  En  général ,  unrapport  est  direct  quand  le  plus  grand 
effet  répond  à  la  plus  grande  cause;  et  un  rapport  est  inverse, 
^Bumd  le  plus  petit  effet  répond  à  la  plus  grande  cause.  La 
ceandération  des  rapports  directs  et  inverses  étant  de  la  plus 
puda  importance ,  nous  allons  traiter  cette  théorie  avec  tout 
le  soin  qu'elle  mérite. 


1 

] 
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90.  Pour  exprîmejr  qu'une  quantité  est  triple  d*uiie  atitfi| 
On  dit  que  hi  i*"'  est  à  la  a*  dans  le  rapport  de  3  à  1 ,  ou  Comme 
S  est  à  1  ;  ce  qui  signifie  que  la  1'*  quantité  contient  autant  d« 
Ibis  la  2^,  que  le  1^'  nombre  3,  contient  de  fois  le  2*  nottibri 
1 ,  c'est-à-dire  3  fois  ;  ou  encoire  qu^  3  est  le  triple  de  1  > 
comme  la  1^^  quantité  est  triple  de  la  a®.  De  sorte* que  lé 
rapport  de  3  à  1  est  3  divisé  par  1 ,  ou  3.  Les  nombres  ?  6t:) 
«e  nomment  les  deux,  ^erme^  du  rapport;  3  est  l'antécédeni ,  . 
1  est  le  conséquent.  ......  ^  ^ 

iPar  analogie  i  pour  exprimer  qu'tine  quantité  es^iév*|'d^i  ~ 
filtre,  on  dit  que  la  1'®  quantité  est  à  la  a">  dans  le  rappM  7 
des  nombres  3  et  4«  ou  comme  3  est  a  4;  ce  qui  signifie  qâk  : 
la  i**^*  quantité  contient  autant  de  fois  la  a* ,  que  le  i*'  notiÂift  c 
B' contient  de  fois  le  â^^ nombre  4  V  c'est^à^ré  ^'de  fois;  et  i, 
^core  que  lé  quotient  de  la  .i^'<{oantité  par  la  â*  eat'|  '.: 
comme  celui  du  i®**  nombre  3  par  le  û^  nombre  4  S  -^  ^ 
enfin  que  le  i^"^  nombre  3  est  les  |  du  a*  nombre  4>  comi&e  \î 
la  i*"^*  quantité  est  les  |  de  la  seconde*  '  .  ): 

91 .  £n  général ,  le  rappbrt  entre.  dm:^'tiuatiMHé^.^t  le  quo» 
tient  de  la  première  par  la  secondé.  Or  un^  fraction  Ç3qpr^aejlf 
quotient  de  la  dirision  ^  de  son  numérateur  par  soa  4éfiPr 
«miçateur  (A.  n*  io5  ).  Un  rapport  est  donc  eocptimé^p^ 
une  fraction,  qui  a  ptairmianérateurlè^f^  termë^  nfpp^ 
"étpour  dénominat&ir  le  su'  ternie J /De  jsovte  que,  lo^^itre.vfi^ 
fz  été  démontré  en  arithmétique  sur  les  fhactions  pluSigmndfifi 
^t  plus  petites  que  l'unité ,  s  applique  aux  rapports.  Jim^  w» 
fraction  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  multiplie  dtt\(âiyfk0 
«es  deux  termes  par  un  même  nombre ,  et  elle  change  de  T^ent  ' 
lorsqu'on  augmente  ou  diminue  ses  deux  termes  d'un  -  ïo&ïii0  ' 
nombre  (B.  n°âai)  ;  conséquemment;  v        *^ 


>•» 


92.  Un  rapport  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  en  mulr^  ^^ 


tiplie  ou  divise  les  deux  termes  par  un  même  nombre.    jUfk 
rapport  change  de  valeur  lorsqu'on  en  augmente  au  dtmim^''^ 
les  deux  termes  d'un  même  nombfp^  Ces  principes  seryeat  Ai 
simplifier  les  rapports.  En  effet  j  .    , 


A     i'  A  L  C  s  tt  A  ê:  4ff 

;  1*.  Quand  les  termes  d'un  rapport  sont  des  fractions ,  en  les 
réâuiscmt  au  même  dénominateur  et  supprimant  ensuite  /« 
dénominateur  commun ,  on  ne  change  pas  la  valeur  du  rap^ 
port  ;  car  cela  resiient  à  multiplier  ses  deux  termes  par  le  de- 
nommateur  commun ,  et  les  deux  termes  'deviennent  des  nombres 
entiers  ;  ainsi "^  le  rd^port  de  f  à  |  est  le  même  que  celui  de 
^  à  tI^  pu  de  lo  à  la  ;  et  «su  eiFet^  le  quotient  de  |  par  |  est 
77^  comme  celui  de  lo  par  12.  On  yerra  de  même  que  \  est 
à  j  comme  «^  est  à  -^ ,  conmie  4  ^t  à  3. 

fl^.  Quand  les  deux  termes  d'un  rappbrt  ont  un  facteut 
commun ,  on  peut  le  supprimer  sans  changer  la  valeur  du  rap^ 
port ,  car  cela  revient  à  en  diviser  les  deux  termes  par  lefacteut 
commun  ;  le  rapport  est  àlùYs  exprimé,  en  termés'plus  simples. 
Absi  y  le  rapport  de  36  à  48 "est  It  même  que  celui  de  3  à  4» 
que  Ton  obtient  en  divlsatit  îe»  deux  termes^  du  i'*^  rapport 
jwr  leur  facteur  commun  'ib;  cela  est  df'iâîlieùrs  évident^  câc 
5  est  les  J  de  4,  coîhme  36  est.les'Jde'48>  le  rapport  de  3  à 
4  est  donc  égal  i  celui  de  39  à  48  ^  ce  "^'ôn  exprime  en  di-*- 
«ant  que 

5  est  à  4  cotrirne  36  est  à  '4S. 

gS.  En  général ,  pour  réduire  un  rapport  à  sa  plus  simple 
expression  ,  il  suffit,  après  avoir  transformé  ses  termes  en  nom^ 
bres  entiers  (n®92.  1®),  de  diviser  ces.  nombres^  par  leur  plus 
pvnd  commun  diviseur.  S*i\  s'agissait  du  rapport  de  ^  à  ^  7 
on  réduirait  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur^  ce  qui 
donnerait  -^^  et  1^^.  Le  rapport  demandé  est  donc  égal  à 
celui  de  -^^  à  •^■^,  bu  de  3r20  à  4680.  Divisant  les  deux 
termes  de  ce  dernier  rapport  par  leur  plus  grand  commun  di- 
Tisenr  iSGo^  les  qvotiens  2  et  3  exprimeront  que  le  rapport 
donné  de  ^  à  ^  est  le  même  que  celui  de  2  à  3.  On  peut 
d'ailleurs  s'en  convaincre  directement,  car  2  est  le»  |  de  3, 
comme  ^  est  les  f  de  if.  (  les  |  de  i|  sont  ^  ou  |  ou  ^  ). 
On  parvient  au  même  résultat  en  réduisant  les  ternies  du  rap- 
port à  leur  plus  simple  expression;  car  les  fractions  ^,  ^, 
devenant  ^  et  -^  ;  le  rapport  demandé  est  celui  de  ^  à  — ,  oii 
de  ^  à -^^  ou  de  a  à  3. 


4»  I  !f  T  K  O  D  U  C  T  I  6  N 

On  trouvera  de  la  même  manière ,  que  le  rapport  de  3 

455  est  égal  à  celui  de  5  à  7  ;  ce  qu'on  exprime  en  disant  < 

32  5  est  à  455 ,  comme  5  est  à  '/. 

L'ensemble  de  ces  quatre'  termes  se  nomme  proportion 

94-   ^^^  PROPORTION  est  doncformée  par  t égalité  de  < 

■  rapports.   Ainsi,  les  fractions  ^,  g|,  étant  équivalentes 

rapport  de  â  à  3  est  égal  à  celui  de  âo  à  3o  ^  Tégalité  d< 

deux  rapports ,  forme  la  proportion 

^  est  à  ^  comme  30  est  a  3o  ^ 
elle  exprime  que 

3  divisé  par  Z  est  égal  à  20  divisé  par  3o. 

â  et  3  forment  l'antécédent  et  le  conséquent  du  i^*^  rapj 

âo  et  3o  sont  Ycaitéçédentetle  conséquent  du  2^  rapport; 

l3o  se  nomment  hSiextrém^  ;  3  et  ao  sont  les  moyens. 

.  abréger ,  on  e^t  coQvenu  que  deux  pojbats  ainsi  placés  l  fl 

^  fient  est  à  ou.  dii/isé  par ^  et  quatre  points  ainsi  disposés  : 

gnifient,  comme f. on  égoL  D'après  ces  conventions,  la 

portion .... 

2  est  a  Z  comme  3o  est  àZo^ 

...»    » 

s'écrit  de  cette  manièxe  abrégée , 

a     :      3       ::       ao      :      3oj 
ce  qui  iiguifîe  que 

a  divisé  par  3  est  égal  a  ao  divisé  par  3o. 

L'égalité  de  plusiéiarâ  rapports  s^écrit  de  la  même  mar 
par  exemple  les  rapports  f ,  f ,  ^,  étant  égaux,  on  écrii 

a  :  3  :  :  4  ^  6  :  :  14  '  ^i< 
Cela  iignifie  que 

a  e*«  à  3,  commet  est  a  6  ^ comme  14  esta  ai. 

Les  proportions  jouissent  de  propriétés  importantes  ; 
}a  démonstration  complète  de  ces  propriétés  étant  du  r 
de  V Algèbre^  nous  ne  nous  en  occuperons  que  dans  la  se< 
partie  des  Elém'ens  d'Algèbre. 

gS.  Le  rapport  entre  deux  nombres  exprime  quelle  pa 
premier  nombre  est  du  second.  Ainsi ,  le  rapport  -  ,  entr 
4j  exprime  que  3  est  les  \  de  4- 
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^.  tàonqvfùn  iwaltiplie  ou  divise  une  somme  par  un  nombre^ 
ks  parties  de  cette  somme ,  pour  conserver  les  mêmes  rapports, 
AÂmU  étrm  multipliées  cm  divisées  par  le  même  nombre. 

inâi  par  exemple,  la  étant  la  soinme  des  parties  5  et  7» 
dont  le  rapport  est  ^;  a  fois  la  est  la  somme  des  parties  a  fois 
S  et  a  fois  7,  dont  le  rapport  est  encore  «^  ou  f  • 

Appliquons  ces  principes  aux  exemples  soivans. 

97.  Partager  S5  en  deux  parties  qui  soient  dans  le  rapport 
deZ  à  4»  ^^  comme  3  est  à  ^;  ou ,  ce  gui  revient  au  méme^ 
partager  35-  en  deux  parties  proportionnelles  aux  nombres  3 
et  4*  Comme  3  est  les  |  de  4  >  1^  1'*  partie  doit  être  les  |  de 
la  a*  ;  et  la  somme  de  ces  parties  doit  composer  le  nombre  35 
i  partager.  Cherchons  donc  à  remplir  ces  deux  conditions.  •  • 


Si  le 

àptrtager 


était 


Lt  ir«  partie 
serait 


La  a«  pfitM 
ftcrait 


Le  rapport  leraic 


3  plos  ^,  QVL    7, 
35  fois  t ,  on  35 , 


3, 


la 7* de 3.  ou    -, 

35  fois  -,  on  i5 ,  35  fois  ^,  ou  se 

7  I  7 


T 


4. 

le7«de4#oa     *, 

MS  3. 


3 
3 

V 

i5       3 

20      4 


mm» 


*m 


t^^Êmmm 


Pour  former  ce  tableau,  on  a  dit  :  â  le  nombre  à  partagef 
I  ^t  3  plus  4  ou  7 ,  la  1'*  partie  serait  Z,  et  la  seconde  5  \ 
'  eonséqa^mmenty  si  le  nombre  à  partager ^tait  le  7*  de  7»  ou  1 , 
les  parties  devant  conserver  le  même  rapport ,  seraient  7  fois 
{las  petites ,  c'est-à-dire  f  et  f  ;  or  le  nombre  à  partager  est 
t5 fois  1  y  ouZb  y  les  parties  sont  donc  35  fois  ^  et  35  foisf ;* 
e'est-à-dire  i5  et  ao.  Ces  parties  satisfont  à  toutes  les  condi» 
tàons  du  problème ,  car  leur  sonmie  compose  le  nombre  35 
i  partager,  et  la  1'*  partie  étant  les  |  de  la  a*,  on  a  . 


la  Vipariie  l  lao*  ::  3  î  4i'^ 
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g8.  Partmger  35  «/i  deiLx  parties  qui  soient  entre  elles ^  comfn0 
3  est  à  5.  Voici  le  calcul. ... 


SIS 


n^ 


Si  le  nombre 
■%.  partager  était 


I 


3plas5,OQ...  8, 
le  8*  de  8,  ou  i, 
35  fois  Xy  on  35^ 


La  1^*  partie 
aérait 


3, 


La  3*  serait 


5, 


le  8«de8,  ou  -» 


.  3 


io5 


-    r\ 

Ie8ttde5,oa     g, 


.  5 
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35  fois  g,  ou  -g-,  35  fois  g  y  ou  -|-, 


Le  rapport  lenût 


3 

S' 

3 

r 

io5  3 

— =  9  on  -s» 
175  5 


a 


i 

1 

] 


Les  parties  demandées  sont  donc  ^  et  ^  ;  elles  satkfont  ..^ 
aux  conditions  du  problème ,  car  leur  somme  est  -^  plot^^ 
ou  ^^  ou  35  ;  et  leur  rapport  se  réduit  à  | ,  puisque. .  • 

^:^  ::  io5: 175  ::  3:5. 

99.  Partager  45  en  trois  parties  proportionnelles  aux  nômr 
ires  3,  5^  7.  Cela  signifie.. . . 

que  la  somme  des  trois  parties  doit  être  45  , 
que  la  ]'•  doit  être  k  Ja  d*  comme  3  est  à  5^*  I 

qne  la  f  doit  être  k  la  3«  comme  3  esc  à  7, 
et  qné  la  a*    doit  être  à  la  3*  cotnme  5  est  à  7.  ; 

Les  parties  doivent  donc  satisfaire  à  ces  quatre  conditions  $ 
4iais  il  est  facile  de  prouver  que  la  dernière  condition  nVst 
qu'une  conséquence  des  deux  précédentes ,  de  sorte  qu'il  suf- 
fira d'exprimer  que  les  trois  pitiés  demandées  satisfont  aux 
trois  premières  conditions.  En  effet, 

5 
'    La  !*•  partie  étant  2i  la  a*  comme  3  esc  à  5^  oa  comme  i  est  II  «f 

.    et  là  i^^  partie  ëtant  à  la  3«  comme  3  est  à  7 ,  ou  comoM  t  est  à  ^|.'   _ 

ijsunfiuke 

*  ■■  5 

qofi  la  a«  partie  est  les  a  de  la  !'•, 


fteac  cofio... 


èl  que  U  3*  partie  est  les  ^  de  la  !'•. 
u  a*  pwtn  «t  i  )•  j*  ::  }  ?  I  ::  f  :  > 


'4. 


) 


\ 


'à  % 
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inii ,  pour  partager  45  en  trois  parties  proportionnelles  aux 
tambres  3,5,7/  il  suffiM* exprimer  que  la  somme  des  parties 
Srt  45/  que  la  i^*  est  à  la  Si*  comme  3  est  à  5;  et  que  la  i^' 
tst  à- ta  5*  isomme  5  est  à  y. 

'  loo.  D*après  cela ,  tout  ce  qui  a  été  éUt  sur  le  rapport  entre 
deax  nombres,  s'applique  à  une  suite  de  rapports  entre  plu- 
tieurs  jtombres ,  de  sorte  que  si  le  nombre  à  partager  devient 
un  cèttûin  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit ,  ses  par-^ 
ies,  pour  conserver  les  mêmes  rapports,  doivent  devenir  le 
même  nombre  de  fois  plus  grandes  ou  plus  petites.  Ces  re- 
marques conduisent  au  calcul  suivant. .  • 


Si  1^  nomîire 
à  partager  ^tait 


3pl.  5  pi.  7,  ou  i5, 
ki5*<lei5;oa    i, 

45  fois  I  y  ou  45; 


La  i>^«  partie 
serait 


3 
45  fois-^i  ou   9, 

10 


La  a*  serait 


5 


le  i5®(îe5,ou-=, 

19 

45  foî»-r,  ou  l5, 


La  3*  serait 


7 
le  io«de7,ou-^i 

45  fois-^,  ou  ai. 


'  Les  parties  demandées  sont  donc  9,i5 ,  ai.  Elles  satisfont  à 
kmtes  les  conditions  du  problème ,  car  leur  somme  est  45;  et^ 
enles  divisant  par  3,  ce  qui  ne  change  pas  leurs  rapports  (n^ga)^ 
taretreiiye  les  nombres  3,  5,  j%  De  sorte  que.  • . 

La  i'«  partie  :  la  a»  :  la  3«  ::  3  :  5  :  7r 

.101.  Si  l'on  proposait  de  partager  45oo  en  pattiêS  ptopor- 
iomielles  aux  mêmes  nombres  3,  5,7;  comme  le  nombre  à 
'partager  serait  ibo  fois  plus  grand  ,  les  parties  seraient  100  fois. 
^  g;rànâes;  elles  deviendraient  donc  900,  i5bo,  et  aïoo. 

10a.  Partager  78  en  trais  parties  telles ,  que  la  i'*  soit  à  la 
V,  comme  a  est  à'3;  et  que  la  1^'  soit  d  ta  3'  comme  5  est  à  7. 
Celte  question  se  ramène  facilemefat  à  la  précédente ,  car  il 
aaffit  de  chetcher  quelles  seraient  les  parties,  si  la  !'•  était 
rmiité.  Or,  d'après  l'énoncé ,  la  a*  partie  est  les  |  de  la  1"  , 

la  3^  est  les  i  de  la  i"  ;  conséquemment ,  si  la  1"  partie 


/ 
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était  1 ,  la  a*  serait  f ,  et  la  3*  serait  ^  ;  les  parties  demai 
doivent  donc  être  proportionnelles  au^  nombres  i ,  f  9 1  • 
simplifier ,  on  multipliera  ces  nombres  par  16  ^  ce  qui  ne  cl 
pas  leurs  rapports ,  et  la  question  sera  enfin  réduite  i  par 
78  en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  10,  1 5 
Raisonnant  comme  dans  le  n^  99  ^  on  dira  ;  si  le  nombre  à 
tager  était  10  plus  i5  plus  14,  ou  39,  les  parties  seralen' 
i5  et  i4>  sî  1<^  nombre  à  partager  était  1 ,  les  parties  ser 
7?>  fl'  il  >  °^^  ^®  nombre  à  partager  est  78  ^  les  p. 
demandées  sont  doue  égales  aux  précédentes  multipliées  pa 
Ainsi  y  la  i"^*  partie  je5t.78  fois  ^,  ou  20;  la  a*  est  78  foi 
ou  3a;  et  la  3*  est  78  fois  -jf ,  ou  28.  Les  parties  ao,  3o 
satisfont  à  toutes  les  conditions  du  problème ,  car  leuf  so: 
est  lé  nombre  78  à  partager  ;  et 

la  !'♦  partie  :  la  a*  ::  20  :  3o  :  :  3  :  3; 
la  ir«  ^rtie  :  la  3*  ::  ao  :  a8  ::  5  :  7. 

io3..  Si  y  les  parties  conservant  les  mêmes  rapports ,  le  noi 
c  partager  devait  être  100  fois  78 ,  ou  7800  ;  les  parties^  de 
^tre  160  fois  plus  grandes^  seraient  acx>o ,  3ooo ,  aSoo. 

io4*  Ce  qui  précède  donnant  une  idée  exacte  des  rap| 
tSrects  y  et  mettant  â  même  de  résoudre  toutes,  les  quest 
relatives  à  ces  rapports,  il  est  naturel  de  cbercher  kfain 
pendre  la  théorie  des  rapports  inverses ,  de  celle  des  rapf 
-directs.  Poui:  J  .parvenir ,  nous  résoudrons  le  problème  sui\ 

io5.  T^fiis  hommes  ont  fait  un  ouvrage  en  J^  jours,  d 
Jfienfaudrai^ild  hommes  pour  faire  le  même  ouvrage  en^joi 
Sien  4  ]Oiirfc,rouvrage  est  fait  par  3  hommes,  en  1  jour  F 
vrage  sera  fait  par  la  hommes  ;  en  3  jours  Touvrage  sera 
par  4  honunes.  Le  même  ouvrage  sera  donc  fait. .  • 

eu  4  jonn  ^ar  3  hommes  » 
'OU  eh  ^  ionn  par  4  hoi9mes. 

On  voit  donc  que  les  temps  employés  à  faire  le  même  < 
^age  étant  4  jours  et  3  jours ,  les  nombres  d'ouvriers  con 
f  ondans  soixt  3  et  4  ;  de  sorte  que  les  temps  emplojrés  i  £1 
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e  oorrage  étant  comme  4  est  à  3 ,  les  nombres  d*oa* 
rocTcspoadans  sont  comme  3  est  à  4-  Mais  Us  temps 
»  dfitire  le  même  ouvrage  so¥U  dans  le  rapport  inverse 
ibres  JP ouvriers  (n"*  88).  0  est  donc  prouvé  que. .  • 

â  ni  nppoit  invene  est  comme 4^**^  3» 

le  ifyutt  diiect  coneqpoodâat  eit  comme  3  cu  à  4* 

On  en  déduit  cette  règle  générale  :  Pour  passer  d'un 

inverse  au  rapport  direct  correspondant ,  il  suffit  de 

r  f  ordre  des  termes  du  premier  rapport ,  c'est-à-dire  de 

le  i'^  ferme  à  la  place  du  a' ,  et  le  ^*  à  la  place  du  i^.. 


ipoTts  rnicftcs  ^tanC. .  •  • 

comme  4  est  à  3 ,  ob  comme  5  est  à  7 , 
xti  dûedi  eorrespoDdani  sont. . .  • 

comme  3  est  à  4}  ou  comme  7  est  à  5* 

mz  quantités  sont  comme  7  est  à  g  ;  leur  rapport  direct 
leur  rapport  inverse  sera  celui  de  g  i  7 ,  ou  |. 
En  général ,  si  le  rapport  direct  de  deux  quantités  est 
éjHxr  une  fraction ,  le  rapport  inverse  de  ces  quantités 
al  à  la  fraction  renversée. 

Les  sohitioQs  des  problèmes  précédens  se  déduisent 
plus  grande  facilité  de  la  théorie  des  rapports  ;  mais 
iter  des  répétitions  inutiles,  nous  ne  considérerons  qu'un 
ne  de  chaque  espèce. 

Dans  la  question  du  n^  ig  >  où  il  s'agissait  de  trouver 
de  5  aunes  .de  drap;  les  122  aunes  coûtant  48^*  On 
Merver  que  les  prix  étant  proportionnels  aux  nombres 
;  comme  5  est  les  -^  de  12 ,  le  prix  des  5  aunes  est 
!u  prix  48*  de  12  aunes,  c'est-à-dire  ao*. 

Dans  le  n^  22,  il  s'agissait  de  trouver  combien  on  au^ 
unes  de  drap  pour  20^ ,  les  12  aunes  coûtant  48^.  Les- 
s  d'aunes  de  drap  étant  proportionnels  aux  prix  \  comme- 
les  fl  de  48 ,  pour  20*  on  aura  les  ^  de  ce  qu'on  » 
J*>  c'est^-dire  les  f|  de  12  aunes  ^  ou  5  aunei. 
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i  1 1 .  Dans  le  n""  27 ,  où  il  s'agissait  de  trouver  l'ouvrage 
ouvriers ,  lorsque  4  ouvriers  font  20  toises.  On  dira"  :  les 
vrages  sont  proportionnels  aux  nombres  d'ouvriers  ;  mais  j 
les  I  de  4>  louvrage  des  9  ouvriers  sera  donc  les  |  des  âQ  toi 
faites  par  4  ouvriers ,  c'est-à-dire  45  toises. 

Dans  le  n^a^  ,  où  3  hommes  ayant  fait  un  certain  ouvragii 
Z  jours,  on  demandait  combien  il  faudrait  employer  d^hor/M 
pour  faire  le  même  ouvrage  en  4jaurs  ;  comaie  les  temps  e^ 
ployés  à  faire  le  même  ouvrage ,  sont  en  raison  inverse  (^  4 
nombres  d'ouvriers  ,  les  temps  étant  dans  le  rapport  de  81^ 
les  nombres  d'ouvriers  correspondans  sont  dans  le  rapporta 
verse  ^  c'est-à-dire  comme  4  est  à  8.  Mais  8  est  le  double  dei 
le  nombre  d'ouvriers  cherché  sera  donc  le  double  de  3  >  oui 

Dans  le  n''  t»4  >  ^^  demande  combien  il  faut  prendre  d'aun 
de  toile  â  |  pour  doubler  3o  aunes  de  drap  à  |.  La  solutil 
de  ce  problème  se  déduit  de  la  théorie  des  rapports  inversés,  t 
.  effets  pour  couvrir  une  surface  donnée^  il  faut  d 'autant  pi 
d'aunes  de  toile  que  la  toile  est  moins  large  ;  conséqaemmei 
pour  former  la  même  surface ,  les  nombres  d'aunes  doivent  é 
en  raison  inverse  de  leurs  largeurs;  mais  les  largeurs  de  la'bc 
et  du  drap 'sont  comme  f  est  à  |,  ou  comme  5  est  à  6  ; 
pour  couvrir  la  même  surface  ,  les  nombres  d'aunes  de 
et  de  drap  doivent  être  dans  le  rapport  inverse  de  5  â  6  ^  ,0^4 
à-dire  comme  6  est  à  5  ;  mais  6  est  les  |  de  5  ;  la  quantkélf' 
toile  demandée  est  donc  les  |  de  3o  aunes  ^  ou  3S  aunes.  - 

112.  Dans  la  question  du  n^  4^>  ^^^  gains  sont  propoi 
nels  aux  mises  ;  on  obtiendra  donc  ces  gains  en  partage 
gain  total  4^00^ ,  en  parties  proportionnelles  aux  mises! 
5oo* ,  700*  ;  mais  ces  mises  sont  entre  elles  comme  leurs 
tièmes  3 ,  5 ,  7.  Il  suffit  donc  enfin  de  partager  45oo*  en 
proportionnelles  aux  nombres  3,5,  7  ;  ces  parties  sont  ^^ir- 
45oo*,  et  2100*  (jf  101);  qlles  expriment  les  gains  chei 


(■»}  Le»  e^pres^ioà»  rapport  inve/sç  Qt  raison  inverse  «ont  synoniioer  ^' 
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:  ii3.  TJn  homme  laisse,  en  mourant,  jSoo^  à  sa  femme  enceinte, 
\   à  condition  que ,  si  elle  a  un  fils ,  elle  prendra  3i  ao^ ,  et  lejiû 
.    U.reste  4680*  ;  et  que ,  si  elle  a  une  fille,  la  mèreprendra  3a5o*, 
H-lafiile  le  reste  455o^.  Elle  accouche  dunjils  et  d'une  fille. 
Il  s'agit  de  découvrir  comment  on  peut  satisfaire  aux  volontés 
du  testateur.  Puisque  la  somme  7800^^  qui  devait  n*être  par- 
tagée qu'entre  deux  personnes ,  doit  Tétre  entre  trois ,  les  par- 
lies  ne  'peuvent  plus  être  les  mêmes.  On  doit  donc  chercher 
tctÔB  parts  qui  conservent  entre  elles  les  rapports  énoncés  dans 
^    le  '  testament  ^  et  dont  la  sonune  compose  Théritage  7800^. 
^   Mais. ... 

't    '■      : 

Lft  part  de  la  mère  :  ceUe  dn  fils  :  :  3i7oif  :  4680''^  :  :  9.  i56o  :  3.  i566  ::  a  :  5  f 

LapuTtdelaiiièreicelledela  Glle  ::3j5o'^:  4S5o^::5.G5o    .-7.650    ::5:7. 

Conséqnemment ,  si  Ton  considère  la  part  de  la  mère  comme 
h  1'*,  celles  du  fils  et  de  la  fille  comme  la  a*  et  la  3* ,  la  ques- 
tion sera  réduite  à  partager  7800^  en  trois  parties  telles ,  que  la 
l^'soit  à  la  a'  comme  2  est  à  3,  et  que  la  1^*  soit  à  la  S' comme 
Sest  à*^.  Ces  parties  sont  aooo*,  3ooo*  et  a8oc*  (n*  io3)  ;  elles 
expriment  les  parts  respectives  de  la  mère ,  du  fils  et  de  la  fille. 
Elles  satisfont  à  toutes  les  conditions  requises  ,  car  leur  somme 
compose  Théritage  7800''^  ;  la  part  de  la  mère  est  les  |  de  celle 
,  dn  fils  ^  comme  3iao^  est  les  §  de  4680^ ,  et  la  part  de  la  mère 
est  les  f  de  celle  de  la  fille ,  comme  3a6o^  est  les  f  de  455o^. 

il 4*  Dans  quelle  proportion  doit-on  mêler  de  la  poudre  à 
^^  la  livre  avec  de  la  poudre  à  \JI(^  la  livre ,  pour  que  la  livre 
du  mékuige  revienne  à  ao*^  ?  On  prendra  arbitrafrement  le 
■  nombre  des  livres  du  mélange.  Ajant  choisi  10  livres,  par 
:  exemple ,  on  trouvera ,  comme  dans  le  n®  5^ ,  que  le  mélange 
de  10  livres  doit  être  composé  de^fitt  à  24*^  et  de  4^)  à  14^; 
de  sorte  que  le  rapport  demandé  est  celui  de  6  à  4»  ou  de  3 
■'  i  s.  Ce  rapport  étant  déterminé ,  si  on  voulait  former  un  mé* 
lange  de  aSfe;  on  diviserait  aS  en  deux  parties  proportionnelles 
aux  nombres  5  et  2;  ce  qui  donnerait  i5  et  10  ;  on  en  conclu^ 
T^it  que  le  mélange  de  a51b  à  ao^  la  livre  ^  doit  être  composa 
de  ibh  à  a4*^  et  de  lotb  à  i/^. 
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1 15.  Un  courtier  offre  à  un  marchand^  des  vins  de  'Bordeaux^ 

Champagne  ,  Bourgogne ,  et  Malaga  ^  dont  les  prix  respectifs 

sont  40-^  >  i6^>  lOr^  et  5o^  la  bouteille.  On  suppose  ^  que  les  quor* 

lités  des  vins  de  Bordeaux  et  de  Champagne  sont  comme  4  ^ 

à5;  que  les  qualités  des  vins  de  Champagne  et  de  Bourgogne iont 

tomme  5  est  à  2  ;  que  les  qualités  des  vins  de  Bourgogne  et  de 

Malaga  sont  comme  q  est  àg  ;  et  que  le  marchand  vendra  ces 

vins  en  raison  de  leurs  qualités.  On  demande  quel  est  le  vin  dont 

la  vente  procurera  le  plus  de  bénéfice  au  marchand.  Puisque  le 

marchand  vendra  ses  vins  en  raison  de  leurs  qualités ,  les  rap-» 

ports  des  prix  de  vente  sont  les  mêmes  que  ceux  des  qualités; 

pous  pourrons  donc,  en  partant  du  prix  de  vente  du  vin  de 

Bordeaux ,  en  déduire  y  à  l'aide  des  rapports  établis  entre  lee 

qualités ,  les  prix  de  vente  des  autres  vins.  Comparant  alors  ces 

derniers  prix  avec  les  prix  d*achats^  nous  verrons  quels  sont  le^ 

vins  dont  la  vente  procure  le  plus  de'  bénéfice  au  marchand  ; 

et  par  conséquent  «  la  question  sera  résolue.  Suivona  cetto 

marche. 

Les  prix  de  vente  des  vins  de  Bordeaux  et  de  Champagne» 
sont  comme  leurs  qualités ,  c'est-à-dire  comme  4  est  à  3  ;  mais 
S  est  les  I  de  4  9  le  prix  de  vente  du  vin  de  Champagne ,  est 
donc  les  J  dé  celui  du  vin  de  Bordeaux  ;  et  par  conséquent ^ 
si  le  prix  de  vente  du  vin  de  Bordeaux  est  48^,  celui  du  vin  de 
Champagne  sera  les  |  de  48^9  ou  36^.  Les  prix  de  vente  des 
vins  de  Champagne  et  de  Bourgogne  sont  comme  3  est  à  a  ;  le 
prix  de  vente  du  vin  de  Bourgogne  est  donc  les  |  de  celui  du 
vin  de  Champagne ,  c'est-à-dire  les  |  de  36^,  ou  24^*  Les  prix 
de  vente  ded  vins  de  Bourgogne  et  de  Malaga  étant  comme  9 
est  à  9  ,  le  prix  de  vente  du  vin  de  Malaga  sera  les  -|  de  524*^» 
ou  108*^.  Actuellement  que  nous  connaissons  les  prix  d'achat 
et  de  vente  >  nous  pouvons  en  former  le  tableau  comparatif 
suivant,  «« 


/■ 
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ViOMS  lïFS  YIHS. 

PRIX 

D^ACHATS. 

PRIX 
Bl  TBims. 

GAINS. 

BonlClVX.  .  .  •  r  .  .  .  a  t  T 

4B/ 

36J- 

108/ 

8J" 
achT 

»4^ 
58/ 

Chimpagne 

ILiiHpmpnf 

lW««i 

ti  Ton  ooBsidéraît isolément  la  colonne  des  gains,  il  paraîtrait 
qne  le  yin  de  Malaga  procure  le  pins  de  bénéfice  an  marchand  ; 
mais  comme  les  prix  d'achats  sont  des  fonds  placés  dans  le 
coiranerce;  les  gains  représentent  leurs  intérêts-  Ces  gains 
doivent  donc  être  proportionnels  aux  prix  d'achats  ;  consé- 
qnenunent ,  pour  évaluer  les  grandeurs  relatives  des  gains ,  il 
ixBLt  connaître  leurs  rapports  avec  les  prix  d'achats  correspon» 
dans.  Pour  y  parvenir ,  nous  dirons  ;  sur  ^  d'achat  de  via 
de  Bordeaux,  le  gain  étant  8*^;  sur  1*^  d'achat,  le  gain  «era^^; 
on  trouvera  de  la  même  manière  que  sur  i*'*  d'achat ,  les  gains 
idatifii  aux  vins  de  Champagne ,  Bourgogne  et  Malaga ,  sont 
if^y  io^»  ^^  W^'  ^i  l'o^  réduit  toutes  ces  fractions  au  même 
dénominateur,  on  verra  que  pour  1*^  d'achat ,  les  gains  relatifs 
aux  vins  de  Bordeaux ,  Champagne ,  Bourgogne  et  Malaga , 
«ont  ^^,  m*^,  U^-^,  ^t  T^-^.  Classant  ces  vins  suivant  le  bé- 
néfice que  leur  vente  procurera  au  marchand ,  et  plaçant  les 
premiers  ceux  dont  les  gains  seront  les  plus  grands  j  ces  vins 
se  succéderont  dans  Tordre  suivant. . . 

Bourgogne,  Champagne ^  Malaga ,  Bordeaux. 

Le  vin  de  Bourgogne  est  donc  celui  dont  la  vente  procurera 
le  plus  de  bénéfice  au  marchand, 

116.  £16  rapport  des  difficultés  de  deux  ouvrages  est  celui 
(fe  3  à  4*  Deux  ouvriers  qui  travaillent  5  heures  par  jour  pen-' 
dont  a  jours ,  font  g6  toises  du  i^  ouvrage.  Combien  5  ouvriers 
qui  travailteraient  4  heures  par  jour ,  pendant  6  jours ,  feraient-* 
Us  du  même  ouvrage  ?  Les  ouvrages  faits  «ont  en  raison  inverse 
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dos  difficultés.  Mais  ces  dernières  sont  comme  3  est  à  4>  I^  'j^ 
ouvrages  faits  sont  donc  comme  4  est  à  3  ;  ainsi ,  tout  étant  -. 
d'ailleurs  égal,  t  ouvrage  fait  dans  le  s'  terrein,  est  '  les  ^^  de  [ 
t ouvrage  fait  dans  le  i^.  On  dira  donc. . . 

SOQT.trav.  3fa.parj.pend.  a  j. ,  font  dans  le  icrterrein..... 

tonv 3h 3J i«rter....; 

xonv ih ^i*** i*'ter 

louv ih.. I) iCK'ter 

3 
louT ih I) a*  ter.^le8r;de8t.|Oa 


gi6t 

48t 
Su 

6l 

'ï8t. 

7a  u 
36ot. 

Sonv ih ij a* -'ter.. 

3ouv 4^ ij ^*   ^^ 

lies 3ouv.  trav.  4h 5 j. ,  fer. dans  le  a«   ter. 

Vous/rage  cherché  est  donc  36o  toises. 

117.  Le  rapport  des  difficultés  de  deux  ousnrages  est  celui  de 
5  à  4-  ^'*  ouvrier  a  fait  en  12  heures  9S  toises  du  1^  ouvrage. 
Combien  faudrait-il  d* heures  au  même  ouvrier  pour  faire  3Go 
toises  du  second  ouvrage?  Les  diflicultés  des  ouvrages  étant 
comme  3  est  à  4>  les  temps  employés  pour  faire  une  même 
quantité  des  deux  ouvrages ,  sont  aussi  comme  3  est  à  4*  Or  4 
est  les  ^  de  3  ;  Je  temps  employé  pour  faire  une  certaine  quan» 
tité  du  second  ouvrage,  est  donc  les  ^  du  temps  employé  pour 

faire  la  même  quantité  du  premier  ouvrage.  On   dira  donc- 

96 1.  da  i*r  ouvrage  seront  faites  en .^ . .   la  h. 

1 1«  da  I*'  DUT.  sera  faite  en "^  h.  ,  ou  en. . .     3  h. 

96  » 

xt.^a  a*  bwt.  sera  faite  dans  les  3    de  3   h. ,  on ;=!i;.. 

DO  O 

Les  36o  t.  da  a*  ouv.  seront  faîtes  en  36o  fois  ^   h.  ,  on  en. . .  60  h. 
Le  temps  demandé  est  donc  60  heures, 

118.  Un  premier  ouvrier  ,  qui  travaille  dans  un  premier  ter-* 
rein ,  fait  en  3S  heures,  288  toises  d'ouvrage;  un  second  ouvrier, 
qui  travaille  dans  un  second  terrein,faU  en  a4  heures,  9 G  toises 
d^  ouvrage.  La  direté  du  i"  terrein  est  à  celle  du  second ,  commet 
3  est  à  4.  On  demande  le  rapport  des  forces  des  deux  ouvriers,. 
Si  les  deux  ouvriers  travaillaient  dans  le  même  terrein  ,  le  rap^ 
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port  de  lenrs  forces  serait  évidemment  égal  au  rapport  des  ou- 
vrages faits  par  eux  dans  le  même  temps.  Cherchons  donc 
ces  ouvrages.  Les  dilHcultés  étant  comme  3  e8tà49  les  ouvrages 
correspondanssoqt  dans  le  rapport  inverse ,  c'est-à-dire  comme 
4  est  à  3  ;  l'ouvrage  fait  dans  le  a*  terrein  y  est  donc  les  |  de 
l'ouvrage  fait  dans  le  i*'.  Cela  posé. . . . 

Le  !«'  ouTrier  ,  en  36  h. ,  dans  le  i«»"  terrein  ,  fait a88  U 

!«'  oav I  h 1er  terrein  ,  fait  le  36«  de  a88  I. ,  on      8 1. 

3 
X  «>'  ouv I  b a*  terrein  y  fait  les   7   de     8  t.  ,  ou      6  t. 

4 

leroay a4h a»  terrein  ,  fait    34  ^<^^^  ,   6  t.  ,oai44t 

3*   OUT • .  24  h 2«  terrein  ,  fait g6  t. 

Puisque  dans  les  mêmes  circonstances ,  le  1*'  ouvrier  fait 
244  toises^  et  le  second  96  toises,  la  force  du  V^  ouvrier  est  à 
celle  du  a',  comme  i44  ^^^  à  96,  ou  comm^  Z  est  à  a. 

ng.  Un  premier  ouvrier  ,  qui  travaille  dans  un  premier  ter* 
rein  y  fait  en  36  heures  y  288  toises  d'ouvrage;  un  second  ouvrier , 
qui  travaille  dans  un  second  terrein  y  fait  en  a4  heures  ^  96  toises 
d^  ouvrage*  La  force  du  \'^  ouvrier  est  à  celle  du  second  y  comme 
Z  esta  ï^.  On  demande  le  rapport  des  duretés  des  deux  terreins. 
Les  duretés  sont^  en  raison  inverse  des  ouvrages  faits  par  un 
même  ouvrier,  travaillant  le^  même  temps  dans  les  deux  ter- 
reins.  Cherchons  donc  ces  ouvrages.  Les  forces  des  ouvriers 
étant  comme  3  est  à  2 ,  lorsque  tout  est  d'ailleurs  égal ,  l'ou- 
vrage  fait  par  le  a'  ouvrier  est  les  f  de  F  ouvrage  fait  par 
le  i"".  Cela  posé. . , . 

Le  i^r  onvrier,  en  36 h. ,  dans  le  i^r  terrein ,  fait a8B  t. 

ler  ouv ifa i«r  terrein,  fait]e36e  dea88t.,  on      8  t. 

i^r  OUT !k4 h I*''  terrein ,  fait  ^4  ^^^*     8 1. ,  ou  193  t. 

a«    ouv 94  h '*'  terruin,  fait  les  ^  de  19a  t. ,  ou  ia8  t. 

a*    ouv a4  ^ ^*    terrein ,  fait g6  t. 

.  Lçs  ouvrages  faits  dans  les  deux  terreins  ,  et  dans  les  même» 
circonstances ,  étant  comme  ia8  est  à  96 ,  ou  comme  4  est  à  3  ; 
les  duretés  des  terreins  sont  comme  3  est  d  4. 
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lâo..  Les  forcés  de  deux  ouvriers  sont  comme  Z  est  à  filles 
duretés  de  deux  terreins  sont  comii^e 3està4}  ^^  i*'  ouvrier^ 
travaillant  dans  le  i""  terrein  ,  fait  en  36  heures ,  «88  toises  du 
t^  ouvrage,  Combieh  le  second  ouvrier  ^  travaillant  dans  le 
a*  terrein ,  fera-t-il  de  toises  du  second  ouvrage  en  a4  heures  ? 
Les  forces  des  ouvriers  étant  comme  3  est  a  a ,  /  ouvrage  jait 
par  le  2'  ouvrier  est  les  f  de  t  ouvrage  fait  par  le  1"  ;  les  dif- 
ficultés étant  comme  3  est  à  4  ,  les  ouvrages  faits  sont  comme 
4  est  à  3  ;  l'ouvrage  faiû  dans  le  a'  terrein  ,  est  donc  les  f  de 
T  ouvrage  fait  dans  le  1^'.  On  dira  donc. . . . 

Le  i«»  ouvrifr,  en  36 h. ,  dans  le  i«f  terrein  ,  fait si88  t. 

i«r  ouv I  h i*r  terrein  ,  fait  le  36«  de  a88  t. ,  ou      8 1. 

a 

!•'  onv I  h. ...... .  2«  lerrein ,  fait  les  7  de      8 1. ,  on      6  t. 

4 

a*    ouT. I  h a*  terrein  ,  fait  les  s  de      6 1,  ^  ou      4  ^* 

Le  a*    ouvrier,  en  a4 h')  dans  le  a®   terrein ^  fait  ^4  ibis      4^-9^'^    9^^* 
Vouvrage  demandé  est  donc  96  toises, 

lai.  Un  premier  copiste  qui  travaille  le  jour ,  et  écrit  en 

ronde  sur  du  papier  de  première  qualité  ,  a  fait  en  a4  heures  , 

34^000  lettres  d'un  premier  ouvrage.  On  demande  combien  un 

second  copiste  qui  travaille  la  nuit  et  écrit  en  voulée  sur  du 

papier  de  seconde  qualité ,  fera^  de  lettres  d!un  second  ou^ 

vrage  en  480  heures.  On  suppose ,  que  les  vitesses ,  du  \"  et 

du  2'  copiste  stfnt  comme  5   est  à  2  ;  que  les   difficultés   de 

travailler  le  jour  et  la  nuit  sont  comme  3  est  à  4  /  q^^  ^^  ^if" 

Jicultés  de  la  ronde  et  de  la  coulée  sont  comme  5  est  à  6  ;  que 

les  facilités  d'écrire  sur  les  papiers  de  1^'  et  2*  qualités  sont 

comme  5  est  à3;  et  que  les  difficultés  de  lire  le  i'^  et  le  a* 

ouvrage  sont  comme 4  esta  i5.  Les  vitesses  des  copistes  étant 

comme  5  est  à  a  ;  quand  tout  est  d'ailleurs  égal ,  l'ouvrage 

fait  par  le  2'  copiste  est  les  |  de  P ouvrage  fait  par  le  1^.  Les 

difficultés  de  travailler  le  jour  et  la  nuit  étant  comme  3  est 

i  4  >  les  ouvrages  correspondans  sont  comme  4  est  à  3  ;  /*om- 

^rage  fait  pendant  la  nuit  est  donc  les  \  de  t  ouvrage  fait  pen^ 

dant  le  jour,  Les^dUScultés  d«  la  ronde  et  de  la  coulée  étax^^ 
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eomme  5  est  i  6 ,  les  ouvrages  correspondans  sont  comme  6 
est  à  5  ;  F  ouvrage  fait  en  coulée  est  donc  les  \  de  l'ouvrage 
fait  en  ronde.  Les  facilités  d*écrire  sur  les  papiers  de  1'*  et 
s*  quaEtés  étant  comme  5  est  i  3  ;  l'ouvrage  fait  sur  le  papier 
de  a'  qualité  est  les  ^  de  l'ouvrage  fait  sur  le  papier  de  i^*  qua* 
lité.  Enfin  y  les  difficultés  de  lire  les  deux  manuscrits  étant 
comme  4  est  à  1 5 ,  les  ouvrages  correspondans  sont  comme  1 5 
est  i  4  >  ^ouvrage  fait  en  lisant  le  sf  manuscrit  est  donc  les 
•^  de  Fouvrage  fait  en  lisant  /t  1'".  La  solution  du  problème 
se  déduit  de  ces  remarques.  En  effet. . .  • 

hê  I**  copiste  f  travaillant  le  jour,  en  ronde ,  rar  du  papier  ^e  i'*  qualité, 
et  lisant  le  i*'  ow/rage ,  fait  en  a4  heures a4oooo  1. 

I*' c.  le  î»  ^  CD  r.  9  i^*q.,  i*r  oav.  fait  en  ih.,lea4*de  a4ooool.  ^  ou  looool. , 

2« j r.»  i>'«....itr ib.,let  ede    ioo<k>L^  on '4<)<>o^** 

3 
a*c.laii r.  y  !'•....  itr ih.  ylea  jde     4<><'o'-;  <>^    3oooL^ 

5 
a* n c,  ti^ i«r ih.^letgde     Sootfl.yOU   aSooL» 

3 
2* a e.| a* i«r ih.,let^de     a5ool.;Oa    i5ooL, 

3* n c,  9« a* ih.,les-^de      iSool. ^oa     4<^l.y 


£e  a*  copiste,  trai^aillant  la  nuit ,  en  coulée  ^  sur  du  papier  d»  a*  qua^^ 
llté ,  et  lisant  le  a*  out^rage ,  fait  donc  en  480  heures  y  Ifiofois  400  lettres^ 
9M  igaooo  lettres, 

laa.  L'examen  attentif  des  diverses  parties  de  la  solution 
précédente^  conduit  à  une  méthode  abrégée.  En  effet,  pour 
passer  de  la  3*  ligne  du  tableau  à  la  8*,  on  a  pris  successivement 
les  I  de  i(X)oo  lettres ,  les  |  de  ces  f  de  10000  lettres ,  les  |  des 
5  des  5  de  1 0000  lettres ,  les  f  des  f  des  |  des  f  de  1 0000  lettres  ; 
enfin  les  ^  des  |  des  |  des  |  des  f  de  10000  lettres  Mais  la^ao 
tion  de  fraction  exprimée  par  les  ^  des  f  des  -|  des  ^  de  f ,  a  poto 
Tale«r  le  produit  des  fractions  simples  qui  la  composent 
(A.  n?  128) ,  c'est-à-dire  ^X  |  X  i  XjX  f ,  ou^,  ou^ij; 
il  suffisait  donc  de  prendre  la  25'  partie  de  10000  lettres  ,  qui 
tôt  400  lettres.  Ainsi ,  ayant  trouvé  que  le  i*'  copiste,  tra- 
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vaillant  le  jour ,  en  ronde,  sur  du  papier  de  i'*  qualité,  et 
lisant  le  i*^  ouvragé ,  fait  en  i  heure  loooo  lettre» ,  on  pouvait, 
en  déduire  ,  par  une  seule  opération ,  que  le  a*  copiste ,  travail- 
lant la  nuit,  en  coulée ,  sur  du  papier  de  a^  qualité  ,  et  lisant 
le  a*  ouvrage  ,  fait  en  i  heure  le  aS*  de  loooo  lettres ,  ou 
4oo  lettres.  On  peut  profiter  de  cette  simplification  dans  tous 
les  problèmes  relatifs  aux  rapports  directs  et  inverses. 

1  aS.  Un  1  ""  copU  te  qui  travaille  le  jour,  et  écrit  en  ronde,  sur  dtL 
papier  de  i*"'  qualité,  a  fait  en  a4  heures,  a4oooo  lettres  iun  i" 
ouvrapçe.  Un  second  copiste  qui  travaille  la  nuit,  et  écrit  en  cqu^ 
lée,  sur  du  papier  de  a*  qualité,  a  fait  en  480  heures,  iqaooo  let^ 
très  d'un  second  ouvrage.  On  suppose,  que  les  vitesses  du  l'f  et  du 
Q*  copiste  sont  comme  5  est  à  2  ;  que  les  difficultés  de  travcdller 
le  jour  et  la  nuit  sont  comme  3  est  à  4;  qtie  les  facilités  d'écrire 
sur  les  papiers  de  1^'  et  a'  qualités  sont  comme  5  est  à  3;  que 
les  difficultés  de  lire  le  1"  et  le  a'  ouvrage  sont  comme  4  ^^ 
à  1 5  On  demande  quel  est  le  rapport  deù  difficultés  de  ta  ronde 
et  delà  coulée.  Si,  tout  étant  d'ailleurs  égal,  on  connaissait  les 
ouvrages  faits  en  ronde  et  en  coulée ,  les  difficultés  correspon- 
dantes seraient  connues ,  car  elles  seraient  dans  le  rapport 
inverse.  Calculons  donc  ces  ouvrages. . . 

Le  I*'  copiste  f  trayaillant  le  ;our,  en  ronde ,  sur  du  papier  de  i'^  qualité , 
et  lisant  le  i^^  ombrage ,  fait  en  si4  heures  **.p* a4<>(><^  '• 

i«ï'c.  lcj.,enr.,ii"«  q. ,  i«rouv.  faitcn     i  h.,  le  34®  de 340000 1.,  ou   looool^ 

9* j..  ..r. ,  ire...  .lerouv ib.^les    ^ de   iooool.,oa     ^ooo\, 

3 
a^..  Jan.. .  .r. y  ire. ..  .ler  onv ih. ,le8    -rde     4000I. ,oa     3oool, 

3 
.ji« n... .r.,a« le'ouv ih.,le8    ^de     3oool.,oa     1800 1, 

■i  ■  5  r 

^«.i. ..n....r. ,  a«...   .2«  ouv ifa.  ,]es-^de     1800 L,  on       4^^ 

a* n....r.,3e a*  ouv 4^0  b. ,  4^0  fois..       4^ '•  »  ou  a3o4oo  1, 

a n...  .€.,3^ 3C  ouv 4^^ .*  193000  I. 

Puisque,  tout  étant  d^ailleurs  égal,  les  ouvrages  faits  en  ronde  et  en  coulé* 
tom  comme  a3o4oo  est  à  193000  ,  ou  comme  6  est  à  5.  Les  dificultés  dm  £t 
^     r9nd9  et  de  la  coulée  sont  comme  5  est  à  6$         "^ 


V. 
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ijBê  exemples  précédens  suffisent  pour  mettre  en  état  de 
résoudre  tous  les  problèmes  relatifs  aux  rapports  directs  et 
iiiTirses. 

mOBLÉMES  SUR  LES  NOMBRES  COMPLEXES: 


iik^^  l^ojarne  pas  afiTaiblir  Tattention  de  l'élève  ,  en  la  fixant 
inr  mi  trop  grand  nombre  d'objets ,  nous  n'avons  con:iidéré  que 
des  nombres  incomplexes  ;  mais  les  raîsonnemens  seraient  les 
mêmes ,  s* il  s* agissait  de  nombres  complexes;  on  les  convertirait 
tabofd  en  fractions  irréductibles  (A.  ,n®  aaa  )  ,  et  la  question 
semil  ramenée^  opérer  sur  des  nombres  incomplexes ,  ce  qu'on 
exécuterait  sans  peine ,  au  moyen  des  raisonnemens  déjà  em- 
]lioyés  dans  cette  Introduction,  Quelques  exemples  suffiront 
pour  leyer  tontes  les  difficultés. 

laS.  Deux  aunes  ^  de  drap  coûtent  6^  â^  6^.  On  demandé 
h  prix  de  a  aunes  f  du  même  drap.  Après  avoir  substitué  aux 
sombres  complexes  a  ^ ,  a  f ,  6^  a*^  6^ /les  fractions  irréduc- 
tibles'équivalentes  \y  ^,  ^^;  on  dira. . . 


1-1* 


une  aune  coûtant. 


2  4<^ 

s  d'annc  coûte  le  7«  de ^  f 


on. 


f  anne  coûte  3  foif 8  '  ^^ 


1    <•  Al  m  'i** 

•  d ame  coûte  le  7*  de -rr  »  on< 

7  « 

t8  3^ 

—  d'anne  coûtent  i8  fois. ...    ;v  »  on. 

7  ^ 


4ç|* 

5 
F 

3*" 
8 

4 


Lu  A  aunes  f  de  drap  coûtent  donc  ^*,  ou  6^  i5<^. 

is6.  Deux  aunes  f  d'une  toile  de  i''  qualité  à  -^ ,  coûtent 
II*  l5^  8»^  f-  Çi*e/  «fou  étr^f  le  prix  de  5  a  n.es  J  d^une  toile 
ïiêtf  qualité àrs^  Lau'  qualité  est  les  ^ de  la  i^'. 
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3«.    oa-7-   dei^'onalité à  — coûtant  ii*^  i5^  8^^»      ou....— r 
4         4  ^  la  7  14 

5     ;      "^    ,-.  i65*  33o^^ 

1 1*  de  i'»  q —  coûteront  4  ">»» — r   »  ou.  • . 

^  la  '4  7 

•  «  5      a        i       -  j  33o*  3o* 

i«  de f* q. ...«• -^ coûtera  le  is*  ae«...  '-^  »  oa...   •«- 

^12  7  7 

I  ,    ^^  ,  3o*  &f 

5 


i«de  ir<'q....t. — le  5*  de —  $ 

^  la  7 


6^ 


7                    i«  ^ 

I*  de  i'«  a -*- 7  fois -  >  ou. . .     6* 

>^  7 

I*  de  a«  a -*• Ict  -  de 6"^,  ou . . .   — 

*  la  ^  7 

!•,     ^  7  t      •       J  *>*  '«*" 

-   dea^q -^ le  tiers  de...   —   »  ou...    — 

3  ^  la  7  7 

-r^  ,  on  5^  ^  de  a^  q -^  coûteront  donc  17  foU  —  y  ott. .  • .  -22^. 

3  o  *  la  ^  7         "^  7 

Les  5  aunes  |  <&  toile  de  â'  qualité  à  ^,  coûtent  donc  ^^, 

1 27.  Zre  prû:  cie  s  aunes  |  <2'uii0  to£/e  Je  1''  quaUté  â  ^^  cfi 
11*"  iS-^  8**  f .  Combien  aura-t-on  d[  aunes  dune  toile  de  a'  qua^ 
lité  à  -ï^,  pour  suf  5^  8^f  ?  ia  a'  qualiié  est  les  ^  de  la  T'. 
Si  Ton  répète  une  partie  du  calcul  précédent ,  on  trouvera  que 
le  prix  d'une  aune  de  toile  de  a®  qualité  à  ^,  eal  ^^  ;  on  dira 
alors  ;  comme  pour  ^^,  on  a  1  aune ,  pour  3o^  on  aura  7  aunes^ 
pour  1^  on  aura  le  3o*  de  7  aunes  y  ou  ■^'^ ,  pour  ^^  on  aura  le 
7'  de  ^''j  ou  j5^  d  aune  ;  pour  24^  S*'*  8*^1,  ou  ^%  on  aura  ^ 
donc  170  fois  ^  d'aune ,  ou  -^  d'aune.  La  réponse  à  la  question 

est  donc  -Ç  d'aune^  où  5  aunes  |. 

c 

ia8.  Huit  ouvriers  qui  travaillent  56  minutes  par  jour  y  ont    - 

fait  en  a  jours ,  3*  a''  ©^  10^  f  d'un  eértain  (murage.  CùmISen  * 

3  ouvriers f^  qui  travailleraient  3  heures  38  minutes  rrpoT  jour,   ■ 

Jferaient^iU  du  même  ouvrage  en  h  jours  ?  Après  avoif  subsMbé  r- 

aux  nombres  complexes  lès  fractions  écpiivalentes  f*»,  ^/f?î  * 

on  effectuera  \p  cdcnl  de  la  ittanière  suivante  «  •  « 
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6  DUT.  traTftillant   ?  b.  par  j. ,  pendant  a  j.  ;  font ^  t* 

5  7 

&  ODT sb 2 j.,  fera  Je  Se  de   --^t.,oa      -  u 

I  ,  •       r  ï        j  3  I 

I  OQT »..    7 h ai.,  fera     s     de      -t., ou      -u 

5  '  3  7    '  7 

I  5 

I  ouT ih 3].,  fera    5  fois       - 1. ,  on      - 1. 

7x7 

I  5  5 

tour |h ii.,fera     ~    dt      -t..  on     —7 1. 

5  i5 

3onv.., ib ,....  I  ]., feront  3  fois     -7t.  ,ou    -7C«' 

'  '4  "4 

^                            I  -  .     ^  1   j       i5^  i5 

3  ouT — h I  j. ,  feront  —  de     -^r  t. ,  ou  —  t. 

_  Lo .  »       r  .  /     r  •      '5  ^  3oO 

3  OUT -^ b II.,  fcrontio fois -77 1. , ou   —  e* 

II  '  '54  77* 

Les  3  onv — b Si-,  feront 5 fois  —  t. , 00 *^ —  t.' 

"  77  77 

La  réponse  à  la  question  est  donc  ^^\  ou  19*  oP^  loP^  7"  j^ , 

129.  Une  garnison  de  100  hommes  a  des  vivres  pour  9  jours 
5  heures  a5  minutes  f .  On  demande  pendant  combien  de  temps 
Us  mêmes  vivres  dureraient  à  y5  hommes.  Le  nombre  corn-* 
pksze  ai  3^  â?  f  étant  exprimé  par  la  fraction  irréductible  ^ 

de  JQfiir ,  on  peat  dire  que . . . 

,  J      . i5. 

106  >"iT>f  ont  dci  TiTfies  ponr • .     '^^  |Ott  } 

i5  •                    i5oo 
I  fcif— — ^  aana  donc  des  tîyics  pour  100  fois  —  jonr^  ott. . .  " joot  i 

t  7  7 

4S  kooi^KftaiirQnt  donc  dfes mics  poor  le  75^  de- jour ,  on     — ionr. 

7  7 

Le  y*  de  Qo  jours  donnera  fif  ao*  Z^  j  pour  réponse  à  la 
ipiesiitnu 

i3o.  Vn  paricutief  a  placé  ti3S5^3^  6^  8* ,  &  1 1  juillet  de 
Ab»  1800  ,  à  4  heures  5  minutes  y  après  midi.  On  demandera 
se  monte  t  intérêt  simple  de  cette  somme  ,lei5  décembre 
tan  1801 ,  à  10  heures  56  minutes  f  après  midi.  Vintérét 
de  XixT  est  17^  a^  lo**  *.  Si  le  tempt  éconlé  d'une 
époqoe  i  Tastre  était  cçnxm ,  il  serait  ficile  d'en  déduire  ritt-, 

6 
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térêt  du  capital  pendant  ce  temps.  Mais ,  d'après  la  règle  quv 
j*ai  donnée  dans  mon  Arithmétique  (n^  24^)  >  ^®  temps  écoulé..* 

Au  i5  décembre  180 1  ,  à  10^  56^-  après  midi  .  est  1800"  11"*  li/a^^SG'-* 

7  7 

Au  II  juiflet         1800  ,  à    4*   5'  -  après  midi  j  est  1799»   6»  10/  16*  5'-" 
Le  temps  écoulé  entre  ces  deux  époques  est  donc. . .         i*   5*"    4^   iS*  5i'>« 

Or  les  nombres  complexes  233333*'  S-^  8**,  17*^2^  lO^'y* 
T*"  5™  4^  G*"  5i'  y ,  sont  exprimés  par  les  fractions  irréductibles 
l9ooooit^  ijoif^  10  ^j^g .  l'énoncé  du  problème  peut  donc  prendrt 

cette  forme  plus  simple  : 

L'intérêt  annuel  de  1 00''^  étant  ^^^)  quel  doit  être  l'intérêt 
de  ^—3°°°^,  pendant  ^  années?  On  découvrira  cet  intérêt  au 
moyen  du  calcul  suivant. . . 

li^intéri^t  d^        100*  en    i  an ,  é^nt —  >  ^ 

J  20"''^  6  ^       I 

.  Vii^térét  d«  1"^  en    I  an  ^  sera -=—  «  ou.  »•  fc  '    ^ 

L'intérêt  de  1''''  en  10    ans.   sera   10  fois        ^^  9  ou. ..  -—,  1    1 

•  "'  ■  •  ^  '   '       J 

Lintérét  de  i"''"  en  —   ans  ,    sera  le    7»  de     —  9  ou. . .  7-  >    i 

7  7  49      j 

1^        10  12''''  A^    \ 

l^ja^tétét  de  5..  en  — :ans,   serai  le  ùfin  4*    7-  '  ou.,,        "  S  '    ! 

»3-  .J  A     J    70oooo^^.        10  r  •       4^  Aooooo'ft     ■• 

;  la  intérêt  de  ^  •■■>:■      en  —  an» ,  sera  700000  fois    «r-  9  on . .  •  ^Urr-f-  •    ^ 

3  7  49  7  ; 

^    Le.y'  de  400000*"  donnera  6714^*  17^  i^^f  ,pour'*Éj:7d?iiédiii  t 
,  çvfistion.  ■         :i 

i3i .  r/71  marchand  est  entré  dans  le  commerce  avec  SoSS^f^'  j 
.  -1$*^  6^  1;  ses  fonds  qui  se  sont  renouvables  d^  mois  en  mpis^  bu  k 
.  ont  rapporté  chaque  fois  1^  i^^  4*  f9W  iço^^  On  demantf^ 
ïétat  de  sa  fortune  après  2  mois  iS  jours.  On  substituera  d^^bpigl 
aux  nqmbres  complexes ,  les  fractions  équiv^lenties  ^V^i^f^Tf^-. 
1^.  Pour  calculei:  ensuite  h  v4eurde  1^  après  2  mois  18  JqIuVjh^ 
on  dira. ..  ■  ■  \''^ 
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L^iii(iéi#c  ^0  100*'  pendant    i  mois  ^uht  *  » 

L^inlérét  de       1^  pendint     i  môi«  .  e«t  - —   9  oio  » JL 

"  ooo  •        '  Oo  • 

•  '1  ^  -x    it" ' 

L'intérêt  de  i"^  pendant    i  jour  est  le  So*  de   tt-  >  ou — —  . 

ho  ;,    .:><)viji 

L'intérêt  de  i"^  pendant  18  jours  ekt  18  fois  —7—  >  ou J..   , 

'  *  1  -ff"  '   '   *        r  it 

\*ytiut  après  i  mois. i^  nlus^n  im«rêt,rr-  «  ou ~  » 

•Oo  60 

1*  mut  donc  après  a  mois  ,   ^.  -     x  ^-  f  n°  80  ) ,  ou .*....       i-^-î   » 

1^  Tant  sprii :<8  joan. .  ; . .     1^  plus'  ton  iiicrfrét  -^-  ,  ou^ . . .         L21  • 

îoo  loo 

^  Sfe:    ^*^«  'lonc  aprèft  iS  jours  ,  les  ^.— .  de  ^Ir    ou. .  * . •^^5lZL\ 

I       ,  ...  -       r   I-  .  ■  ' 

On  voit  uar  ce  jcalcul  qu  uq,  capital  1^,  qui  vaut  après  ua 
»w)i«  -ffè^i  V#»ût  ^rès  2  mois  psi^j  <?t  après  â  mois  18  jours  ^ 
{Jllli"^'.  Puisque  1*^  vaut  apr^s  9  mpis.  i8  jours  ^||^^,  le 


pital  ZoSSiit  S-^^.S'^  |,  qui  est  les  V?;""°.de  i^  vaudra  apr^s^ 
3  m'ois  18.  joui^'ïés  ài^ili  àe';5^j|^^,  qui  sont  Ssa^iSa^  5"^. 
6^  f .  Cettq..dçrf^i$,pe  somioe  expri^ie  la  fortune  du  marchand  » 
après  â  mcji;  li  jp.urs  ;  mais  sa  fprtune  primitive  était  SoSS?!** 
gj*  g^  i  Le. bénéfice  du  marchand  e;ft  donc  i356o^  ii'^  i^  5. 

Si  Ton  n^iiyait  pas  égard  aux  intérêts  des  intérêts  ;  comme 
f  mok  18  jours  v/ilent  les  -U  d*UB  jpaois^  Tintérêt  de  1''''  pendant 
à  mois  18  iours,  serait  les  ^  de  l'intérêt  -j^*,  de  1^ .par  mois^ 
ç'est4-ïiEe'y;^^;  Tinter  et  du  capital  ^^^^^,  serait  donc  lef 
r^r^  de  â^%.o,u  ?^~^,  9«  1537^*  8*^  6*  5;.  Mais  quand  oa 
9l  ëgaid  ai^. intérêts  des  intérêts,  le  même  capital,  peifdîmt  le 
m^e  tie]ii|]i|ij  apporte  i356o^  17*^  i^y-,  l'avantage  des  intérêU 
def  inpérét^  sur  Us  intérêts  singles,  est  donc  189^  ^^  ^  r   . 

-  liai.  Unf  iêtire  dê'vhang^  de  .sS^^  6^  8^,  est  fayàhte  dans  a 
^M.S'inoAf.*  On  demande  sa  valeur ^KHUelle i  f argent  e^'étàc^ 
paBr'106  juai-joiy  et  l'on  a  égard' àmx> intèféts  des  îMéréts,  It 
Ùf^t  de  trouver  combien  a3^  6^  8^^,  payables  dans  a  ans  6» 
Mis,  Talent  comptant.  On  trouvera,  cotntne  dails  le  u*'64/ 
qpa  1^  argent  comptant  vaut  ^*^  aprèa»  2  ans  5  mois^  4^  ptt)^ahi#- 
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dans  2  ans  5  mois ,  vaut  donc  ^^  comptant;  les  sZ*  G*^  8^;  j 
ou  ^*^  pcyables  dans  a  ans  5  mois,  valent  donc  en  argent  b 
comptant,  les  ^  de  ff^,  ou  V/ï^^,  ou  8**  1 1^  7^  ^.  Si  Y^xàrr^ 
cherche  ce  que  cette  dernière  somme  vaut,  dans  â  ans  5  mois^    : 
on  retrouvera  les  a3*"  fi*^  8*".  j 

i33.  Deux  personnes  entrent  dans  le  commerce  avec  la  mém§  \^ 
somme  81000*".  La  i^'  personne ,  qui  renouvelle  ses  fonds  ioûâ 
les  trois  mois,  revend  1^  i5-^  /^  ce  quelle  a  acheté  i^^i  la  a*. 
personne,  qui  ne  renouvelle  ses  fonds  que  tous  les  quatre  moisf 
fait  chaque  fois  le  même  bénéfice  sur  la  vente  de  ses-^matckant» 
iUses,  Il  faut  découvrir  quel  sera  F  état  de  la  fortum  de  chaque^ 
marchand^  aptes  un  ah.  Le  nombre  complexe  i^  iZ-^  i^,  est  équi- 
valent à  la  fraction  irréductible  4*>  qui  exprime  les  •§  de  1^  ;  le 
prix  de  vente  est  donc  les  |  du  prix  d'achat.  La  solùtion  du  pro* 
blême  se  déduit  immédiatement  de  cette  remarque'.  En  effet ,  la 
1 '•personne  achète  d'abord  pour  8  ïooo^de  marchandises^ qu'elle 
vend  dans  le  cours  du  1''  triniéstre,  mo^jrençant  leç  |  du  prix"  ' 
Siooo*' 'd'achat  i  c'est-à-dire  pour  i55oob*.,  La  1'*' personne 
replace  à  chaque  vente ,  la  totalité  de  ses  fonds  ;  ainsi  le  prix 
des  marchandises  achetées  au  commencement  dii  a''  trimestre^  ^ 
est  i35ocx)*-,  le  prix  de  vente,  qui  en  est  lès  fi"  est  donc 
fia5ooo''^i  Le  prix  des  marchandises  acheféies  âû*  commence-  : 
ment  du  3*  trimestre,  est  ia5ooo^:  on  les  vend  à  la  £n  d« 
ce  trimestre ,  moyennant  les  f  de  325000*" ,  qui  sont  376000^;, 
Enfin ,  au  commencement  du  4'  trimestre ,  on  a  âèlieté"  pom^ 
5j5ood^  de  marchandises  ;  on  les  revend  à  ]à  fin  de  çé  tri^ 
meslré^pour  les  |  de  375000^;  qui  sont  626006^ -/le  î^mdri  ' 
chtmd,  après  avoir  renouvelé  quatre  fois  ses  fonds  dans  le  couri  ■ 
de  l'année,  aura  donc  6a5ooo^.  On  trouvera  dfe'Iâ'  iinèmé'mjH  ■ 
llière  ^ue  le  a*  marchand,  qui,  dans  le'cows  de  tannée,  a  «-•  ' 
nouvelé  trois  fois  ses  fondis ,  aura  576000^ /coaséquemment^  . 
^près  nn  an ,  la  fortune  du  1^  marchand  surpassera  celle  du  a^j^ 
4«  aSopoo**  La  spéculation  dui'^  marchand  est  donc  la  plup  ' 
av(mtageuse.  L'avantage  de  cette  spéculation  tient  seulement, 
àce  ^let  fond^  du  i^'  marchand  ont  été  plus  souvent  renoi0 ; 
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télés  que  ceux  da  a*.  On  voit,  par. cet  exemple ,  eomlHen  il  est 

mporiaiU  de  renoui^eler  ses  fonds  le  plus  souvent  possible, 

•■ 

i34-  Partager  ^ ,  en  cinq  parties ,  dont  la  i"'  soit  à  la  2' 
comme  j  est  à  i;  dont  la  3'  soit  à  la  q'  comme  ^  est  à  ^  ; 
dont  la  5*  soit  à  la  4*  comme  ^  est  à  ~  ;  dont  la  5'  soit  à  la 
if  comme  ^  est  à  ^.  Si  Ton  réduit  ces  rapports  à  leurs  plut 
fimplef  expressions^  on  trouvera 


ITtpièi 


!»•  :  a«  ::    ^ 

I 

• 

5 

9 

'•  S 

::  a    :  3# 

3«    :  a»  ::  — 

II 

II 

::  100 

::  140 

:    5    :  7. 

^         ao 

ai 

ao 

::   3o 

:    ai 

::  10    :  7. 

5*   :  4«  ::   - 
9 

.aî5 
7a 

a8o 

•  • 

7a 

.»45. 

7a 

:  a8o  :  a45 

proportion!  ^ 

8  :  7^ 


la  a«  partie  est  les  -  de  la  ire-  la  3«  est  les  -  de  la  an 

a  '  7  »      ^ 

_  o 

I  la  4^  partie  est  les  -^  de  la  3*  ;  la  5«  est  les  -  de  la  4«« 

I  Donc ,  si  la  !•'•  partie  était  1 ,  la  a"  serait  î ,  la  3*  serait  le» 
I  f  de  I  ou  H,  la  4«  serait  les  ir  de  -J^  ou  ^  ou  f ,  et  la  5«  se^ 
I  rait  les  f  de  I  ou  f.  Les  parties  demandées  sont  donc  propor- 
tionnelles aux  nombres  i  >  !>  ri»  | ,  f  •  Pour  exprimer  les  termes 
de  ces  rapports  par  des  nombres  entiers  »  on  les  multipliera  par 
38^  qui  est  le  plus  petit  nombre  divisible  par  chacun  des  dé- 
nominateurs a,  4>7>  ^4>  les  produits  a8,  4^,  3o,  si»  a4» 
seront  les  nombres  qui  expriment  les  rapports  des  parties  de- 
mandées; de  sorte  que  la  question  est  réduite  à  partager  /# 
nombre  ^j^  y  en  cinq  parties  proportionnelles  aux  nombres 
98,  4^»  3o,  âi ,  a4-  ^OMV  trouver  ces  parties,  on  dira,  si 
k  nombre  à  partager  était  la  somme  i4^  ^^^  parties  pro— 
portionnelles  a8,  4^,  So,  ai  ,  a4,  les  cinq  parties  seraient 
A^  /fl,  3o,  ai,  a4;  si  le  nombre  à  partager  était  la  i45* 
partie  de  i45 ,  ou  1 ,  les  parties  devenant  i45  fois  plus  petite* 
seraient^,  ^,  ^,  ^,  -^.,  mais  le  nombre  à  partager 
«t  les  ^  de  1  ^  les  parties  demandées  sont  donc  les  ^  de^ 
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précédentes.' Effectuant  les  calculs,  on  trouve  que  les 
parties  cherchées  sont 

■     '  là      »-*6     AS'    fi    .  ^» 

7    >    ~7~>  .   7    >       7     *    T"' 

£//e5  satisfont  à  toutes  les  conditions  du  problème,  cf^^ 
leur  somrae  çst  le  norijbre  ^^  à  partager  ;  et  il  est  facile' 
«'assurer  qu'elles    conservent   leç    rapports   demandés  ; 

exemple  ^. 

la  1'*  partie  :  la  îà*:^.^:i^::  64:  laG  ::  2:  3::  f  :|:  :  f  :  J. 

•  "        * 

PROBLÈMES    AMUSANS. 

i55.  Ôh  trouve  dans  uii  monument  arabe  celte  décision  du. 
grand  prophète  ALY.    Deux  forces  dînaient  ensemble;  l'um. 
avait  fourni  5  pUxts  et  Vautre  3.   Un  étranger  qui  arriiWy  les 
prie^  V admettre  à  leur  table  y  avec  la  promesse  dé  payer  sa 
part;  il. donne.  8*  pour  sowecot»  Le  propriétaire  des  ^  plats 
'   prend  5*  et  donne  3^  au  propriétaire  des  3  autres  plats  ;  c»  '. 
Kjui  paraît  d^abord  fort  équitable  ;  mais  après  y  avoir  réflé-  ■ 
•chi  y  il  pf  étend  que  cç  partage  est  injuste.  Le  différent  ne  pou*  \ 
^ant  SB  terminer  à  l'amiable ,  on  va  devant  le  juge  ALY.  Ce 
magistrat  décide  avec  justice ,  que  le  maître  des  5  pkUs  doit 
prendre  7^^  tandis  que  lé  maître  des  3  plats  ne  doit  prendre 
que  1^.    On  demande  quel  est  le  motif  de  cette  décisionf. 
Puisqiie  rétranger  paie  8*  pour  le  tiers  de  Técot ,  l'écot  total 
«st  de  a4^  pour  les  8  plats ^,.  chaque  plat  coûte  doncJ  3*;  le 
propriétaire  des  5  platft.doit  donc  prendre  iS^pout  s^s  5  plats» 
mais  il  doit  remettre  8^  pour  son  écot;il  lui  revient  donc  7*. 
Le  propriétaire  des  3  plats  doit  prendire  9*,.poui;  le  prix  des  3 
•plats  qu'il  a  fournis,  et  remettre  8^  pour  son  écot;  il  ne  lui 
^revient  donc  en  effet  que^  i^» 

i36.  Cinq  amis  se  réunissent  pour  dîner  eh  pique-nique  f 
2e  i"^  fournit  3  plats;  le  2'...  4;  le  3'...  5;  et  le  4"...  S;  ce. 
qui  fait  20  plats  en  tout.  Le  5',  qui  n*a  rien  fourni,  donne 
i6*  pour  son  écot.  On  propose  d^ établir  le  compté  de  chacun. 
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.Les  cinq  amis  devant  contribuer  également  à  la  dépense.,  l'écot 
16*  est  le  5*  de  la  dépense  totale  -,  de  sorte  que  le  prix  des  ao 
plats,  ou  l'écot  total ,  est  5  fois  16*,  ou  80*  ;  chaque  plat  vaut 
donc  4*'  Cela  posé ,  le  i*'  ami  a  donné  3  plats,  qui  valent 

Ma*,  il  doit  16*  pour  son  écot,  il  redoit  donc  4^  ;  le  a*  a  donné 

^'4  plats,  dont  le  prix  est  l'écot  iB""",  il  est  donc  quitte  ;  le  3*  a 
fonmi  5  plats,  ou  ao^,  il  ne  doit  que  16^  pour  son  écot ,  il  lui 
revient  donc  ^\  le  4*  a  donné  8  plats,  qui  représentent  3a*, 

j"  il  ne  doit  que  iS^  pour  son  écot,  il  lui  revient  donc  iS*. 
Ainsi,  le  i*'  ami  déboursera  4*  et  le  5*...  iG^;  le  3*  prendra 
les  4*  déboursées  par  le  1*',  et  le  4*  prendra  les  16*  données 
par  le  5**,  de  cette  manière,  chaque  ami  aura  réellement 
contribué  pour  16^  à  la  dépense. 

137.  Un  courtier  achète  des  marchandises ,  qu'il  revend  en- 
mite  pour  753*  de  plus  qu'il  ne  les  avait  achetées  ;  à  ce'marché 
^gogne  i5  pour  100,  sur  le  prix  de  vente.  On  demande  /# 
prix  d'achat  des  marchandises. 

Le  gain    i5^  répond  au  prix  de  rente 100^. 

¥     -^-           ♦     '        1            •     j          .     'o<^^  ^^^ 

jLe  gain      i''^  répond  au  prix  de  vente  — x-   ,  ou...^ ---  • 

Le  gain  ^53^  rifpond  au  prix  de  vente  753  fuis  rr-  9  ou. . . .  Soao*^. 

Le  courtier  a  donc  revendu  ses  marchandises  pour  Soao^*,  ît 
les  a  achetées  pour  753^  de  moins ,  c'est-à-dire  pour  4267*. 

i38.  Un  particulier  prend  la  poste,  avec  une  somme  rfe 
ai 00*,  qu'il  destine  à  ses  frais  de  route.  Il  marche  ainsi  pen^ 
dont  ao  jours ,  et  parcourt  ao  lieues  par  jour;  il  a  alors  c/n- 
ployë  les  f  de  son  argent.  Mais  trouvant  sm  dépense  trop 
forte ,  il  prend  le  parti  d'aller  à  pied;  il  fait  alors  18  lieues 
par  jour ,  et  ne  dépense  plus  que  les  --^  de  ce  qu'il  dépensait 
par  jour  quand  il  courait  la  poste.  On  propose  de  découvrir^ 
après  combien  de  jours  le  voyageur  aura  dépensé  ses  a  100*^ 
et  ce  qu'il  dépensait  par  jour  lorsqu'il  allait  en  poste.  Le 
particulier  ayant  couru  la  poste  pendant  ao  jours ,  a  dépensa 
les  ^  de  ses  aïoo*,  c'est-à-dire  laoo*;  donc  en  un  jour  il  anr% 
■dépensé  le  ao*  de  laoo*,  ou  60^  i  mais  il  parcourt  alor»  ao 
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lieues  par  jour  ;  sa  dépense  est  donc  de  3*  par  lieue  de  poste. 
Le  voyageur ,  qui  avait  2100*  en  prenant  la  poste ,  a  dépensé 
1200*  pendant  les  20  preniiers  jours  ;  il  ne  lui  reste  donc  que 
900*  pour  voyager  à  pied.    Cherchons  en  combien  de  jpurt 
cette  dernière  somme  sera  dépensée.  D'après  Ténoncé  du  pro- 
blème ,  lorsque  le  particulier  va  à  pied ,  il  dépense  par  jour 
les  ^  des  Go*  qu'il  dépensait  en  poste ,  c'est-à-dire  9*  ;  mais 
il  parcourt  alors  18  lieues  par  jour;  il  dépense  donc  10*^  par 
lieue  •,  dépensant  9*  par  jour  et  ayant   goo""",  il  a  de  quoi 
voyager  à  pied  pendant  100 Jours;  et  comme  il  parcourt  18 
lieues  par  jour,  il  fera  1800  lieues.  Ainsi,  le  voyageur  ayant 
été  en  poste  pendant  20  jours  et  à  pied  pendant  loo  jours  ^ 
aura  dépensé  ses  2100*,  à  raison  de  3*  par  lieue  lorsqu'il  cou- 
rait la  poste,  et  de  10-^  par  lieue  lorsqu'il  allait  à  pied;  il  aura 
parcouru  400  lieues  en  poste ,   moyennant  4^0  fois  S""",  ou 
1200*;  et  1800  lieues  à  pied,  moyennant  i*8oo  fois  10*^,  ou 
900*.  De  sorte  que  la  dépense  totale  sera  de  2100*  pour  2200 
lieues. 

iSg.  Un  père  de  famille  laisse  11000*  à  partager  entre  sa 
*veuv^y  deux  fils  et  trois  filles.  Le  testament  porte  que  la 
part  dé  la  mère  sera  double  de  celle  d'un  fils  y  et  qu'un  fils 
recevra  le  double  d'une  fille.  On  propose  d'effectuer  ce  par- 
tage. D'après  les  rapports  établis  entre  les  parts ,  si  une  fille 
prenait  i*^,  un  fils  prendrait  2*  et  la  mère  4^;  les  3  filles  pren- 
draient donc  3*,  les  2  fils  4*,  et  la  mère  4*>  ce  qui  fait  1 1* 
en  tout;  on  en  déduit  ainsi  chaque  part, .. 

Sur        II*,  la  mèïe  prendrait.....        4*>  '**  ^  ^^^        4*'>  ^^  ^  ^^^^       ^^* 
Sur  iiôoo'^,  la  mère  prendra  donc  4<)<><>''^>  ^^^  ^  ^^  4<>o^^>  ^^^  ^  ^^^  3ooo'^. 

Ainsi,  la  part  de  la  mère  est  4ooo*,  celle  d'un  fils  est  2000^, 
et  celle  d'une  fille  est  1000*, 

i4o«  Vn  hamm»  laisse  la  moitié  de  son  bien  à  son  fils ,  le 
tiers  à  saille  y  et  les  10000*  qui  restent  à  sa  veuve.  On  de-r 
mande,  quel  est  le  bien  du  défunt  et  la  pari  de  chaque  enfanta 
JaSL  part  du  fils  jointe  à  celle  de  la  fille ,  composent  une  partie 
évL  bien  exprimée  par  .^  plus;^',  ou  par  |  ;  les  lOOOQ^j  qui  restejit 
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ik  mère^  expriment  donc  le  6*  du  bien  total  ;  ce  bien  est  donc 
>*-  Le  fils  en  prend  la  moitié ,  ou  3oooo^  ;  la  Elle  en  prend 
tiers  ou  aoooo*;  il  reste  effectivement  loooo*  à  la  mère. 

1^1  •  Un  général^  après  une  bataille  ^  fait  la  revue  de  ses 
tmupes;  le  tiers  de  t  armée  a  péri  ;  le  cinquième  a  pris  la  fuite  ^ 
'h  quart  a  été  fait  prisonnier  ;  de  sorte  quil  ne  reste  que  i3ooo 
I'  konanes.  De  combien  d'hommes  tarmée  était^elle  composée? 
D'après  cet  énoncé ,  le  nombre  des  morts  augmenté  de  celui 
des  fuyards  et  de  celui  des  prisonniers  y  compose  une  partie 
d»  l'armée  primitive,  exprimée  par  -J  plus  3  plus  J  ou  par  ~; 
1»  i3ooo  bommes  qui  restent  forment  donc  les  -^  de  l'armée , 
h  60*  de  l'armée  était  donc  1000.  hommes;  Tarmée  était  donc 
composée  de  60000  hommes. 

i^a.  DlOPHANTE,  r auteur  du  plus  ancien  livre  d'algètre 
quinous  reste ^  passa  dans  sa  jeunesse  la  6' partie  du  temps 
qu'il  vécut ,  et  dans  F  adolescence  la  1  a'  partie  de  ce  même 
temps  ;  ensuite  il  se  maria ,  et  passa  dans  cette  union  le  7'  de 
sa  vie  augmenté  de  5  ans ,  avant  d'avoir  unjils  auquel  il  sur- 
vécut 4  ons ,  et  qui  n  atteignit  que  la  moitié  de  l'âge  auquel 
son  père  parvint.  On  demande  l'âge  qu'avait  Diophante  lors-- 
qu'il  mourut,  Diophante  passa  le  6*  de  «a  vie  dans  l'enfance , 
le  la*  dans  Tadolescence ,  le  7*  plus  5  ans,  avant  d'avoir  ua 
fils^  la  moitié  de  sa  -vie  avec  son  fils,  et  4  ans  après  la  mort  de 
son  fils  ;  ce  qui  fait  les  ^  de  sa  vie  plus  9  ans  -,  or  il  passa  sa 
vie  entière  dans  ces  divers  états  ;  les  ^  de  la  vie  de  Diophante 
augmentés  de  9  ans ,  composent  donc  la  totalité  de  sa  vie  ; 
mais  les  ^  de  l'âge  de  Diophante,  augmentés  des  -^  de  ce  même 
âge ,  composent  aussi  la  totalité  de  sa  vie  ;  il  faut  donc  que  les 
^  de  l'âge  de  Diophante  fassent  9  ans  ;  ^  de  cet  âge  est  donc 
1  an  ;  Diophante  vécut  donc  84  ans.  Si  l'on  fait  la  preuve ,  oft 
trouvera  que  Diophante  passa  14  ans  dans  l'enfance,  7  ans 
dans  l'adolescence,  17  ans  dans  le  mariage,  avant  d'avoir  ut» 
fils  ;  4^  ^^^  ^^^^  ^^"  ^^^  »  4  <^^^  après  la  mort  de  son  fils  ;  Ce 
qui  fait  84  ans  en  tout. 

143.  Des  brigands  pillent  une  diligence  richement  chargée:. 
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Jh  partagent  le  butin  de  la  maniéré  suivante-  Le  capitaùu/j^ 
prélève' d'abord  les  *  du  butin  ;  les  3  lieutenans  prennent  en-vj^ 
suite  les  |  de  ce  quir  reste  ;  les  4  sous-lieutenans  prennent  les  ." 
^  de  ce  qui  reste;  enjin  le  reste  du  butin  ayant  ete  partagée 
également  entre  lao  soldats ,  chacun  reçut  loo^.  On  demandé^ 
la  valeur  du  butin  et  la  part  de  chaque  officier.  A  raison  de  r 
'lod**"  par  soldat,  hs  120   soldats  ont  partagé  lacoo*.  Cela.; 
posé  ,  lorsque  le  capitaine  a  pris  les  f  du  butin ,  il  ne  laisse  à  ^ 
partager  que  le  tiers  de  ce  butin  ;  les  s  lieutenans  en  prennent  i 
les  I  ;  il  ne  reste  donc  que  J  de  .^  du  butin ,  ou  -^^  du  bntin  ;  \ 
les  4  sous-lie uten ans  en  prennent  les  -^^ ,  il  ne  reste  dohc  aux  ^ 
eoldats  que  les  7^  de  7^  du  butin  primitif,  c'est-à-dire  sa  a5*  - 
partie  ;   mais  cette  aS®  partie  du  butin  est  12000*  ;  le  butin 
total  est  donc  sS  fois  12000*,  ou  3ooooo*.  Et  en  effet  y  le 
capitaine  prend  les  |  de  3ooooo*,  ou  200000*-,  les  2  lieutenans 
prennent  les  |  du  reste  100000*,  ou  80000*  ',  il  reste  20000*; 
les  4  sous-lieutenans  en  prennent  les  -j^ ,  ou  8000  ;  il  reste  donc 
12000*  pour  les  120  soldats.  La  part  de  chaque  soldat  est 
donc  effectivement  de  100*. 

i44*  ^^  homme  qui  entre  dans  une  église^  avec  une  somme 
^'argent  entièrement  composée  d^écus  de  3*,  donne  autant,  de  - 
pièces  de  12*^  aux  pauvres  qu'il  a  d'ecus;  Dieu,  pour  le  ré-  . 
compenser,  change  les  ecus  de  3*  qui  lui  restant  en  pièces  de  , 
5*.  //  sort  de  l'église  avec  un  nombre  exact  de  pistoles ,  et 
ayant  renccfntré  un  pauvre  malade ,  //  lui  donne  1*  par  pis- 
tôle,  et  il  lui  reste  un  nombre  exact  de  demi-louis  ;  Dieu, 
pour  le  récompenser  de  sa  bonne  œuvre  ,  change  ses  demi-louis 
en  pièces^de  21*.  Le  dévot  ayant  dépensé  3*,  rentre  chez  lui 
avec  autant  d'écus  de  6*,  qu*il  avait  d^écus  de  3*  en  entrant 
dans  l'église.  Quelle  somme  d'argent  apait-il  d'abord?  Le 
dévot  entre  dans  Véglise  avec  une  certaine  somme  d*argent  ;  il 
donne  12*^  par  écu  de  3*",  c'est-à-dire  le  5*  de  ce  qu'il  a^ 
cai  12*^  est  le  5®  de  3*  ;  il  ne  lui  reste  donc  que  les  |  de  ce 
qu'il  avait  d'abord.  Dieu  change  les  écus  de  3*  qui  lui  restent 
en  pièces  de  5*;  mais  5*  valent  les  |  de  3*^-,  le  dévot  aura 
donc  après  ce  changement;  les  f  de  ce  ^  lui  restait^  ic*est-à- 
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dire  lés  |  des  |  de  la  FDifime  primitive ,  ou  les  J  de  cette  somme. 
11  donne  alors  1^  par  pistole,  ou  le  dixième  de  ce  qu'il  a;  it 
ne  lui  reste  donc  que  les  -^  de  son  argent  :  et  comme  cet  ar- 
I    gent  est  les  j  de  la  somme  primitive ,  il  ne  lui  reste  plus  que 
les  rps  des  f  dé  dette  sommé ,  c'est-à-dife  les  ^  ,  ou  les  f  de 
ton  argent  primitif.  Dien  change  sesr  demi-lôuis  en  pièces  de 
ai*"  :  mais  qi*"  exprime  les  j  de  12^  :  le  dévot  aura  donc  après 
€e  changement 3  les  |  de  ce  qui  lui  restait,  c'est-à-dire  les  -J 
des  f  de  son  argent  primitif,  ou  les  ~  de  cet  argent  ;  mais  ^ 
valent  a  plus  -jî^,  l'argent  du  dévot,  après  ce  dernier  change- 
ment ,  se  compose  '  donc  du  dolible  de  son  argent  primitif  et 
do  lo*  de  cet  argent  ;  conséquemmeht,  s'il  dépensait  le  lo*  de 
cet  argent  primitif ,  il  rentrerait  chez  lui  avec  le  double  de 
son  argent  primitif,  c'est-à-dire  avec  autant  d'écns  de  6^  qu'il 
avait  d'abord  d'écus  de  3*",  comme  l'exige  l'énoncé.  Sa  dé- 
pense 3**,  exprime  donc  le  10*  de  son  argent  primitif;  cet 
argent  est  donc  3o^.  Ainsi ,  le  dévot  avait  Zo^  en  entrant  dans 
r église.  Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  ce  nombre  satisfait  à 
toutes  les  conditions  du  problème.   En  effet ,  le  dévot  entre 
dans  l'église  avec  50'*",  ou  10  écus  de  3^  :  il  donne  aux  pauvres 
10  pièces  de  la-^  ou  S^  :  il  lui  reste  24^,  ou  8  écus  de  3*"  :  ces 
8  écus  de  3^  se  changent  en  8  pièces  de  5^,  qui  valent  4©^, 
ou  4  pistoles  :  il  donne  1*"  par  pistole ,  c'est-à-dire  4^  sur  ses 
4  pistoles  :  il  ne  lui  reste   donc   que  3S^,  ou  3  demi-louis  : 
chaque   demi-louis  devient  ai^:les  3  demi-louis  deviennent 
donc  3  pièces  de  ai*^,  ou  63^.  Le  dévot  dépense  3*"  :  il  lui  reste 
60*",  ou  10  écus  de  6^  ;  mais  il  était  sorti  avec  10  écus  de  3^, 
il  rentre  donc  chez  lui  avec  autant  d*étu8  de  6^  qu'il  aVtit 
d*icns  de  3*"  en  Portant. 

145.  Un  bassin  est  alimenté  par  deux  fontaines,  La  i"  coï^" 
huit  seule  le  remplit  en  a  heures  ^  et  la  a'  en  3  heures.  En 
combien  de  temps  le  bassiiï  sera-t-il  rempli  par  les  deux  fop,^ 
taînes  coulant  ensemble  ?  D'après  l'énoncé ,  la  i'*  et  la  a*  fon- 
tame  remplissent  par  heure ,  i  et  5  du  bassin  ;  le»  deuic  fontaines 
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coulant  ensemble  fournissent  donc  par  heure  \  plus  ^  ou  les  f 
du  bassin.  Cela  posé , 

Puisque  les  ^  du  .baism  sont  remplis* en i  beureé 

5  fois  le  bassin  sera  rempli  en 6  beoies; 

6, 
nhe  fois  le  bassin  sera  rempli  en. ... .  c  beure. 

Le  bassin  sera  donc  rempli  en  |  d'heure ,  ou  en  i  heure  i% 
minutes,  par  les  deux  fontaines  coulant  ensemble.  Et  en  effet, 
puisque  chaque  fontaine  remplit  par  heure  i  et  j  du  bassin  ; 
en  1  d'heure^  les  deux  fontaines  remplissent  les  f  de  -| ,  plus  les 
I  de  ^,  de  ce  bassin ,  ou  les  yô  plus  les  -^  du  bassin,  ou  les 
fl  du  bassin ,  ou  le  bassin. 

146.  Un  bassin  est  alimenté  par  deux  fontaines  ,laV  cou- 
lant seule  le  ^emplit  en  |  heure  y  et  la  Si*  en  ^  d'heure.  En 
combien  de  temps  le  bassin  sera-t-il  rempli  par  les  deuxfon-' 
tcûnes  coulant  ensemble  ? 

3 
La  i^*^  fontaine  remplît,  en  -  beures. ......  i  bassin  y 

en  3  heures 2  bassins , 

en  X  heure «  du  bassia.r 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  la  2'  fontaine  remplit 
par  heure  les  f  du  bassin.  Les  deux  fontaines  coulant  ensemble 
remplissent  donc  par  heure  ,  les  |  plus  les  f  du  bassin ,  ou  2  fois 
le  bassin.  Le  bassin  sera  donc  rempli  en  une  demi-heure ,  par 
les  deux  fontaines  coulant  ensemble. 

i47*  Un  amour  et  une  nymphe  jettent,  de  l'eau  dans  un 
bassin.  L'amour  le  remplirait  seul  en  une  heure  45  minutes , 
et  la  nymphe  en  une  heure  24  minutes.  Mais  un  zéphyre  placé 
sur  le  même  bassin,  le  viderait  en  35  minutes.  Combien  ce 
hassin  plein  mettra-i-il  de  temps  à  se  vider ,  quand  l'eau  cour» 
lera  par  les  trois  ouvertures  à  la  fois?  Si  Von  réduit  1*  45\ 
1*  24'  ej:  35',  en  fractions  d*heure ,  on  trouvera  \  d'heure, 
J  d'heure,  et  ■—  d'heure.  On  en  déduira  qu'en  une  heure ^ 
l'amour  et  la  nymphe  remplissent  j  plus  f  ou  |  du  bassin  ^  tandis 
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Mpe  le  zépli]rre  en  vide  les  t^;  la  partie  du  basain  yidéé  en  tma. 
heure  ^  est  donc  ^  moins  ^  ou  f  ,  du  bassin.     ^ 

3 

Puîfqoe  les  *  dû  batsin.  sont  TÎdéf  en. i  heure , 

3  bateins  seraient  vides  en 7  heares^ 

a  bassin  stnra  vide  en. ^  d'henre. 

Le  bassin  sera  donc  vidé  en  |  d'heure,  ou  â  heures  ao. 
minutes. 

148.  TVoû  joueurs  conviennent  que  celui  qui  perdra  doublera 

t argent  des  deux  autres }  de  sorte  que  chaque  gagnant  reçoit 

autant  dC argent  qu'il  en  a.  Le  \'^  joueur  perd  la  i*"'  partie  ; 

le  Qf  joueur  la  a-,  ^t  Je 5^  joueur  la  3';  ils  ont  ahrs  chacun  ajf^^ 

On  demande  ce  que  ch^ife  joueur  avait  en  entrant  au  jeu,  Cf 

qui  précède  suffit  ptur  £aire  voir  que  la  niarche  à  suivre  dana 

la  solution  d*un  problème  ^  est  toujours  d^  chercher  à  décou*^ 

vrir  les  quantités. iMConnujB).!  au.  moyen  des  relations  qu'elle^ 

ont  avec  les  quantités  connues.  Ces  relations  sont  plus  ou  moine 

diffidies  à  apercevoir ,  c'est  ce  quif^  )a  plus^  on  moins  grande 

difficulté  des  qnestioq^.  .Nous  verrons  que  dans  cerjijaifis  pi^ 

hlèmes  ,  ces  relations  sqnt  tellem^l^it  q^çppUquées  ,  qail  .est 

impossible  dé  découvrir;>  piar  le  raisonnement  seul ,  la  val«uf 

des  inconnues  v  on  sentira  alors  la  nécessité  d'introduire  da 

nouveaux  £^116^  ^  et^roh  commencera  ainsi  Y  Algèbre  9fc^% 

aqoçne  diflSculté.   La-  pl^is  grande  par^e*  4es  problèmes  se 

léioLvent  plus  facilement  par  raIgèlH:e;que  par  ranthm4t;^(pe  ; 

ccidi  qui  nous  ocçtrpe  est  du  nombre  de  ceux  qui  font  excep^ 

tion  ;  sa  solution  par  l'arithmétique  est  trèsTsimple  ^  tandis  quf 

par  l'algèbre  »  on  sera  çipnduit  à  des  calculs  beaijeoup  pl^p 

•  Revenons  i  nMrè'^bblème  :  Pour  le  rélMDudre  antllméti- 
^nemént^il  faut ^ ;piarttfnt  des  quantités  «^iinues,  remonta: 
soèieéssivement  ver»heé  quantités  Incônnnes ,  en  exprimant  avec 
tiSn  •  tontes  ses  côhditiofns.  L'ar^nl^  de  cfa)aque  joueur  èfaflt 
litamàtefiflidfliiS*  pàrtia.  et «adlIUft qM  i^oi qui  *  pm4« 

■  î"        •.  ■  .  '  ■  •    .  ■   J  •»  li  ».l^  ■  1    '. 
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a  doublé  Taiigeiit  Ses  dèmc  autres^  ob;  etct  certain  que  chactiiRr 
des  deux  joueurs  .qui  a  gagné  une  pairtie  >  avait  avant  cette 
partie  ,  la  moitié  de  ce  qu*il  a  après  cette  partie  ,  et  que  le 
perdant  avait  ce- -qui  lui  reste, plus  eè  qu'il  a  perdu.  te*aprèa 
cela  ,  U  eit  trèsrfajcûle.  de  remonter  de  la  3®  partie  aux  précé- 
dentes,. Voici  le  tableau  de  Targent  de  çl^aque  joueur  à  la  fia 
de  chaque  partie  ;  Texplication  &uit , . . . 


Fin  de  la  3«  partie,  i«i*  joueur  24"^;  a«...  a4^j  3o...  24^.'        .:* 
,  .Fi»  deJa  ae.  partie.,  i«r  joueur  la'Tj  2®...   12*:  3^,,.  43*^ 
Fin  de  la  i*«  phrue,  i»'  joueur    6^j  2«...  4^*j  3«...  24^. 
Entrée  au  jeu,  i**".  joueur  39*j2«. .".  2i*"i  3^. . .   la^. 

•  ,A  la  fiii  de  Jii'3^  partie  y  (Aâquë- jpiiettr'â  si4*:  ht  j^jôueûr 
liyant  perdu  Itf  S^ 'paiîtle -,  ôdouMé  t*a*géiit  des  tSéuJc  autres '; 
ttfr  àvàieiit  donc-  ôhâcun  la*  à  la  Sn  d#4a -ia"  j^rtiè  ;  le  3* 
joueur  avait  48**/  puisqu^aprèâ  avoii^"perdti  's  fols  1  a*  ou  a4**» 
Slïuî'iteste  encote  i^^/l^tt  8e^ûds|»uétii*'â^  perdu  la  st* 
^Më^;  a< doublé  raïgen^ des  deux  autres»'  îMafvaient  donc k  la 
péfrtie, précédente'; '1a  ibêkié des  lîal*  •€*  ^S'^qti'ils  ont;  l^argeiit 
tfù  1  "jbiiètir  /«près  1«  r '^  pftrtie  ,  est d«nc  6*;  et  celui  du  3%  , 
J^I^'iW  î2«î  )ouë«'i;ii^s  =  avbîr  'pie'r«ii^1î4*'ët'€<^;  ou  3o*i'«%fr- 

V*-^  j^tteîàr  âyatttî«*dù  la  1**  pafrtié  ^^â^âoîAMPl  argent  des-dcuk 
Uiffreil  r^etefcûn  tffetix^n'avaft  éoric  ^ëti^enfrant  an  jeuvqttèlà    -_ 
![Àoffl6'de  ce  qû'Ô  é^^ih  6n de  la  !l^ pytie',  ië  à»  avâif «dUiic   'i 


«^<t,  M«"fel  i^Wrte'>7rtë«aht  'myëiP. 


-;  !  I49I-1  SR-ois  impurs  4;pi^i^nent.  q^,ç^if4pêr4f^  dpiàiera  £ 
raisonnemens  du  n*  14^1  on  trouvera^  en  remontant  de j4'^ 
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I  S*  partie  à  la  i'*,  que  les  joueurs  avaient  3G*",  flc^,  et  lo**^ 
en  se  mettant  au  j«u.  Voici  le  calcul. ....  .  * 

■ 

A  1&  fin  de  la  3*  partie,  le  !«»*  fcruenr  a  ^4^,  le  a»  a  ^Sif",  le  3«  a  t4"^. 
»•*  partie,  Je  i«r  joueur  a  la'''',  lé  a«a  i4"*J;,  le  3«  »  4<>"'''» 
1  repartie,  k  i"  joueuir  a    G*,  le  a^  a  4o*,  le  3«  a  ao*"». 

Donc,  sn  se  mettanttiu  jeu, ... 

le  i*''  joueur  avait  SGff",  /e  »•  iip«i«  ao^'",  /«  3*  avait  lof^.  ' 

i5o.  Quatre  joueurs  conviennent  que  le  perdant  doublerçÇ 
f  argent  des  trois  autres.  Le  i*'  joueur  perd  la  i^*  partie  ;  lé 
a',  la  as-  h  Z%  la  3';  e*  lé  if.iàéf.  Ils' sorteni:  dit  jeu  auec 
4o*",  ao*",  loS  et  5**.  Combien  chaque  joueur  avait^il  dargenê 
en  se  mettant  au  jeu?  Si  Ton  raisonne  comme  datts  le  n®  148  ; 
on  trouvera ,  en  remontant  de  la  4*  partie  à  la  i",  cjue  Targent 
de  chaque  joueur  est, . .  t  '  * 

Fin  (te  la  4e  partie,  ler  joueur  40*"}  a«...  îm)*-}  3«...  io*j  4«...     5^^, 

ftn  de  la  3«  i»artie,  itr  f6tféii*/«o^î  î>^-.--  lo**?  3«...     5^;  4«.'..  4o^.  ' 

^  de  la  se  paifie  ,  i«r  jotKïiit  ib*-|  a*?.'.  '5^;  3«'.  .-.•  4o*j  4«. . .  aoî»'.  • 

Fin  de  la  l'c  partie ,  *«  )ôuvpr  £*vJ»...  4<>*^*âf;.i.  20^  4^-<'«   'o^-' 

Entrée  au  jeu,  i»'  joueur  40*"}  a«...  ao*"}  3«..,   io#";  4***«     5^» 

/>«'  #mrfe  i/ufà  ila^n  d^  là  é^ partie,  chaque  j^ueura  autant 
d'argenlt^  qù!il  en  avait  en  se  mettant  au  jeuj\  .     .    • . 

i5i  ;  Deux  caariers  partent  au  même  instant  ;  Tun  de  Parit 

pour  Zyon ,  Vautre  de  Lyon  pour  Paris.  En  une  hèureylepr^ 

mid^  Courier  parcourt  ^yliegttee.i  et.  le  second  a  /û;i«eJ::«  On  de^ 

mande  dans  combien  de, temps  ces  càuriersse'fwmiontreron^ 

tf  m  qu^es distances  Us.  seront  alors  dé  Pari3}\Ily\n"ioo.lieue§ 

de  Paris  à  Lyon»  En  une  keure ,  le  ;  *f  coiiriBiyf ait  3.  lieues ,  et 

le  second  a  lieues  ;  mais  ces  couriers  viennentl*ui\  vert  l'autre; 

ils  se  rapprochent  donc  en  une.  heure  de  3  lieues  plus  a  li^er^ 

oa  5  tieuea.  Puisque  les  couriers  se  rapprochent  dç  3  lieues  en 

fiBie  heure  »  pour  se  rappipekèr,  d'une  lieue  y  A  M'ieor  faudra 

^we  I  d'heure  ;  pour  se  rapprochëo:  de  la  distJBvcê  irà  lieue»^^ 

^RbII^  séparait  à  Tinstant  de  leiur  départ  /il  leùrj'faudrafdonç 

IjX^  feîfr  5"d*heure  /ou  sKiiyheuresu  Or  le  courîf  r,  qnl  part  da 

*-]llps^{ût3U^es.par  beur«)  en 09 heures^ ilferftâàn&Solieuet. 
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ïjes  deux  couriers  se  joindront  donc  après  20  heures  de  rtUarchêl 
et  la  distance  de  Paris  au  point  de  rencontre  est  60  lieues. 

En  voici  la  preuve.  Comme  le  courier  qui  part  de  Paris  ^  tel 
5. lieues  par  heure;  en  ao  heures ,  il  parcourra  6a lieues  ;  mail 
le  courier  qui  part  de  Lyon  fait  a  lieues  par  heure;  en  20  heures 
il  parcourra  donc  4o  lieues.  La  somme  des  chemins  parcoural 
en  ao  heures  par  les  deux  couriers ,  est  donc  60  lieues  plm 
'^o  lieues  ,.ou  100  lieues.  C'est  effectivement  la  distance  da 
Paris  à  Lyon. 

i5a.  La' théorie  des  rifppotis  tondoit  an  même -téaultat.  & 
f  ffet ,  les'.çh^ms  parcourus  par  lés  courijers  devant  être  pnh 
portionnels  ^^ux  espaces  3  lieiies  et  ô  lieues  qujis  parconreift 
dans  le  même  tQlPps/Qt;!^  somme  de  ces  chepins  devarii| 
composer  Ta  distance  totale  100  lieif^s^  de»  Paris  à  Lyon;  oii 
obtiendra  les  distances  du  point  de  rencontre  aux  points 
départ  y  en  divisant  100  lieiies,  en  parties  proportionnelles  ' 
nombres  3  et  a.C^s  parties  sont:  Solieues:  et- 40  lieues  ; 
expriment  les  chemins  parcourus  par  lés  couriers.  -  -  ^ 

^  i53.  L* espace  parcouru  pendant  Vunité  de  temps  ,  a  r$ji^ 
ie  nom  de  VjTésse*  Ainsi ^dans  iè  problème  précédeaty  w^ 
vitesses  des  couriers  sont  les:  espaces  S  lieues  et  fl  li^es  qtttt 
parcoureA^.en  u^e  heure.  La  vîtes^e^.du.  sççcuid jcourier  ^ 
Jes  |de.çeUe  du  premier. .      .  ,,..,  J^J^      [/    [■     .   ,, .  .  ^,  ^ 

~  i54*  Deta^'toutiers  partent  au -même  instant  ,fA  vont  dam 
.  Je  7neme<nB»«>>«n  une  keum^  le.T*î*  courier  parcourt  3  lieuéM*. 
et  le  J[6(ri>ny2v5\£euiar.  Ouidèmànde  dans  combien  de  temfi. 
les.  eourikr:^  làeï/aândront ,  ni  quelles  seront  les  distances  de 
poinJts  detdeparï'au.point  de^  rencontre,  La  distance  enire  là 
points  de  départ^iesl  90  ' lieues, \  Si  les»  couriers  marchaient^ 
]$ment  vite ,  [iU  resteraient  toujours  à  la  même  -distaBee-;  mfl 
le  courier  ^û  est;  en  amère«/£ait>p«r  heure  0  lieues  de  flfel 
quei£elnr;qmestenavaDt;  il  s'en  i:approôhe  donc  de  âKetfl 
par  heure.  Paisqhé^les  courierfir  se  rapprochent <le'iaf  tienê»  J 
«ne. heure,  pour  se  ra|>pr<>€her  d^ë  lieue  ,  il  noi  leur  fi^ 
qu'uné.demi-henre  ;  et  par  coitséqaônt^  pour  se  rapprodf 
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éiB  la  distance  90  lieues ,  qui  les  séparait  à  l'instant  de  leur 
départ ,  il  leur  faudra  go  fois  une  demi-^heitre ,  ou  45  heures. 
Ainsi ,  le  temps  cherché  est  45  heures, 

n  est  facile  d'en  déduire  les  distances  des  points  de  départ 
in  point  de  renconttç.  En  effet,  comme  le  1*''  courier  fait 
3  lieues  par  heure  ^  en  45  heures  il  fera  45  fois  3  lieues  , 
tu  i35  lieues  \  mais  le  second  courier  fait  5  lieues  par  heure  | 
tn,  45  heures  il  fera  donc  aaS  lieues  \  Us  distances  cherchées 
sont  donc  ââ5  lieues  et  i35  lieues,  £n  voici  la  preuve  ;  comme 
la  distance  entre  les  points  de  départ  est  90  lieues ,  le  courier 
qui  était  en  arrière ,  pour  joindre  celui  qui  était  en  avant  ^ 
a  dû  faire  90  lieues  de  plus  -,  et  en  effet ,  la  route,  aiâS  lieues , 
dn  courier  qui  était  en  arrière  ^  surpasse  de  90  lieues  celle  du 
courier  qui  était  en  avant. 

i55.  Deux  couriers  vont  dans  te  même  sens  ;  le  premief 
a  une  aisance  de  60  lieues  ,  fait  3  Ueuês  en  une  heure  ,  ei 
fart  10  heures  avant  le  second ,  qui  fait  5  lieues  par  heure* 
On  demande  dans  combien  de  temps  les  couriers  se  joindront , 
et  quelles  seront  les  distances  des  points  de  départ  au  point  de 
i&iconire.  Lt  1*^  courier  a  une  avance  de  60  lietres  ;  il  part 
10  heures  avant  le  a",  et  comme  il  fait  3  lieues  par  heure  » 
3  a  parcouru  3o  lieues  ,  quand  le  second  courier  commence 
à  Aiarcher  ;  de  sorte  qu'à  cet  instant ,  le  1*'  courier  a  sur  le  2% 
une  avance  de  60  lieues  plus  3o  lieues  ,  ou  90  lieues.  Par  con-> 
léquent ,  pour  que  le  a*  courier  rencontre  le  i*',  il  faut  qu'il 
•  en  rapproche  de  90  lieues.  Raisonnant  comme  dans  le  n**  i54> 
on  trouvera  que  le  second  courier  rencontrera  le  i"',  après 
45  heures  de  marche.  Le  1*'  courier,  qui  est  parti  10 heures 
ifant  le  a*,  aura  donc  marché  pendant  55  heures.  Le  a*  cou- 
y  qui  fait  5  lieues  par  heure ,  fera  en  45  heures ,  45  fois 
lieues,  ou  aa5  lieues  ;  et  le  1*'  courier ,  qui  parcourt  3  lieues 
heure,  parcourra  en  55  heures,  i65  lieues.  Ainsi,  d^ 
iutoHtoù  les  deux  couriers  se  rencontreront;  le  second^  qui 
marché  pendant  45  heures ,  aura  fait  âa5  lieues ,  et  /a 
ier ,  qui  aura  marché  pendant  55  heures  ,  aura  parcoum 
lieues.  On  ferait  la  preuve  comme  dans  le  n°  i54«. 
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i5ff.  Deux  cmiriers  vont  dans  le  même  sens;  le  premier 
une  avance  c2e  i38  lieues  »  fait  3  lieues  enJ^Jieures^  et  part 
heures  avant  le  second ,  qui  parcourt  6  lieues  en  7  heures, 
demande  dans  combien  de  temps  les  couriers  se  joindront-^ 
quelles  seront  les  distances  des.  points  de  départ  au  point 
rencontre.  Cette  question  serait  semblable  à  la  précédente-^' 
si  l'on  connaissait  les  vitesses  des  couriers  (n*  i53)  ;  ntaiB  ea  '{ 
4  heures ,  le  i**^  courier  fait  3  lieues  ;  en  une  heure  il  fera  donc  f 
le  quart  de  3  lieues  ou  |  de  lieue  ;  le  a*  courier  fera  en  nue  F 
heure  le  septième  ded  6  lieues  qu'il  fait  en  7  heures  ^  c*e8t-4*f  ^ 
dire  |-de  lieue.  Les  vitesses  du  i**"  et  duâ*  courier  sont  donc  f  4CT^ 
f  de  lieue.  Raisonnant  comme  dans  le  n*  i55,  on  dita  il^y 
î*^  courier  avait  une  avance  de  i38  lieues,  il  part  4^  heure» t: 
avant  le  a%  et  fait  |  de  lieue  par  heure,  il  parcourra  donc^ 4^ 
pendant  ces  40  heures  ^  .40  fois  |  de  lieue,  ou  3o  lieues  ;  de  sorte  [fei 
qit*à  Tinstant  où  le  a*  courier  commence  à  marcher ,  le  1*'  a 
une  avance  de  1 38  lieues  plus  3o  Keues,  ou  168  lieues.  Ltti 
a^  courier  ne  pourra  donc  rencontrer  le  1*%  que  lorsqu^il  $*et^ 
sera  rapproché  de  168  lieues.  Cela  posé»  dans  une  heurt  la' 
distance  qui  sépare  les  deux  couriers ,  est  augmentée  de  |  dffV 
lieue  par  le  côùrier  qui  est  en  avant:  et  diminuée  de  f  de  hena^l 
par  celui  qui  est  en  arrière;  le  rapprochement  effectif  nW. 
donc  que  de  f  moins  1>  ou  -^  de  lieue.  Les  couriers  se  rap- 
prochent donc 

3  •  Il 

de  -7  de  lieao  »  en x  heure ,  •  '.% 

4 

de    3    lieoes,  en a8  beare» , 

a8 
de    I    lieae  ,  en rr  benrei , 

98 
de  168  lieuet,  en  168  foii  -?-  heores  ,  oa i568  heuicii» 

Ainsi ^  après  i568  heures  de  marche,  le  a*  courier  rencoi»-  '~* 
trerale  i''.  Le  i*"^  courier,  qui  part  ép  heures  avant  le  fl%  aum 
donc  marché  pendant  1608  heures.  Le  1*'^  courier  parcourt  ^  d«  ' 
lieue  par  heure,  et  marche  pendant  1608  heures;  il  parcourra    . 
donc  1608  ibis  |  de  lieue ^  ou  iap6  lieues;  le  a*  courier  fait/* 
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ne  par  htnre  et  marche  pendant  1 568  heures  ^  il  par** 
donc  i568  fois  y  de  lieue,  oa  i344  Heues.  Ainsi,  à 
\  de  ia  rencontre  des  couriers ,  le  i"  courier,  qui  aura 
pendant  1608  heures ,  aura  fait  iao6  lieues;  et  le 
fait  i544  lieues, en  i568  heures. 

Deux  couriers  vont  dans  le  même  sens  ;  le  i*^  a  une 
ie  floo  lieues,  fait  3  lieues  en  4  heures,  et  part  4o  heures 
*.  21%  qui  fait  6  lieues  en  7  heures.  On  demande  après 
i  d'heures  de  marche  le  a'  courier  sera  éloigné  du  1  "  de 
!f  •  Ce  problème  est  susceptible  de  deux  solutions ,  car 
lenes.  peuvent  exprimer  ce  dont  le  si*  courier  sera  en 
ou  en  ayant  du  i**". 

trouver  dans  combien  de  temps  le  a'  courier  sera  en 
du  i''  ib  fia  lieues,  on  dira;  le  1*'  courier,  qui  a  aoo 
l'arance ,  £era*en  une  heure ,  le  quart  des  3  lieues  qu'il 
4  hanres,  c'est-à-dire,  ^  de  lieue;  il  part  4o  heures 
e  9*  ;  il  aura  donc  parcouru  ^o  fois  |  de  lieue ,  ou  3o 
quand  le  a^  commencera  à  marcher;  le  1*^  courier  aura 
OIS  une  avance  de  aoo  lieues  plus  3o  lieues,  ou  a3o  lieues  ; 
itte  avance  doit  être  réduite  à  6a  lieues  ;  le  a*  courier  doit 
I  rapprocher  du  1*'  de  a3o  lieues  moins  6a  lieues,  ou 
uea.  Si  Ton  répète  les  calculs  du  n°  i56,  on  trouvera 

rapprochement  se  fera  en  i568  heures.  Ainsi,  après 
\eures  de  marche,  le  a'  courier  ne  sera  plus  en  arrière 
que  de  6a  lieues. 

r  trouver  dans  combien  de  temps  le  a'  courier  sera  de 
tes  en  avant  du  i^,  on  dira;  le  a*  courier  doit  se  rap- 
ir  du  i"'^  des  a3o  lieues  dont  il  est  en  arrière,  et  dé- 
ensuite  le  1*'  de  6a  lieues,  de  sorte  qu*il  doit  réellement 
(9a  lieues  de  plus  que  le  1*'^.  MjÙs  pour  faire  une  lieue 
■  que  le  1*',  il  lui  faut  ^  d'heure  (n^  ï56)  ;  donc  pour 
galieiiesde  pins  que  le  i*',  il  lui  faudra  aga  fois  ^  d'heure/ 
i5  heures  ao  minutes.  Ainsi ,  te  a'  courier  ^  après  avoif 
^pendanA  ajaS  heures  ao  minutes,  sera  en  avant  dèt 
6a  lieues. 
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i58.  Deux  courùsn  vont  dans  le  même  sens  ;  le  i^ 
nvant  y  fait  3  lieues  en  4  heures,  et  part  4o  heures  avai 
{/uifait  6  lieues  en  7  heures.  Celui-ci,  après  avoir  i 
pendant  i568  heures,  est  en  arrière  du  1''  de  62  liem 
demande  quelle  était  l'avance  primitive  du  1^  courier 
a*.  Le  2*  courier  fera  en  une  heure  ,  le  7*  des  6  lieu» 
fait  en  7  heures ,  c'est-à-dire  f-  de  lieue;  il  marche  p 
'l568  heures^  il  fait  donc  i5G8  fois  f  de  lieue,  ou  i344 
Le  I*'  courier  fait  par  heure,  le  quart  des  3  lieues  qi 
en  4  heures ,  c'est-^-dire  \  de  lieue  ;  comme  il  part  40 
ayant  le  a*,  il  marche  pendant  1&08  heures^  et  fait  p 
ce  temps,'  1608  fois'|  de  lieue /ou  iao6  lieues.  Le  a*  \ 
ayant  parcouru  i344  lieues ,  et  le  1®'  iao6  lieues  ;  1^  i" 
diement  est  donc  de  i344  heues  moins  iao6  lieues^,  ou 
lieues.  Mais  après  ce  rapprochement,  le  2*  tonner  est 
en  arrière  du  i*''^  de  6a  lieues;  l'avance  de  celui-ci  etai 
de  i38  lieues  plus  6a  lieues ,  ou  de  aoo  lieues.  Ainsi,  /' 
primitive  du  1''  courier  sur  le  a*,  était  de  aca  lieues , 
a'accorde  avec  le  n**  167. 

i5g.  Veux  couriers  partent  en  thème  temps  des  deua 
opposés  étiine  montagne ,  et  atteignent  le  sommet  au 
instant;  les  difficultés  des  chemins , sont  comme  4  est  0 
les  espaces  parcourus ,  sont  comme  q  est  à  10,  On  demc 
rapport  des  vitesses  absolues  des  couriers  i  Ce  rapport  é 
même  que  celui  des  espaces  que  les  couriers  parcourraie 
marchaient  pendant  le  même  temps  sur  la  même  route,  il  si 
calculer  ce  dernier  rapport:  Les  difficultés  des  chemin 
comme  4  est  à  3  ;  les  espaces  parcourus  par  un  même  couric 
en  raison  inverse ,  c'est-à-dire ,  comme  3  est  à  4  >  ou  coi 
est  à  la.  Gonséquenmient ,  si  le  i**^  courier  met  une  mi 
parcourir  9  toises  iBur  le  i**^  côté  de  la  montagne,  il  pan 
rait  de  l'autre  côté  la  toisés  dans  le  même  temps;  n 
rapport  dies  espaces  parcourus  par  les  couriers  sur  let 
côtés  de  la  montagne ,  étant  celui  de  9  à  10,  pendant! 
1^'  courier  parcourt  9  toises, sur  le  i*'^  côté  de  la  mpntag 
a*  parcourt  10  toises  sur  le  a*  côté;  les  yîtesses  absolu 
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tOHt  donc  telles ,  qu*en  une  minute ,  et  sur  le  a,*  côté 
lia  montagne  ^  le  i*'  courier  parcourrait  la  toises  et  le  a*  lO 
is.  La  "Vitesse  du  \*^  courier  est  donc  à  celle  du  a'  comme 
crt  li  lo ,  ou  comme  6  est  à  5.  ' 

ife.  Deux  couriers  partent  en  même  temps  des  deux  pieds 
'uM  montagne,  et  atteignent  le  sommet  au  même  instant, 
vitesses  absolues  sont  comme  G  esta  b ;  et  les  difficultés 
ï  chemins^  sont  comme  4  ^t  à  5.  On  demande  le  rapport 
espaces  parcourus  sur  les  deux  côtés  de  la  montagne.  Les 
î8  des  couriers  étant  comme  6  est  à  5  ^  les  espaces  para- 
is dans  le  même  temps  sur  le  même  terrein ,  par  les  deux 
riersi  sont  comme  6  est  à  5;  conséquemment  ^  si  en  un« 
te  le  i*"^  courier  parcourt^  toises  sur  le  i"  côté  de  la 
!•  ;  lé  a*  courier^  sur  le  même  côté  ^  parcourrait  5  toiser 
lie  même  temps.  Mais  les  difficultés  des  routes  sur  le  i**^  et 
la'  côté}  sont  conmie  4  esta 3,  les  facilités  correspondantes 
donc  comme  3  est  à  4;  or  4  est  les  |  de  3;  le  a^  courier, 
en  une  minute  parcourrait  5  toises  sur  le  i*'  côté  de  la 
itagne  ^  ne  parcourra  donc  pendant  le  même  temps  sur  le 
'côté,  qbe  les  |  de  5  toises  ou  ^  de  toise.  Or  en  une  minute 
i"  courier  parcourt  6  toises  sur  le  i"  côté  de  la  montagne  ; 
espaces paf  courus  dans  le  même  temps  sur  le  i^  et  le  a*  côté 
la  montagne  sont  donc^  comme  6  esta -^^  ou  comme  i8  est 
90 9  on  comme  9  est  à  lo.  Le  rapport  demandé ,  des  espaces 
sur  les  deux  côtés  de  la  montagne ,  est  donc  celui  de 
o  lo.  Ce  qui  s'accorde  avec  la  question  précédente. 

i6i.  Un  lévrier  poursuit  un  lièvre ,  qui  a  8â  sauts  de  lièçre 

fatronce.  Pendant  que  le  lièvre  fait  i3  sauts,  le  lévrier  n'en 

it  que  g  ;  mais  3  sauts  du  lévrier  en  valent  5  du  lièvre.  On 

en  combien  de  sauts  le  lévrier  attrapera  le  lièvre.  Si 

était  exprimé  en  sauts  de  lièvre,  il  n*y  aurait  aucune  dif- 

i  ;  mais  3  sauts  de  lévrier  en  valâbt  5  de  lièvre,  9  sauts 

lévrier  en  valent  i5  de  lièvre  ;  donc ,  si  en  une  minute  le 

fait  i3  sauK ,  dans  le  même  temps  le  lévrier  fait  9  sauts , 

valent  1 5' saut»  de  lièvre.  De  sorte  qu'en  une  minute,  le 
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lévrier  ae  rapproche  du  lièyre  de  a  sauta  de  lièvre  ;  pour 
rapprocher  des  8a  sauts  de  lièvre  ^  dont  il  était  en  arrièieî 
lui  faudra  donc  4^  minutes  ;  pendant  ce  temps  le  lévrier 
fait  4^  fois  9  sauts ,  ou  369  sauts ,  et  le  lièvre  aura  fait  4^ 
i3  sauts,  ou  533  sauts.  Ainsi»  le  lévrier  attrapera  le  Hè^t^ 
369  sauts,  '  n  est  aisé  de  s*en  convaincre  ^  car  3  sauts  àià. 
Yrier  en  valant  5  de  lièvre ,  1  saut  dé  lévrier  vaut  ^  de 
de  lièvre  ;  les  369  sauts  de  lévrier  valent  donc  369I  foia  f 
eaut  de  lièvre ,  ou  61 5  sauts  de  lièvre  ;  mais  le  lièvre  n*a  l 
dans  le  même  temps  que  533  sauts  ^  c'est-'àrdire  8a  aants. 
moins  que  le  lévrier  ;  le  lévrier  a  donc  etFectivement  gagné 
le  lièvre  les  8a  sauts  de  lièvre^  dont  il  était  en  arrière;  i 
donc  attrapé  le  lièvre.  ■ 

'  16a.  Une  montre  marque  midi.  On  demande  combien  if^ 
fois  les  aiguilles  se  rencontreront  depuis  nUdi  jusqu'à  minml^ 
et  à  quelle  heure  se  fera  chaque  rencontre.  En  une  heure,  l'iM 
guille  des  minutes  fait  le  tour  du  cadran  et  parcourt  tes  fif 
divisions  ;  Taiguille  des  heures  parcourt  les  5  divisions  qui 
parent  deux  heures  consécutives  ;  les  aiguilles  se  rapproehi 
donc  de  55  divisions  gar  heure ,  ou  d'une  division,  on  ^  d'h 
Cela  posé;  si  Taiguille  des  heures  restait  sur  midi,  celle 
minutes  ne  1^  joindrait  qu'après  avpir  parcouru  les  60  di 
du  cadran  ;  l'aiguille  des  minutes, pour  joindre  celle  des  beumj 
doit  donc  parcourir  60  divisions  de  plus,  c'est-à-dire  s'en  rap^ 
procher  de  60  di>dsions  ;  mais  pour  s'en  rapprocher  d*une  di- 
vision ,  il  lui  faut  ^  d'heyre  ;  pour  s'en  rapprocher  des  60  iSt 
visions,  il  lui  faudra  donc  ^^  ou  ■^*,  ou  i'^  5'  fx-.  Les  époqnei 
des  autres  rencontres  s'en  déduisent  avec  facilité ,  car  le  moi» 
vement  des  aiguilles  étant  uniforme ,  le  temps  écoulé  depuis  b 
réparation  des  aiguilles  jusqu'à  leur  rencontre ,  est  toujours  I 
même,  c'est-à-dire  i*5'  -n*.  L'instant  d'une  rencontre ,  auff 
mente  cfe  1^  5'  -^ ,  donne  donc  l'heure  de  la  rencontre  sui 
vante.  On  trouve  ainsi  que  la  1 1*  rencontre  a  lieu  à  la  heures 
c'est-à-dire  sur  le  premier  point  de  départ  des  aiguilles. 

i63.  A  midi,  l'aiguille  des  minutes  et  celle  des  heures  s 
trouvent  sur  la  dousième  hmre.  Dans  combien  de  temps  cm 
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mguittes  se  rencontreront-elles  pour  la  première  fois.  On  sup^ 

que  la  montre  avance  d'une  minute  par  heure.  Comme  la 

montre  avance  d'une  minute  par  heure,  l*aiguiUe  àes  minutes 

parcourt  61  divisions  en  une  heure  »  et  par  conséquent  »  l'ai- 

(gîOe'des  heures ,  qui  va  la  fois  moins  vîte^  parcourt  en  une 

la  la*  partie  de  61  divisions,  ou  f^de  division  ;  ce  qui 

^&it  nne  différence  de  61  divisions  moins  —  de  di^dsion ,  ou  de 

■^  de  division  ;  de  sorte  que  pendant  une  heure ,  Taiguille  des 

amntes    parcourt  ^  de  division  de  plus  que  Taiguille  des 

[res;  mais  la  1'*  aiguille,  pour  joindre  la  a*,  doit  parcourir 

to  divisions  de  glus  ;  nous  dirons  donc  : 

Cwnw  pour  le  rapprocher  de   -^  de  division  ,  il  faut i  li. 

pour  le  rapprocher  de  G71  dÎTisions  ,  il  faudra il  b. 

.     pou  M  rapprocher  de      i  divisioo ,  il  faudra p —  h. 

pitNir  te  rapprocher  des    60   divisions,  il  faudra   60    fois  rr^  h. 

^     JLetemps  demandé  est  donc  So  fois  y^\  ou  i^  4'  {77* 

i64-  Un  particulier  a  acheté  96  aunes  d'un  drap  de  Louvîers 

à\,  pour  GSaS*',  payables  dans  un  an.  Il  retourne  chez  le 

'même  marchand;  le  prix  de  l'aune  de  Louviers  à  f  est  diminué 

de  to*  argent  comptant  ;  et ,  à  dimensions  égales ,  le  drap  de 

Sedan  a  éprouvé  une  diminution  de  prix  proportionnelle  û  sa 

qualité  ;  la  qualité  du  drap  de  Louviers  est  les  l  de  celle  du 

imp  de  Sedan,  En  vertu  de  la  diminution  du  prix  des  draps , 

ao  aunes  de  drap  de  Sedan  à  ^  ne  coûtent  que  g6o^  argent 

amptanU  On  demande  quel  était  le  taux  de  l'argent.  Puis- 

^  la  qualité  du  drap  ^e  Louviers  est  les  ^  de  celle  du  drap 

ie  Sedan ,  tout  étant  d'ailleurs  égal ,  le  prix  du  drap  de  Loit* 

bi  «wrr  ^ra  les  |  du  prix  du  drap  de  Sedart,  Cela  posé  : 
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Après  la  dbniiinution  du  prix  des  draps  ^ 

90  adnes  de    Sedah  à  |,  coûteni  eh  arg^t  comptant '. . .  960^. 

o 

X    aune   de    Sedan   à  5,  coûte. . .  le  ao«  de  g6o"**,  o« , . . ,    4o**« 

'  ï  aune  de  Loujiers  à  2  les  2  d«    4^>  ^^ '•••    ^*'' 


I 


g   le   ^«'de    se*",  ou W*. 

^  o 

.  I    aune  de  liOUTÏers    r?  coûte 5  fois      8^1  ou r^..    4^*^* 

o     ■  ' 

Donc  y  at^aht  ta  diminution  du  prix  des  draps,,,, 

I  aune  de  Louvièrs  à  ^,  coûtait  comptant...  ^Qlf''D\uBïO'^f  on...      5o^. 

5  .♦ 

96  aunes  de  Louviers  à  ^ ,  coûtaient  comptant ,  96  fois  So*",  ou , . ,  4^^^** 

'  •  .  "  •■ 

Ainsi ,  ayant  la  diminution  du  prix  des  draps ,  les  9G  aunes 
de  LouviefTs  à  |,  valaient  4800^  argent  comptant  ;  mais,  elles 
valent  5328*,  payables  dans  un  £61  ;  l'intérêt  annuel  de  4800* 
est  donc  SaS*;  Tintérêt  annuel  de  100*  est  donc  ^^*'',ou  11*. 
L'argent  était  donc  à  1 1  pour  100  par  an. 

i65.  Trouver  un  nombre  dont  les  l  fassent  i4*  La  règlfr  • 
donnée  pour  résoudre  les  problèmes  de  cette  espèce ,  était  . 
connue  sous  le  nom  de  règle  de  fausse  position.  On  prenait  ; 
un  nombre  au  hasard,  18  par  exemple^.et  l'on  disait: 

-  Si  le  noiâhre  cherche  était  18  ^  ses  ^  seraient. .  • ai. 

7 
Puisse  91  est  les  ~  de  18 , 

le  ai«  de  ai  on'  i ,  sera'  les  ^du  ai*  de  18 .  ou  de  --<>  ou  de. . .    -« 

'6  'ai'  7 

•   «                         •              /s 
x4  fois.  I  ou  14 ).  sera  les  Z  de  14  fois  -  9   on  de. « , .     ix. 

Lé  nombre  demandé  est  donc  1  a.  Et  en  effet  ^  lés  |  de  it  7^ 
font  i4*  Voici  une  solution  plus  ditecte* ... 

Les  l  dn  nombre  inconnu  sotit 14* 

^  du  nombre  inconnu  est  donc a.^ 

l^es  ^  du  nombre  inconnu  valent  donc  6  fois  a^  on. . . .  iak 
Ifi  noi^bre  inooona  est  donc.  • .«...«..  t  .*..  ^ •  la 
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On  voit  qne  l'ayaiitage  de  la  teconde  solution  sur  la  pre- 
mière 4  est  d*être  pluA  claire  et  plus  directe.  Nous  traiterons 
en  conaécpience  tontes  les  règles  de  fausse  position  par  cette 
nouvelle  méthode. 

166.  Trouver  un  nombre  dont  la  moitié  plus  les  deux  tiers 
fassent  i4«  Comme  \  plus  ^  valent  |  »  il  s'agit  de  trouver  un 
nombre  dont  les  |  soient  i4*  Ce  nombre  est  donc  la  (n*  i65)« 

RÈGLES  DE  DOUBLE  FAUSSE  POSITION. 

167.  Un  joueur  f  interrogé  sur  ce  qu'il  a  dans  sa  bourse ,  ré^ 
pond  que.  l'excès  du  quintuple  de  ses  louis  sur  3o,  est  égal  à 
t excès  du  double  de  ces  mêmes  louis  sur  6.  On  propose  de 
découvrir  le  nombre  des  louis  du  joueur.  Pour  résoudre  cette 
question ,  nous  donnerons  une  valeur  arbitraire  au  nombre  des 
louis  ;  si  ce  nombre  satisfait  à  toutes  les  conditions  du  pro- 
blème ,  il  en  donnera  la  solution  \  s'il  n'y  satisfait  pas ,  il  pro- 
duira nne  certaine  erreur ,  que  nous  détruirons  ensuite  à  l'aide 
d*une  seconde  hypothèse.  Voici  le  détail  du  calcul ,  suivi  de 
l'explication. 


I>^  HYPOTHÈSE,    ao  louis. 


jLVxcès  de  5  fois  30,  sar  3o  est  70. 
L'excès  de  a  fois  ao,  sur  6  est  34  • 
L'err.  correspondante  est  donc  36. 


II*   HTPOTHàsE.      19  loui$. 


L'excès  de  5  fois  19,  snr  3o  est  65. 
L'excès  de  a  fois  ig,  snr  6  est  3a. 
L'err.  correspondante  est  donc  33. 


Pour  diminuer  l'errenr  36  de  3 ,  il  faat  diminuer  de  i  le  nombre  ao 
des  lonis. 

Poar  diminuer  l'errenr  36  de  36,  il  faut  diminuer  de  i  a  le  nombre  ao 
dei  lonis. 

Le  nombre  des  lonis  chercha  est  donc  ao  moins  la,  on  8. 


En  vertu  de  la  i'*  hypothèse ,  si  le  nombre  des  louis  était 
ao,  Texcès  de  leur  quintuple  sur  3o,  serait  70,  et  l'excès  de 
leur  double  sur  6 ,  serait  34  ;  or  ce  a*  excès  est  au-dessous  du 
i^'de  36,  tandis  qu'il  devrait  lui  être  égal;  Vhypothèse  ao 
louis ,  produit  donc  une  erreur  de  3G.  Pour  apercevoir  com- 
Qiint  om  peut  détruire  cette  erreur  ^  nous  diminuerons  d  un  le 
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nombre  ùo  des  louis,  ce  qui  le  réduira  i  19  ;  cette  a*  bypcw 
thèse,  traitée  comme  la  i'*,  donnera  33  pour  2*  erreur  ;  mais 
la  1'*  erreur  36  ,  était  de  3  plus  forte  ;  on  dira  donci^  comme 
pour  diminuer  la  1'*  erreur  36  de  3,  il  a  fallu  diminuer  d*un 
la  !'•  hypothèse  ao;  pour  détruire  cette  i'^*  erreur  36,  ce  qui 
réyient  a  la  diminuer  de  36 ,  ou  de  la  fois  3 ,  il  faut  diminuer 
de  ifl  fois  1 ,  la  1'*  hypothèse  ao  ;  ce  qui  la  réduit  à  S.  Le 
joueur  avait  donc  8  louis,  U  est  aisé  de  se  convaincre  que  ce 
nombre  satisfait  à  toutes  les  conditions  du  problème  ;  en  effet, 
Texcès  du  quintuple  de  8  sur  3o  est  10,  et  Texcès  du  double 
de  8  sur  6  est  également  10 ,  comme  l'exige  l'énoncé.  On  aper- 
çoit aisément  que  le  nombre  8  est  le  seul  qui  puisse  satis-* 
faire  à  la  question. 

La  règle  donnée  pour  résoudre  les  problèmes  de  cette  espèce , 
^taît  connue  sous  le  nom  de  Règle  de  double  fausse  position. 

Les  deux  hypothèses  sont  arbitraires ,  elles  conduisent  tou- 
jours  au  même  résultat  ;  mais  on  doit  chercher  à  abréger  les 
calculs ,  en  choisissant  des  nombres  qui  n'introduisent  pas  des 
fractions.  Ce  choix^st  quelquefois  assez  difficile,  l'habitude 
du  calcul  peut  seul  le  déterminer. 

16g.  Un  seigneur  rencontrant  des  jeunes  pcy sonnes,  leur 
dit  :  Bon  jour  les  deux  douzaines  de  belles  filles.  Elles  lui  r^- 
pondent:  Nous  ne  sommes  pas  deux  douzaines  ;  mais  si  nous 
étions  8  de  plus ,  notre  nouveau  nombre  surpasserait  autant  s4 
qu'il  est  actuellement  au-dessous  de  224.  Quel  était  le  nombre 
des  personne  ?  Le  nombre  des  paysannes  'est  moindre  que  a^» 
et  augmenté  de  8  il  doit  être  au-dessus  de  24*»  il  est  donc  plus 
grand  que  16;  il  ne  peut  donc  être  que  lun  des  nombre»  en-: 
tiers  compris  entre  16  et  a4>  essayons  successivement  aa  et  a3. 
S'il  y  avait  aa  paysannes ,  leur  nombre  serait  de  a  au-dessous 
de  a4 ,  et  si  elles  étaient  8  de  plus ,  leur  nouveau  nombre  3o 
surpasserait  a4  de  6  ;  or  d'après  l'énoncé ,  les  dififérences  îà 
et  6  devraient  être  égales  ;  rh3rpothèse  aa,  donne  donc  l'erreur 
4.  On  trouverait  de  même,  que  l'hypothèse  a3,  donne  6  d*er-^ 
reur.  On  dira  alors  :  comme  pour  dinûnuer  l'erreur  6,  de  a, 
il  faut  diminuer  d'un  l'hypothèse  9S  ;  pour  détruire  l'erreur  6> 
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il  faut  diminuer  de  3  Thypothèse  a3  ;  le  nombre  des  paysannes 
éUùt  donc  20.  Le  non^re  ao  satisfait  à  toutes  les  conditions 

*  du  problème ,  car  a4  ^^  surpassant  de  4  >  quand  on  Taugmente 
de  8,  il  devient  aS  et  surpasse  tt4  ^®  4>  c'est-à-dire  d'autant 

,  qu'il  était  surpassé  par  a4- 

170.  Un  joueur^  entrant  dans  une  académie^  proposa  au 
banquier  de  deviner  ce  quil  avait  dans  sa  bourse ,  et  se  con^ 
tenta  de  lui  dire  que  l'excès  de  ses  louis  sur  6  ,  était  égal  à 
Vejteès  du  double  de  ses  louis  sur  16.  Quel  était  le  nombrm 
des  louis  du  joueur? 


I'*  BivoTHàst.    8  louù. 


L'cBoti  de    8  sur    6  est 3. 

L'excèi  de  16  fur  iC  est o. 

LVrr^r  est  donc 3. 


II*  HYPOTHÈSE.     9  louù. 


LVxccs  de    9  sur    6  est 3. 

L''excès  de  18  sur  16  est 3. 

LVnear  est  donc ....  i. 


L'arreur  a,  diminuant  de  1  ,  quand  l'hypothèse  8  aug- 
mente de  1  ;  elle  sera  nulle  quand  l'hypothèse  8  augmentera 
de  a.  Le  nombre  des  louis  qu'avait  le  joueur  est  donc  10.  Et 
eo  effet,  l'excès  de  10  sur  6  est  4>  qui  est  égal  à  l'excès  da 
a  fois  10  sur  16. 

171.  Un  père  interrogé  sur  Page  de  sonjils  et  sur  celui  de 
sa  fille ,  fit  cette  réponse  obscure  :  nm  fille  a  actuellement  le 
triple  de  l^àge  qu'elle  avait  quand  mon  fils  avait  son  âge  ;  ei 
quand  elle  aura  atteint  Page  actuel  de  mon  fils ,  leurs  deux 
âges  réunis  feront  60  ans.  On  demande  les  âges  actuels  du 
fils  et  de  la  fille.  Si  la  fille  a  3  ans  ,  comme  cet  âge  doit  être 
triple  de  celui  qu'elle  avait  quand  le  fils  avait  son  âge  3  ans  , 
elle  iTavait  alors  qu*un  an  ;  le  fils  a  donc  deux  ans  de  plus 
que  la  fille  ;  conséquemment ,  si  l'âge  actuel  de  la  fille  est 
S  ans,  celui  du  fils  est  5  ans;  mais  quand  la  fille  aura  atteint 
rige  actuel  du  fils,  ce  dernier  aura  7  ans,  et  les  âges  réunis 
du  fils  et  de  la  fille  feront  1  a  ans  ;  tandis  qu'ils  doivent  faire 
6q  ans  •,  l'erreur  correspondante  à  l'hypotlièsc  3  ans ,  faite  sur 
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Tage  de  la  Elle^  est  donr  48  ans.  Si  l'on  augmente  Cette  Ii3rpo-« 
thèse  de  3  ans,  on  trouvera  que  l'erreur  48  ^ns»  diminue  diP 
la  ans.  On  dira  donc  :  puisque  Terreur  48  diminue  de  la, 
quand  l'hypothèse  3  augmente  de  3  ;  pour  que  l'erreur  48  di- 
minue de  481  ou  de  4  fois  la ,  il  faut  augmenter  l'hypothèse  3 
de  4  fois  3,  ou  de  .12  ;  de  sorte  que  l'âge  actuel  de  ktjUleest 
1 S  ans.  On  en  déduit  aisément  l'âge  actuel  du  fils  ;  car  la 
fille ,  qui  a  i5  ans  ^  doit  avoir  le  triple  de  l'âge  qu'elle  avait 
quand  le  fils  avait  son  âge  1 5  ans  ;  elle  n'avait  donc  alors  que 
le  tiers  de  i5  ans  ou  5  ans.  Le  fils  a  donc  10  ans  de  plus  que 
la  fille.  Mais  l'âge  actuel  de  la  fille  est  i5  ans  ;  celui  du  fils 
est  donc  qS  ans.  Ces  nombres  satisfont  à.. toutes  les  conditions 
du  problème  ;  car  l'âge  actuel  de  la  fille  est  le  triple  de  Tâge 
5  ans  qu'elle  avait  ^  lorsque  le  fils  avait  son  âge  1 5  ans  ;  et  quand 
la  fille  ,  qui  a  i5  ans^  aura  atteint  l'âge  actuel  du  fils,  qui  est 
125  ans,  le  fils  qui  a  10  ans  de  plus^  aura  35  ans;  ces  deux 
âges  réunis  donnent  effectivement  60  ans  ^  conmie  l'exige 
l'énoncé. 

*  17a."  On  a  deux  gobelets  as^ec  un  seul  cou\fercle;  le  i" go^ 
belet  pèse  la  onces  ^  et  avec  le  couvercle  il  pèse  deux  fois  plus 
€jtie  le  Q*  gobelet  ;  le  a'  gobelet  avec  le  couvercle,  pèse  3  fois 
plus  que^le  1^.  On  demande  le  poids  du  couvercle  et  celui  du 
a'  gobelet.  Si  le  couvercle  pesait  6  onces,  le  1*'  gobelet  avec 
96n  couvercle  pèserait  1  a  onces  plus  6  onces ,  ou  1 8  onces  ; 
îti^s  ce  dernier  poids  doit  être  double  de  celui  du  a®  gobelet; 
1^  a^  gobelet  pèserait  donc  g  onces  ;  le  a"  gobelet  avec  le 
couvercle  pèserait  donc  9  onces  plus  6  onces,  ou  i5  onces. 
Or  d'après  la  a*  condition  du  problème ,  ce  dernier  poids  de- 
vrait être  égal  au  triple  36  onces  du  poids  du  !•'  gobelet; 
i^3rpothèse  6  onces ,  faite  sur  le  poids  du  couvercle^  donne  d6iic 
une  erreur  de  ai  onces.  Si  l'on  supposait  que  le  couvercle  aa 
lieu  de  peser  6  onces  pèse  8  onces,  au  lieu  de  ai  onces  d'errei»: 
on  n'en  trouverait  que  18.  On  dira  donc  :  comme  pour  dimî* 
nuer  l'erreur  ai  onces ,  de  3  once8,,il  faut  augmenter  de  a  onces» 
]e  poids  6  onces  du  co^ivercle;  pour  diminuer  l'erreur  ai  onces 
de  7  fois  3  onces  ^  ce  qui  la  détruit  ^  il  faut  augmenter  de  7Îo\% 
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H  ^nces  le  poids  6  onces  attribué  au  couvercle;  le  couvercle 
pèse  donc  âo  onces  ;  le  i*'  gobelet  avec  son  couvercle  pès« 
donc  3a  onces  ;  mais  ce  poids  est  le  double  de  celui  du  a*  gô-» 
belet  ;  le  second  gobelet  pèse  donc  i6  onces.  Et  en  effet  »  lè 
A«  gobelet  avec  son  couvercle  pèse  alors  36  onces  ^  ou  le  tripla 
du  poids  la  onces  du  i*'  gobelet. 

,173.  Si  Ton  examine  attentivement  les  solutions  précédentes , 
on  Terra  que  la  méthode  des  deux  hypothèses  suppose  que 
lesefreurs  diminuent  proportionnellement  aux  hypothèses  faites 
sur  les  valeurs  des  inconnues.  Mais  cette  condition  nest  pas 
toujours  remplie  ;  le  calcul  en  avertit  alors ,  en  conduisant  à 
un  nombre  qui  ne  satisfait  pas  aux  conditions  du  problème: 
Dans  ce  cas,  la  question  proposée  est  du  ressort  de  l'algèbre^ 

Pbur  en  donner  un  exemple  ^  proposons  de  trouver  par  quel 
nombre  on  doit  diviser  la ,  pour  que^  le  quotient  exact  soit  égal 
au  diviseur  augmenté  dun.  Le  nombre  cherché  devant  diviser 
la^  nous  essaierons  deux  diviseurs  de  la  ,  tels  que  a  et  4>  ^î  le 
nombre  cherché  était  a,  le  quotient  de  la  par  ce  nombre 
serait  6  ;  or  ce  quotient  doit  être  égal  au  diviseur  a  augmenté 
d*un>  on  a  3  ;  il  y  a  donc  3  d'erreur.  On  trouvera  de  même 
que  Tendeur  correspondante  à  lliypothèse  4  est  a  ;  mais  Yhy-^ 
pothèse  a  a  donné  3  d'erreur;  on  dira  donc  :  pour  diminuer 
Terreor  3  de  1  ^  il  faut  augmenter  Thypothèse  a  de  a  ;  pour 
diminuer  Terreur  3  de  3  ,  il  faut  donc  augmenter  Thypothèse  a 
de  3  fois  a;  ce  qui  donne  8.  Mais  ce  nombre  ne  satisfait  pas 
ami:  conditions  du  problème  ,  car  le  quotient  de  1  a  par  ^  n'est 
pas  égal  au  diviseur  8  augmenté  d'un. 

1/ arithmétique  ne  peut  donner  aucune  solution  directe  des 
problèmes  de  cette  espèce.  On  verra  dans  V algèbre yf[xie  le  nombre 
cherché  est  3.  n  satisfait  aux  conditions  du  problème ,  car  le 
quotient  4  >  de  la  par  3 ,  est  égal  au  diviseur  3  augmenté  d'un. 
Cet  exemple  suffit  pour  faire  connaître  le  degré  de  confiance 
qiCon  doit  accorder  à  la  méthode  des  deux  hypothèses  ;  sa 
grande  utilité  n*en  doit  pas  faire  oublier  les  inconvéniens,  Qn 
ne  peut  compter  sur  t exactitude  du  résultat  qu* elle  fournit, 
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qu*après  s^itrfi  assuré  gu*il  satisfait  à  toutes  les  eonditions  d» 
problème.  L*ALGÉBaE  n  a  point  cet  inconvénient,  les  valeurs 
qu'elle  donne  pour  les  inconnues ,  satisfont  toujours  aux  con-' 
ditions  du  problème»  ^ 

174.  Les  questions  qne  nous  ayons  traitées  însqu'ici,  n*étaient 
susceptibles  que  d*une  solution.  Mais  il  existe  des  problèmes 
qu'on  peut  résoudre  d'une  infinité  de  manières.  Les  personiies 
qui  ne  connaissent  pas  bien  l'arithmétique  ^  croient  avoir  atteii^it 
le  but ,  lorsque  le  hasard  les  a  conduit  sur  une  des  solutions  ; 
nais  elles  sont  dans  l'erreur  :  les  sciences  exactes  ne  doivent 
rien  au  hasard,  elles  marchent  à  pas  sûrs  »  et  rejettent  tout  ce 
qui  n'émane  pas  du  raisonnement.  Le  mathématicien  doit  donc 
chercher  à  découvrir  toutes  les  solutions  dont  un  problème  at 
susceptible.  Appliquons  ce  principe  à  l'exemple  suivant 

175.  Les^neuf  Muses  ,  portant  chacune  le  même  nombre  de 
couronnes  de  fleurs  ^  rencontrèrent  les  trois  Grâces ,  et  leurs  of^ 
f  rirent  des  couronnes.  La  distribution  faite  ^  les  Grâces  et  les 
Muses  avaient  chacune  le  même  nombre  de  couronnes.  On 
demande  combien  les  Muses  portaient  de  couronnes  y  et  combien 
elles  en  donnèrent.  Le  nombre  des  Muses  étant  triple  de  celui 
des  Grâces ,  la  totalité  des  couronnes  qui  restent  aux  Muses 
après  la  distribution ,  est  le  triple  de  ce  qu'elles  ont  donné 
aux  Grâces  ;  les  Muses  portaient  donc  le  quadruple  de  ce 
qu'elles  ont  donné  aux  Grâces;  par  conséquent^  le  nombre 
des  couronnes  est  divisible  par  4  9  ^^  l^  Muses  ont  donné  le 
quart  de  ce  quelles  portaient.  Mais  chacune  des  neuf  Muses 
portait  d'abord  un  même  nonibre  de  couronnes  ;  le  nombre 
total  des  couronnes  est  donc  exactement  divisible  par  g  ;  or 
nous  avons  prouvé  qu'il  était  aussi  divisible  par  4  >  il  doit  donc 
être  divisible  par  4  fois  9,  ou  par  3G.  Ainsi,  le  nombre  des 
couronnes  que  portaient  les  9  Muses  peut  être  36  ,  ou  l'un 
quelconque  des  multiples  de  36.  £n  effet ,  3G  et  chacun  de 
ees  multiples  satisfont  à  toutes  les  conditions  du  problème.  Par 
exemple ,  si  les  9  Muses  portant  36  couronnes ,  en  donnent  le 
quart  au3^  Grâces  ;  il  restera  97  couronnes  aux  neuf  Muses , 
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et  les  trds  Grâces  en  auront  g  ;  cbaqua  Muse  et  chaque  Grâca 
portera  donc  S  couronnes,  après  la  distnbution.  On  vérifierait 
de  la  même  manière  chaque  multiple  de  36. 

176.  On  dit  qu*un  problème  est  DÉTERMlMi  lorsqu'il  ne 
pmt  pas  se  résoudre  d'une  infinité  de  manières  différentes; 
et  par  apposition ^  un  problème  est  indéterminé,  lorsqu'il 
ut  susceptible  d'une  infinité  de  solutions. 

177.  n  existe  un  grand  nombre  de  problèmes ,  qui  ne  peuvent 
se  résoudre  que  par  des  tâtonnemens ,  dont  le  nombre  est  en* 
lièrement  illimité  ;  de  sorte  qu'après  avoir  fait  plusieurs  tenta- 
tires  iufiructueuses ,  on  n'est  pas  plus  avancé  qu*à  la  première; 
en  ignore  encore  si  le  problème  est  possible  ou  non.  Les 
qnestionB  de  cette'  espèce  ont  pour  caractère  distinctif  de  ne 
ftnniir  aucune  relation  entre  les  quantités  connues  et  incon- 
mes  ;  elles  ne  peuvent  qde  dégoûter  l'élève,  lui  faire  perdre 
aon  temps,  et  gâter  son  esprit  ;  car,  si  après  un  grand  nombre 
de  tentatives ,  il  ne  trouve  pas  la  solution ,  il  est  rebuté ,  et 
iil  la  tronre  il  n'en  éprouve  intérieurement  aucune  satisfaction , 
Jttrce  qu'il  sent  qu'il  ne  doit  sa  découverte  qu'au  hasard.  Nous 
ne  donnerons  en  conséquence  qu'un  seul  de  ces  problèmes ,  et 
aons  engageons  les  élèves  à  ne  jamais  s'occuper  de  ceux  de 
son  espèce. 

178.  Partager  huit  pintes  de  vin  en  deux  parties  égales , 
avec  trois  vtues  inégaux,  dont  le  premier  peut  contenir  8  pintes , 
le  seconds  pintes^  et  le  troisième  5 pintes.  Les  vases  sont  vides. 
Il  &nt  parvenir^â*  obtenir  quatre  pintes  de  vin  dans  un  vase  ; 
mais  rien  ne  peut  faire  connaître  si  cela  est  possible  ou  non. 
La  route  à  suivre  ne  pouvant  pas  se  déduire  de  Ténoncé  du 
problème ,  on  est  forcé  de  marcher  au  hasard.  Parmi  plusieurs 
tentatives  inutiles,  les  deux  suivantes  m'ont  réussi.  Pour  abré- 
gé, je  désignerai  le  vase  de  8  pintes  par  ^ ,  celui  de  5  pintes 
jgar  B  y  et  celui  de  3  pintes  par  C 

PaExiftiE  soiUTiov.  !•.  Vtnet  lei  8  pintes  de  rin  dam  A,  alori  A 
I tOBliendni  8  pintes  de  TÎn,  B  et  Oseront  ▼ides;  a»  serrez-vous  de  Afquk 
I  iOBticat  8  pintei ,  ponr  remplir  B  ;  celai-ci  contiendra  alors  5  pintes ,  A  nt 
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'  contiendra  plus  que  3  \ÂnttB ,  et  C  sera  TÎde  ;  3^  empCasez  C  aTéC  3  des  S 
:  pintes  de  B  $  alon ,  C  contiendra  3  pintes,  de  vin ,  B  n'en  contiendvà  plu' 
que  ^,ttA  contiendra  encore  3  pntes  -y  4^.  dans  ^^  oh  il  y  a  dëjà.3  pintes» 
versez  les  3 pintes  de  C:  alors  ,  A  contiendra  6  pintes,  C  sera  vide,  et  B 
contiendra  encore  a  pintes  ;  5^  versez  ïeê  a  pintes  de  B  >  dans  O,'  qui- est  vide  : 
alors ,  C  contiendra  a  pintes  ,  et  B  sera  vide;  A  contiendra  toujours  6  pintes  ; 
&>  emplissez  B ,  qui  est  vide ,  avec  5  des  6  pintes  de  A  :  alors,  il  restera  une 
pinte  daus  A,  et  B  contiendra  5  pintes  |  -C  contiendra  toujours  a  pintes  ; 
7<*  avec  B  achevez  d'emplir  Cj  comme  il  y  a  a  pintes  dans  Cy  et  qu'il  en 
peut  contenir  3  ,  pour  remplir  C,  on  aura  6t^  une  des  5  pintes  que  renfer- 
mait B  f  il  restera- donc  enfin  4  pintes  dans  fi  :  c'est  la  moitié  qu'on  voulait 
avoir. 

Deuxième  soLUTioir.  Eemplisses  A,  versez  de  ^  en  C,  de  Cen  J?  ,  dt 
'^  en  C ,  àt  C  en  B ,  de  BetkA,àeCeiiB,etdeAenCt  il  testera 
4  pintes  dans  A.  U  est  facile  de  s'en  convaincre. 

17g.  Je  pourrais  encore  traiter  un  grand  nombre  de  pro^ 
blêmes  nnmériques  ;  mais  comme  ce  qui  précède  suffit  pour, 
mettre  à  portée  de  résoudre  les  questions  les  plus  compliquées  y 
)e  crois  deyoir  terminer  ici  mon  Introduction  à  l'Algèbre.  Les 
élèves  doivent  se  proposer  plusieurs  questions  de  chaque  tè^ 
pèce  ;  en  les  résolvant  et  les  analysant  avec  soin  ^  ils  s'accoii^ 
tumeront  à  raisonner  sans  aucun  secours  étrangers^  et  leur 
esprit  fortifié^  sera  disposé  à  saisir  les  considérations  abstraitei» 
de  Y  Algèbre.  • 
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PREMIÈRE  PARTIE. 
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NS  V Introduction ,  je  suis  parvenu  à  résoudre ,  paf 
les  seules  combinaisons  des  quatre  règles  ^  toutes  les  questions 
qae  renferràent  les  différens  Traités  d*Arit)imétique  ,  ainsi 
qn*un  g^and  nombre  de  Problèmes  d* Algèbre,  qui  ne  se 
trouyent  pas  dans  ces  Traités.  Cette  méthode  a  le  double 
avantage  de  compléter  les  connaissances  arithmétiques  ,  et 
d*aplanir  les  difficultés  que  présentent  les  commencemens  de 
rAlgèbre.  Dans  la  première  Partie  de  ces  Élémens  ^  on  verra 
comment  on  a  été  conduit  à  inventer  les  signes  algébriques  ; 
et  la  seconde  partie  sera  destinée  à  faire  connaître  les  motifs 
qui  ont  engagé  à  substituer  des  lettres  aux  nombres  connus. 
L'espace  le  plus  diificile  à  parcourir  sera  alors  franchi  ,  et 
VAlgèbré  ne  présentera  plus  une  série  aride  de  calculs  mé- 
,  Caoiques  ,  qui  paraissent  toujours  sanS  but  et  sans  utilité ,  pouf 
.  celui  qui  n'a  pas  connu  préliminairement  Tusage  et  les  avan-^ 
tages  qu'on  retire  de  leurs  applications.  C'est  parla  résolution 
de  problèmes ,  propres  à  faire  cônjiaiti^  comment  on  a  été 
conduit  à  inventer  des  signes  pour  indiquer  les  opérations  et  re-* 
présenter  les  inconnues  ,  que  nous  allons  introduise  ces  st^es^ 
tt  que  nom  tn  moAtreroa»  l'usage. 
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PROBLÈMES. 

181.  j^arto^-yoo  671  de^pajfie^  ,  amtla  seconde  soU 
égale  à  la  première ,  plus  20.  Si  la  i'*  partie  était  connue ,  il 
suffirait  de 'lui  ajouter  220  pour- obtenir  la  s*.  La  i'^*  partie  est 
donc  un  certain  nombre  inconnu  ;  et  la  â^  est  ce  même  nombre 
ihconiiu ,  plus  '20  ;'  la  somme  de  ces  deux  parties  est  donc 
composée,  du  nombre  inconnu  (valeur  de  la  1'*  partie)  ,  et  du 
npmbre  inconnu  plus  20  (valeur  de  la  2*  partie)  ,  c'est-à- 
dire  ,  de  2  fois  le  nauibreL  jinc0I^la ,  plus  20  ;  mais  cette  sommt 
doit  former  le  noinbf  e  à  partager  700  ;  on  a  donc 

{.A) IX fois  le  nombre  inconnu ,  plus  20  égale  700. 

*»  ......  ,         .     ». 

'  Puisqae  700  est  composé  de  30  et  de  a  fois  le  nombre  iaconnu  ;  si  dt 
la  somme  700 ,  on  6te  30 ,  le  reste  680  sera  égal  h  deux  fois  le  noHobrf 
iaconnu  j  on  a  donc .... 

: ( J^ ) ».  3  fois  le  nombre  inconnu  i^\e  68oi»    ' 

^o  exprimant  le  double  du  nombre  inconnu ,  sa  moitié  34o  sera  la  raletur 
^u  noihbre  inconnu.  L'égalité  (^)  donne  donc... 

(a) le  nombre  inconnu  é^le  34o> 

La  i'^* partie  sera  donc  Z^o  ;  et  la  2',  composée  de  la  i^^pbtê- 
20  ,  sera  5/^ù  plus  20,   ou  36o.  Ces  deux  parties  satisfont  à 
toutes  les  conditions  du  problème  ;  car  leur  somme  ^  54o  plus 
36p ,  est  le  nombre  à  partager  700 ,  et  la  2*  partie  36o ,  sur- 
passe de  20  la  !'•  partie  34o. 

182.  Partager  700  en  trois  parties  telles,  que  la  seconde  soif 
égale  à  la  première  plus  20^  et  la  troisième  égale  à  la  seconde 
plus  60.  La  1^*  partie  est  un  certain  nombre  inconnu  ;  la  2*  est    f 
ce  nombre  inconnu  plus  20  ;  et  la  3*,  qui  surpasse  la  2*  de  60  ^    ^ 
«st  le  nombre  inconnu  plus  80.  Or  la  somme  de  ces  trois  parr   \ 
ties  doit  former  le  nombre  à  partager  700  ;  on  a  donc 

le  'nombre  inconnu (  ir«  partie  )  \  - 

(C}ic^*  \  plus  le.  npmbre  inconnu  plus  30  (  3«  partie)    l  é^c  70^    U 


{le  noml 
plus  le. 
plus  le 


nombre  inc^nu  plu$  80  (  3f  pa^)  J.  L. 
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fïoliilne  ecnft  ekpreisîoii  renfenne  S  fois  le  nombre  inconna,  et  Co  j!i:s  ao 
^[oi  TaJent  too,  oo  p^at  écrire. . . . 

(D) S  fois  le  nombre  inconnu,  plu*  loo  cgale  700. 

Sî  àé  700  9  compote  de  100  et  de  3  fois  le  nombre  inconnu ,  on  dtc  loo^ 
fe  ictte  600  sera  ëgal  à  3  fois  le  nombre  inconnu  ^  donc .... 

(E) 3  fois  le  nombre  inconnu  égale  Goo. 

Puisque  600  est  le  triple  du  nombre  inconnu  ,  le  tiers  de  600 , 
oa  soo ,  sera  la  valeur  du  nombre  inconnu.  Ainsi ,  la  i^* partie 
ut  300  ;  ia  a%  qui  la  surpasse  de  ao  ^  est  sao  ;  et  la  3',  escale 
à  la  a*  plus  60,  est  a8o.  Ces  parties  satisfont  à  toutes  les  con- 
étions  du  problème ,  car  la  a*  est  égale  à  la  1  '^*  plus  20 ,  la 
3*  est  égale  à  la  22^  plus  60 ,  et  leur  somme  compose  le  nombre 
à  partager. 

i83.  Si  Ton  compare  les  énoncés  et  les  solutions  des  deux  pro- 
blèmes précédens ,  on  reconnaîtra  que  les  difficultés  de  ces  so- 
lutions croissent  avec  le  nombre  des  raisonnemens  ;  de  sorte 
^*en  partant  d'une  question  facile ,  si  on  y  introd irisait  des 
conditions  nouvelles ,  on  formerait  des  problèmes  dont  les  so- 
lutions se  compliqueraient  de  manière  à  finir  par  arrêter  l'é- 
lève le  plus  intelligent;  et  cet  effet  ne  serait  pas  du  à  la  dif- 
ficulté des  raisonnemens ,  mais  à  la  complication  produite  par 
leur  nombre.  ïl  est  donc  nécessaire  de  chercher  quelques 
moyens  de  simplification ,  applicables  aux  solutions  de  tou^ 
Us  problèmes  ;  ce  qui  ne  peut  s'exécuter  qu'en  examinant  si 
ces  solutions  ont  des  parties  communes,  susceptibles  d'être 
traitées  d'une  manière  plus  abrégée.  Cela  posé  ;  la  solution 
d'un  problème  exige  des  raisonnemens  et  des  opérations  ; 
comme  la  manière  d'écrire  les  uns  et  les  autres,  leur  difficulté 
•t  leur  nombre ,  sont  les  obstacles  qu'on  rencontre  ;  nous  al- 
lons les  attaquer  séparément. 

La  difficulté  et  le  nombre  des  raisonnemens  et  des  opéra^* 
tioHS,  tenant  à  la  nature  même  de  la  question  ,  en  sont  insé- 
parables ;  on  ne  peut  donc  espérer  de  ce  côté  aucune  simpli- 
fication. Mais  il  existe  peut-être  quelques  moyens  d'écrire  ces 
raisonnemens  et  ces  opérations  d'une  manière  plus  abrégée. 
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et  c'est  à  quoi  nous  deyons  tendre ,  c^r  il  serait  avantagenj* 
d^  augmenter  V  intensité  dont  F  attention  est  susceptible,  en  m 
la  fixant  que  sur  un  petit  nombre  de  SIGNES.  Le  seul  moyen 
à!j  parvenir  est  de  simplifier  récriture  des  raisonnemens  et  des 
opérations ,  en  inventant  des  signes,  La  multitude  des  raison- 
nemens empêche  de  les  représenter  par  des  signes  particu- 
liers ;  mais  le  petit  nombre  des  opérations  permet  d'adopter 
un  SIGNE  pour  chacune  d* elles.  En  effet ,  pour  résoudre  un 
problème  quelconque ,  il  s* agit  toujours  d'eiFectuer  certaines 
opérations  sur  des  quantités  connues  et  inconnues  ;  le  résultat 
doit  être  égal  à  une  certaine  combinaison  de  ces  quantités  ; 
c'est  cette  égalité  qui  établit  une  relation  immédiate  entre  les 
quantités  connues  et  inconnues ,  relation  sans  laquelle  il  serait 
impossible  de  découvrir  les  valeurs  des  inconnues.  Or  Mous 
avons  vu  en  Arithmétique ,  que  toutes  les  opérations  que  l'on 
peup  faire  sur  les  quantités  se  réduisent  à  quatre,  l'addition, 
la  soustraction ,  la  multiplication ,  et  la  division  ;  on  ne  peut 
donc  être  conduit  quà  indiquer  ces  quatre  opérations ,  et  la 
résultat^  qui  est  une  égalité.  Les  signes  à  inventer  étaient  ar- 
bitraires ;  on  devait  seulement  les  choisir  tels  qu'ils  n'eussent 
aucune  ressemblance  avec  des  signes  déjà  adoptés  pour  d'autres 
usages  y  et  qu'ils  fussent  les  plus  simples  possibles ,  afin  de  ne 
pas  les  confonc^re  et  d'écrire  les  raisonnemens  de  la  manièr# 
la  plus  abrégée. 

184.  Nous  avons  déjà  fait  connaître  les  signes  adoptés  pour 
la  multiplication  et  la  division.  On  a  indiqué  un  produit ,  en 
séparant  ses  facteurs  par  des  points ,  ou  par  le  signe  X 
(  fi.  n**  âo6  )  ;  et  un  TRAIT ,  mis  entre  deux  quantités  placée^ 
tune  <sur  Foutre ,  a  indiqué  la  division  de  la  première  par  Im 
seconde  (  A.  n®  io5  ).  On  a  vu  aussi  (n®  94  )  >  9"^  deux  points 
ainsi  disposés  :  signifient  DIVISÉ  PAR.  Les  signes  d'addition, 
de  soustraction  et  d'égalité ,  sont  -f- ,  — ,  et  =.  Pour  plus  d» 
clarté  y  nous  réunirons  ces  signes  dans  le  tableau  suivant. . . 

-f-  iigiûfie  plus  ;  —  signifie  moins  ;  ==  signifie  égal  ; 
M   on  •   êi^jmûe  '  multiplié  par  j 

i  «a  «—  placé  «ntrc  Its  dwjt  imuM  d!iHi«  fir«c(îoB ,  <tgnîfi«  diyisé  par, 

4 
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*  Diaprés  cet  conventions  ^  la  somme  des  nombres  7 , 5 ,  est  7 
plus  S  ,  ou  7  -j-  5  ;  la  différence  de  ces  nombres ,  est  7  moins 
S,  ou  7^-^5.  Le  produit  de  3  par  4>  est  3  multiplié  par  4»  on 
Sx  4>  ou  3  .  4y  ou  la.  Le  quotient  de  is  par  4>  est  la  divisé 
for  4,  ou  —,  ou  la  : 4  >  ou  3.  Végalité, . . 

13—     a£=a.  •  3-1-     xa  3»  signifie  q[n«... 

la  moiftf  a  Cj$«/e  a  multiplié  par3  ,  plus  12  divisé  par  3. 

Et. en  effet^  la — a,  vaut  10  ;  et  a. 3  -|.  la  :  3  valent  6  plué 
4  >  00 1  G.  Ou  pourra  vérifier  de  la  même  manière  ^  l'exactitude 
^  régate... 

a/ — np=a  +^-3<4 —  i8  :  a  ;  car  elle  se  réduit  à  17=171.' 

*  Comme  dans  tout  problème ,  le  nombre  inconnu  doit  con^- 
tinuellement  être  écrit  dans  le  cours  dee  opérations ,  on  abrégera 
«I  représentant  l'inconnuei  par  un  caractère  ;  celui  qui  a  été 
adoptS  est  la  lettre  x.  ^ 

t85.  Les  problèmes  des  n**  181^  18a,  ayant  fait  connaître 
tomnient  oh  a  été  conduit  à  inventer  les  signes  algébriques  ; 
3  est  naturel  de  commencer  par  résoudife  les  mêmes  pro- 
Uèmes  à  Taide  des  signes  adoptés.  Ces  nouveffes  solutions  ^ 
comparées  aux  précédentes^  donneront  une  idée  de  Futilité 
4es  signes  algébriques. 

186.  Dans  le  problème  du  n*  )8i,  oà  il  s*a^ssait  de  par--' 
loger  700  en  deux  parties ,  dont  la  seconde  fut  égale  à  la  pre-* 
ndère  plus  ao.  On  désignera  la  i*^*  partie  par  x  -^  la  a*  partie , 
iffle  a  la  1'*  plus  ao^  sera  (^x  +  20);  la  somme  de  ces  par- 
ties sera  donc,  ap-|-(a;+2o),  ou  a  fois  a?,  plus.ao,  ou  (a.a:+ao). 
Haïs  pette  somme  doit  êtr^  égale  au  nombre  à  partager  700  ; 
•Oft^donc^.. 

(-<#).-...  a. x -♦- ao  =  70«. 

B  fbn  compare  Vu  ^galit^s  (-^  )  >  (^  )  >  on  ▼«t»  V^^  ï*  scconJe  n'est 

kpremièiCy  ëcrite  à  l*aide  des  signes  et  abrériations  adoptes;  il  suffis 

ne  d»  rëpëter  sar  «Ue  les  raisonnemens  et  les  calcols  au  moyen  desqueia 

E«i  a  dédiiti  de  TcgalilK  (^} ,  la  raiciu:  de  la  première  partie.  On  dira  donc^ 
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puisque  700  est  compoié  do  ao  et  de  a. or ,  ai  de  la   somme  701 
ao  f  le  reste  680  sera  cgal  à  2.x  ;  donc. . . . 

(JT) a.x  =  68o, 

()So  dtant  le  double  de  x  ,  sa  moitié  34o  sera  la  raleor  de  x.  L'^ 

donne  donc 

(a'  ) x  =  340. 

La  1  ''*  partie ,  qui  est  égale  à  x ,  sera^donc  3^0  •  et  la  2 
composée  de  Ta  1'°  plus  20 ,  sera  36o.  Les  mêmes  partie 
déjà  été  obtenues  dans  le  n*  181  ,  sans  l'emploi  des  si§ 
comparant  les  solutions  des  n^'  181 ,  186 ,  on  verra  qm 
diffère  de  la  i*"**,  qu'en  ce  que  les  opérations  sont  i 
d'une  manière  plus  abrégée  ;  de  sorte  que  les  égalité 
(^'),  (a'),  sont  les  égalités  (^),  (i?),  (a),  écrite 
des  abréviations  adoptées. 

•  1 87.  Je  dois  prévenir,  avant  de  passer  à  d'autres  pn 
t^ue  toute  égalité  ^écrite  à  faide  des  signes  algébriques, Si 
ÉQUATION.  Les  deux  parties  séparées  par  le  signe '=z^ 
les  deux  MEMBRES  ;  cçlle  qui  est  à  gauche  forme  /^ 
membre,  celle  qui  est  à  droite  est  le  second  membre 
on  déduit  d'une  équation  la  valeur  de  l'inconnue  quN 
ferme ,  on  dit  qu'on  résout  cette  équation.  Par  coni 
résoudre  une  équation,  cest  lui  faire  subir  des  transfo, 
qui  ne  troublent  pas  r égalité ,  et  après  lesquelles  Vi 
se  trouve  seule  dans  un  membre;  alors  t autre  membre 
un  nombre  connu ,  représente  la  valeur  de  tinconnw 
quon  dit  qu'une  égalité  nest  pas  troublée ,  on  entend 
connue  ne  change  pas  de  valeur. 

Les  expressions  q,x  et  2  X a? ,  indiquent  le  produit 
X  ;  mais  on  supprime  ordinairement  le  signe  de  mulÂ 
et  l'on  écrit  qx.  Ainsi ,  3x  exprime  3  fois  a?;  le  pr< 
X  par  4  est  4  ^-  Le  multiplicateur  'de  x  a  reçu-  le 
coefficient  de  x^  dans  ar,  le  coefficient  Ae  x  est  2. 
néral,  le  COEFFICIENT  est  un  nombre  abstrait,  qui 
combien  de  fois  la  lettre  qu'il  précède  doit  être  répétée,  I 
cient  est  donc  le  multiplicateur  de  la  quantité  devant 
il  est  placé*  On  est  convenu  de  le  supprimer  quand  il 
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à  l'unité  ;  de  sorte  qne  i  x  ou  a:  X  i  >  est  la  même  cfaose  que  x. 
Si  l'incomiiie  x  était  égale  à  5 ,  alors  3a:  vaudrait  3  fois  5  ^  ou 
i5  -,  et  43:  vaudrait  4  fois  5,  où  20. 

188.  Ces  conventions  établies,  revenons  à  la  solution  des 
problèmes.  Dan»  la  question  du  n?  iSa,  où  il  s'agissait  de 
partager.  700  en  trois  parties ,  dont  la  seconàe  fût  égale  à  la 
jfremière  plus  20  ^  et  la  troisième  égale  à  la  seconde  plus  60  ; 
nous  désignerons  par  a?  la  i'^*  partie  ;  ou  le  nombre  inconnu  ; 

et  nous  dirons . . . 

»•.-'■ 

La  i^rftptji^ie  t=  x  ; (  rinoonniM  est  x) 

La  a*  partie  =  la  ir«-4-  ao  =  (  x  -4-  ao)  j 

La  3*  partie  r^laao-^^o^r^x-f-aoj  +  Go^iCx-^So). 

,  La  lOiiuiM  de  cet  trois  parties  doit*  coiôposèr  le  niHubra  à  {iartagcr  7>o  ; 
donc .... 

(C) X  -4r  {x  -+■  ao)  -^  (x  +  80)  =  700. 

Pour  rendre  cette  équation  ,  nous  observerons  d'*abord  que  son-  premier 
membre  renferme  3  fois  x  ,  ou  3x  ^  et  ao  -4-  80,  qui  Talent  160  ^  donc. . . . 

(ZX) 3x  -+-  100  =  700. 

Les  raisonnemeiis  du  n^  iSa ,  conduisent  à  là  yalcur  de  x.  En  effet ,  si  da 
'jpOf  compose  de  100  et  de  3x  ,  on  ^te  loo ,  le  reste  600  sera  égal  à  3x  f 
c|pnc». .  • 

(/?')...: 3x  =  6oo. 

.Poisqne  600  est  le  triple  de  x  ,  le  tiers  de  600  ou  aoo  sera  la  Talerar 
de  X  3  aiiisi .... 

La  l'c  partie  x  =  aoo  (  la  valeur  de  x  est  Jtbo)  \ 
Lin  a«   partie  (  x  -+-  ao  )  =  a6o  h-  ao  =  aaoj 
La  3«   partie  (  x  -4-  80  )  =  aoo  -f-  80  =s  a8o. 

Ces  parties  avaieht  été  obtenues  dans  le  n^  iSflj  On  peut 
faire  des  remarques  analogues  à  celles  du  n^  186  ;  les  équations 
(C),  (/>'),(£'),  sont  les  égalités  (C),(D),(£;),  écrites 
à  l'aide  des  signeà  algébriques^ 

18g.  Afin  de  familiariser  avec  les  j^nej^nous  allons  en 
£aire  usage  pour  résoudre  quelques  problèmes. 
;  Quel  est  le  nombre  dont  le  triple  diminué  de  Bt^^est  ^gal  à 
iZ?  Si  X  désigne  ce  nombre ,  son  triple  diminué  de  5<,  sera* 
3jr— 5  i  mais  ce  dernier  résultat  doit  être  égal  à  10;  donc... 

3x— 5=i3^    . 
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La  différence  entre  Sx  et  5^  étant  i3  ;  le  plus  grand  nombre 
Sr,  sera  égal  au  plus  petit  plus  la  différence ,  c'est-à-dire  à 
13  +  5  ou  i8.  Donc  3x=:  i8.  Le  triple  de  x  étant  i8  ,  la  va- 
leur de  X  sera  le  tiers  de  i8^  ou  6.^£t  en  effets  le  triple  de 
6 ,  diminua  d^S,  est  i8— ^5  ou  i3. 

igo.  Quel  est  le  nombre  dont  les  f  plus  les  | ,  augmentés 
de  7,  donnent  une  somme  égale  à  a^?  Pour  éviter  les  frac- 
tions, nous  désignerons  le  nombre  inconnu  par  i2x  )  ses  I  se- 
ront leis  I  "de  120? ,  ou  8x  ;  ses  |  seront  les  |  de  lax,  ou  qx  ; 
ses  f  plus  ses  | ,  augmentés  de  7 ,  seront  donc  8 j?  +  9^  +  7  i 
mais  cette  dernière  somme  doit  être  égale  à'24  ;  donc. . . . 

.^         807  +  907  +  7  =  34. 

Or  8^  +  s^y  valent  8  fpis  x  ,  plus  9  fois  x,  on  17  fois  or , 
ou  17a:;  donc. ... 

17^  +  7=24- 

Raisonnant  comme  dans  le  ix^  i86>  on  déduira  de  cette 
équation .... 

Le  nombre  cherché  est  donc  la.  Ses  f  plus  ses  J,  augmentée 
de  7 ,  donnent  effectivement  une  somme  (  8  +  9  +  7  )  égale  à 
â^j  comme  lexige  l'énoncé. 

191'.  Le  triple  d'un  nombre  ^  augmenté  de  7,  est  égal  au 
double  du  même  nombre^  augmenté  deiz.  Quel  est  ce  nombre!^ 
Si  Ton  représente  le  nombre  inconnu  par  a:,  son  triple  aug- 
menté de  7,  sera  3x  +  7  ;  son  double  augmenté  de  1  a ,  sera 
ao;  +  la  -  mais  ces  deux  sommes  doivent  être  égales  ;  donc . .  • 

3x+7=3fl£+ia. 

Retrancbant  ax  de  chaque  membre ,  les  restes  seront  égaux» 

et  Ton  aura. ,.. 

a?  +  7=c=ia. 

Otant  7  de  chaque  membre^  lee restes^  x  et  5  seront  égaux; 
•e  qui  donnera'^ . . . 

le  nombre  inconnu  a:=5. 

Le  nombre  demandé  est  effectivement  égal  i  5  ^  car  le  tripla 
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de  5  aiigoMBti  de  7  est  aa  ;  et  le  diable  de  S,  tugmenté  de  la 
fit  aussi  égal  â  sa ,  comme  Texige  rénoDcé. 

iga.  Les  problèmes  précédens  ont  conduit  i  des  équations 

qû  ejqpriiiiaîent  des  relations  entre  Tinconnue  et  les  nombres 

conm»  ;  ces  relations  ont  donné  la  valeur  de  Tinconnue.  Cette 

f  frapriété  conTÎent  i  tous  les  problèmes.  En  général ,  hrsqu'on 

:  itprime  les  conéiùons  étun  problème  qui  établissent  des  re* 

ktitms  entre  les  quantités  cémnues  et  inconnues ,  on  doit  étrm 

eonduii  à  me  équation  ;  car  ces  conditions  indiquent  »  qu*a* 

près  avoir  effectué  certaines  opérations  sur  des  quantités  con- 

■oês  et  inconnues ,  le  résultat  doit  être  égal  à  une  certaine 

combinaison  de  ces  quantités  ;  ce  qui  donne  une  équation. 

193.  Si  l'on  compare  les  solutions  des  problèmes  précé- 
dens ^  données  sans  le  secours  des  signes ,  à  celles  qui  ont  été 
fimmies  par  leur  emploi ,  on  verra  que  les  sifçnes  alorébriques 
frésenteat  les  avantages  suivons.  1°  Les  conditions  du  pro^ 
hlènte  sont  plus  faciles  à  exprimer,  parce  que  les  SIGNES  don^ 
nant  un  moyen  de  les  écrire  avec  brièveté  ^  F  esprit ,  certain  que 
cetû  écriture  abrégée  lui  offrira  en  un  instant  le  tableau  exact 
des  conditions  déjà  exprimées,  peut  ne  s* occuper  que  de  celles 
qid  restent  à  exprimer,  a**  Quand  les  conditions  du  problème 
sont  exprimées ,  l'équation  qui  en  résulte,  rapprochant  dans 
un  trés^tit  espace ,  des  objets  qui  sans  le  secours  des  signes 
seraient  fort  éloignés ,  on  peut  facilement  en  saisir  l'ensemble 
fi  les  relations  qxd  lient  l'inconnue  aux  quantités  connues. 
fî  Enfin ,  nous  verrons  dans  le  n'  a^î ,  que  lorsqu'à 
taide  des  signes  algébriques ,  on  est  parvenu  à  exprimer  les 
tonditions  d'un  problème  dans  une  seule  équation  du  PREMIER 
DEGRÉ  (*) ,  la  résolution  de  cette  équation  ne  dépend  que  d'un 


0  Les  équations  du  premier  degré  sont  celles  dans  lesquelles  le* 
\ktonnues  ne  sont  multipliées  que  par  des  quantités  connues.  Les 
natÎQDi  Of  /y,  -C  «ont  de  cette  espèce.  L^éqvation  xxx  -+•  i  =  a6 ,  ne 
F%ut.pat  da  1*'  degr^.  On  Terra  par  la  snite ,  comment  on  mesure  le 
%^  d*ane  ë^pation.  Dans  les  denx  premières  parties  de  ces  Eltmeus  , 
Itoof  ne  pvicnnii  qne  des  i^atioyis  du  premier  drgnf. 


108  ÉLÉMENS 

principes  ',  nons  désignerons  les  premières  par  opérations  ctrUh*  = 
metiques ,  et^nons  donnerons  aux  secondes  le  nom  à* opérations  \ 
algébriques  ;  de  sorte  que  le  calcul  algébrique  ne  sera  qu'une   _ 
généralisation  du  calcul  arithmétique.  C'est  dans  ce  sens  que  les 
anciens  ont  dit  que  l'Algèbre  était  une  arithmétique  universelle, 

198.  Pour  abréger  le  discours^  on  a  établi  des  conventions  qu« 
nous  alk)ns  d'abord  faire  connaître.  Nous  passerons  ensuite  aux 
opérations  arithmétiques.  Les  quantités  composées  de  plusieurs 
termes ,  se  nomment  polynôihes  ;  et  lorsqu'on  veut  désigner  le 
nombre  des  termes ,  on  dit  que  la  quantité  est  monôme  ^  binôme^ 
trinôme  y  etc.,  selon  qu'elle  contient  1  ,  û;^  5 ,  etc.  termes* 
Ainsi ,  (7  +  207  —  5  +  g)  étant  un  polynôme ,  dont  les  termes 
«ont  +  7  ,  +  2JC,  —  5,  +q;  chaque  terme  est  un  monôme; 
(2  -+■  3x)  est  un  binôme  y  (5  +  x  -f  ax)  est  un  trinôme.  Le 
premier  terme  éPun  polynôme  ,  lorsqu'il  na  aucun  signe ,  esf 
censé  affecté  du  signe  +.  De  sorte  que  (Sx  +  2)  est  la  même 
chose  que  (+  5x  +  2).  Pour  indiquer  les  opérations  à  effectuer 
sur  des  quantités  quelconques ,  monômes  ou  polynômes ,  noua  ' 
renfermerons  chaque  quantité  entre  deux  parenthèses ,  et  non» 
ferons  précéder  la  parenthèse  du  signe  de  l'opération  à  eifegH 
tuer  sur  la  quantité  qu'elle  renferme.  Par  ce  moyen  ^  les  signes 
placés  hors  des  parenthèses ,  indiqueront  toujours  des  opéra" 
tions  à  effectuer  y  tandis  que  les  signes  placés  dans  les  paren- 
thèses y  appartiendront  aux  quantités.  Ainsi ,  pour  indiquer  la 
somme  des  quantités  — 8,  —  3,  ou  —  8  plus  —  3 ,  on  écrira 
( —  8)  +  (—3)  ;  si  de  —  8  on  veut  ôter  — 3,  on  écrira 
(—8)  —  ( —  3)  -,  l'expression. .  • 

(-}-5x— 2) — (+2X — 5)  est  équivalente  à  {Sx — 2)— (2a: — 5>^ 

Elle  signifie  que  de  la  quantité  (Sx  —  2)  ,  on  doit  ôter  la 
quantité  (20: —  5)  ;  si  x  représentait  le  nombre  6 ,  alors  (5ar — 2) 
vaudrait  5  fois  6 ,  moins  2  ,  ou  3o  —  2  ,  ou  28  ;  et  (j^x —  5)  » 
deviendrait  2  fois  6,  moins  5,  ou  (12  —  5)  ou  75  il  en  résul^ 
terait. . . 

(5*  — 2)  — (2x— 5)  =  +  28  —  7  =  + 21  =  ai; 
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Ijcs  tras  ezpreisioiis ... 

(5x — 5i)X(ar— 5);(5x— fl).(ax— 5);  (Sx— a)  (ax— 5) 

îndiqaeiit  également  le  produit  des  deux  £acteurs  bmômes 
(Sx  — a),  (ax—  5);  si  Ton  demandait  la  valeur  numérique 
que  prend  ce  produit  ^  lorsque  x  vaut  6 ,  on  mettrait  6  au  lieu 
de  x^  et  il  viendrait 

(5r— «)(«x— 5)=(5.d-a)(a.6— 5)=(3o— a)(ii— 5)=a8.7  =  i56- 

OPÉRATIONS    ARITHMÉTIQUES. 

T^g.  Le  but  de  L*ADDITlQif  arithmétique  étant  d'obtenir  un 
wombrm  qui  contienne  toutes  les  parties  de  plusieurs  autres 
nombres^  on  ne  doit  ajouter  que  des  nombres  de  même  espèce; 
cest-à-Jm  tous  positifs  ou  tous  négatifs ,  et  la  somme  est  de 
la  naJtuft  des  nombres  qui  Vont  fournie.  Par  exemple ,  de  même 
que  +  5  ^  exprime  la  somme  des  nombres  positifs  +  ^  >  +  3  ; 
de  même  — -  5 ,  exprime  la  somme  des  nombres  négatifs  -—  a  ^ 
— >  3  ;  en  effet ,  —  a  représente  a  unités  négatives ,  et  -*  3 , 
exprime  3  dé  ces  unités  ;  la  sonune  des  nombres  — -  a ,  — -  3  ^ 
qui  dmt  se  composer  d^  toutes  leurs  unités»  sera  donc  com- 
posée de  a  unités  négatives  et  de  3  unités  négatives  »  c'est- 
à-dire  de  5  unités  négatives  »  ou  de  —  5.  On  peut  encore  dire 
que  —  a  ajouté  a  — -  3»  donne  pour  somme ,  a  fois  —  i ,  plus 
3  f<ûs  —  1  ;  ou  5 fois-»  1 ,  ou  — >  5.  On  parvient  aux  mêmes  ré- 
soltate  9  en  considénuit  -f-  et  — *  comme  des  signes  d'opérations , 
car  alors  +  a  et  -f-  3  expriment  qu'on  doit  ajouter  a  unités 
d'une  part  et  3  unités  de  Tautre ,  ce  qui  revient  à  ajouter  la 
somme  5  des  unités  de  ces  deux  nombres.  De  même  y  —  a 
ajouté  à  —-3,  signifie  qu'on  doit  soustraire  successivement 
•  unités  positives  et  3  unités  positives»  ce  qui  revient  à  sous- 
Indre  la  somme  5  de  ces  unités  ;  or  cette  dernière  soustraction 
est  indiquée  par  — -  5  ;  conséquemmeat  »  •—  a  ajouté  à  —  3  » 
on  («—  n)  plus  (—3)  »  donne  —  5  pour  somme.  Cela  revient 
i&e  que  les  deux  opérations  exprimées  par  —  a  et — 3  »  pro- 
isamoX  le  même  effet  que  l'opération  exprimée  par  —  S  ;  de 


«^  +,  celui  de  — par  +  est  — .  Ainsi;  pour  obtenir  ] 
duit  —  1 5 ,  de  -T-  5  par  +  3 ,  je  multiplie  5  par  3 ,  et  j' 
le  produit  i5  du  signe  —  du  multiplicande. 

207.  Dans  la  multiplication ,  on  ne  peut  pas  suppri 
parenthèses  et  le  signe  d'opération ,  car  le  résultat  i 
d'exprimer  le  produit ,  expripierait  la  somme  des  £a 
Ainsi,  (+4)  X  (+3),  n  est  pas  égal  à  +  4  +  3. 

ao8.  Le  dividende  étant  le  produit  du  diviseur  par  le  qi 
les  règles  relatives  à  la  division ,  seront  fournies  par  la  < 
position  des  produits  formés  dans  la  multiplication;  0 
vu.(n*  ao5), 

que  4"  13  «*t  le  prodnit  des  facteurs  +  4  >  "^^  3^ 
et  qne  —  12  est  le  produit  des  factears  *—  4  >  «4*  3* 

Mais  ^  quand  on  divise  le  produit  de  deux  facteurs ,  f 
de  ses  facteurs  ,  on  obtient  Pautre  facteur  pour  quotie 
,  quotiens  de  -f-  la  par  -^  j!^  eX  àe  ^-^  la  par  —  J^^  w)\ 
égaux  à  4"  3  ;  et  celui  de  — •  1  a  par  +Z  est  —  4*  ^ 
montre ,  que  le  quotient  de  deux  quantités  affectées  dt 
signe  est  positif,  et  que  celui  d'une  quantité  négative  f 
positive ,  est  négatif 

2209.  Les  règles  précédentes  suffisent  pour  mettre 

d*eiFectuer  les  opérations  de  Tarithmétique  snr  les  0 

positifs  et  négatifs  ;  passons  aux  quatre  règles  de  Talgèbr 

jeter  plus  de  jour  sur  les  démonstrations  relatives  au  cale 

I  brique ,  nous  distinguerons  deux  sortes  d'égalités.  On  a 

j  (n"'i  86. . .  1 9 1  )  qu  une  équation  en  x  servait  à  déterminer  U 

t  numérique  de  rinooonao  x.  Mais  il  «xiste  des  égalité 


K 


D-À.  L  G  È  B  R  E.  llS 

-fendantes  de  totfte  yalenr  particulière  de  Tinconnue  ;  de  sorte 
qu'en-  mettant  pour  x ,  un  nombre  pris  au  hasard ,  chaque 
Tnembre  prend  la  même  valeur  numérique.  Par  exemple  ,  Téga- 
lité  suc  -(-  1  =:  ax  +  i  ^  doit  être  vraie ,  quel  que  soit  x ,  car 
elle  exprime  que  le  double  d'un  nombre^  augmenté  d'un^  est 
égal  au  double  du  même  nombre ,  augmenté  d'un,  ce  qui  con- 
vient â  un  nombre  quelconque.  Cela  résulte  aussi  de  ce  que 
les  deux  membres  sont  composés  des  mômes  termes  affecté» 
des  mêmes  signes.  Ainsi  y  dans  l'égalité*  *'  ax+iz=z2x+i, 

4 

ar=3,  donne  2,3+i==a.3-(-i ,  ou  6+t  =  6+1  ,ou7  =7. 

x=4»  donne  a. 4+1  =3*4+*  >  ^^  8+1=8+1 ,  ou 9  =  9. 

.  Et  un  nombre  quelconque  mis  au  lieu  de  x  y  rend  les  deux 
membres  numériquement  égaux.  Pour  concevoir  comment  cette 
égalité  est  indépcndai^te  de  a;  ^  il  suiHt  de  soustraire  ax  de 
jchaqi^  membre  ;  le  résultat  1  =  1  ^  est  indépendant  de  x.  Il 
^,  n'en  est  pas  de  même  de  l'égalité  x  +  a  =  5 ,  car  elle  exprime 
qu'un  certain  nombre  x ,  augmenté  de  a ,  donne  une  somme 
égale  à  5  ;  ce  qui  ne  ronvient  qu'au  nombre  3.  On  verrait  da 
même  que  des  deux  égalités 

x+5  =  g,      ax—  ax  =  5  —  5. 

La.  1^*  n'admet  que  la  valeur  x=  4»  tandis  que  la  seconde 
est  vraie,  quelque  soit  x,  car  chaque  membre  est  zéro. 

aïo.  Ces  exemples  suilisent  pour  faire  voir  qu*z7  existe  deux 
sortes  d'égalités  essentiellement  différentes  ;  les  unes  n'admettent 
•fue  des  valeurs  particulières  de  x,  les  autres  sont  vraies f  quel 
.^«e  soit  7L,  Pour  les  distinguer ,  nous  conserverons  le  nom 
^'ÉQUATIONS  aux  ésçalités  delaV  espèce ,  et  nous  nommerons 
IDENTITÉS  les  égalités  de  la  seconde  espèce.  Ainsi  ^  une  ÉQUA- 
TION est  une  égalité  qui  ne  subsiste  que  pour  des  valeurs  partie 
tôlières  de  l'inconnue  ;  une  IDlNTITE  est  une  égalité  qui 
iubsîste  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  de  rin-^ 
\ionnue ,  de  sorte  qu'un  nombre  quelconque,  mis  dans  chaque 
ttembre  d'une  identité,  au  lieu  de  l'inconnue  ,  donne  le  mém 
Jésultat  numérique.  Il  en  résulte  que  dans  une  ÉQUATION^ 
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lincormuê  esi  un  nombre  déterminé  ,  toiuK;  i/tie  dans  unt 
IDENTITÉ ,  l'inconnue  est  susceptible  d'une  infinité  de  valeurs 
earbitraires.  Nous  ocMiserverons  le  signe  =  pour  les  équations  » 
et  le  signe  s=f&  indiquera  qu  une  quantité  est  identitfuement  égale 
à  une  autre.  Ainâi. ». 

X  plus  a  égale  5,  ou  a;  +  â  =  5, 

tst  xme  équation ,  qui  indique  qu<i  (j?-f~  ^)  ^^  ^g^  ^  S>  ^11^ 
n'admet  que  la  valeur  j;  =  3  ;  toute  antre  valeur  de  x^  ne 
rendrait  pas  les  deux  membres  égaux. 

(pc + a)  identiquement  égal  à  (x  +  û) ,  où  (x + a)  =^  (x  -f-  a) 

est  une  identité ,  qui  exprime  que  (x  -{-  a)  est  identiquement 
égal  à  (a;-{-  à)  ;  les  deux  membres  sont  égaux  indépendamment 
de  toute  valeur  particulière  de  a:  ;  de  sorte  que  pp  est  suscep- 
tible d'une  infinité  de  valeurs  ;  ce  qu*on  exprime  en  disant 
que  X  est  indéterminé  (n^iyÇ).  Les  Élèves  doivent  donc 
distinguer  avec  le  plus  grand  soin  les  signes 

Le  1*^,  qui  signifie  égal,  indique  qu'une  quantité  n*est  égale 
à  une  autre  i^e  pour  des  valeurs  particulières  de  x  ;  le  a*,  qui 
signifie  identiquement  égal,  indique  qu'une  quantité  est  égale 
à  une  autre ,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière 
de  X.  ht  signe  4=>  °ûus  sera  de  la  plus  grande  utilité  dans  les 
opérations  de  l'Algèbre  ;  car  ces  opérations  devant  être  indé- 
pendantes de  toute  valeur  particulière  de  j?  ^  on  sera  conduit 
à  des  identités.  Par  exemple ,  comme  x  étant  quelconque  ,  la 
quantité  (5x  +  Zx)  est  toujours  égale  à  x  pris  5  fois- plus  3  foîs^ 
ou  à  8  fois  x,  ou  à  8x;  on  dit  que  (5x  -f-  5x)  est  identique» 
ment  égal  à  Sx  ;  et  Ton  écrit 

(5x  +  3x)  =1=  8x, 

di  1 .  //  existe  deux  sortes  d'identités ,  lès  unes  sont  évijeniei, 
les  autres  ne  deviennent  manifestes  qu'après  avoir  effectué  des 
^  calculs.  Par  exemple ,  l'identité  ax^ax  est  manifeste  ;  tandis 
^ue  l'identité  5*  +  3x  afs  8x  n'est  devenue  manifeste  qu'à' 
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Pddé  d*iiii  raBonnemeqt.  Les  opérations  algébriques  condui-* 
root  3l  des  identités  de  la  seconde  espèce. 

91a.  Une  égaUté  entre  des  nombres  y  est  une  identité  ^  car 
ne  contenant  pas  x ,  elle  est  vraie  indépendamment  de  toute 
Talenr  de  x.  Les  égalités  obtenues  dans  les  opérations  arith- 
ipétigiiçSy  étaient  donc  des  identités.  Ainsi... 

la  —  5=^7;    7  —  54=11 — 9;    a.34=6;.  .6  :  3s4=a. 

fii5.  On  Toit^  par  ce  qui  précède^  que  les  définitions  des  quatre 
ij^es  de  l'arithmétique  »  imposent  des^condition^  particulières 
'lix  ndùbres  sur  lesquels  on  opère.  Il  en  résidte  :  que  les 
nmbres-  de  signes  différens  ne  doivent  se  combiner  ni  par  voia 
tmâditJQny  ni  par  voie  de  soustraction ,  qu'on  ne  saurait  mul^ 
tiplier  par  une  quantité  négative ,  et  qu'on  ne,  peut  diviser  une 
ftta^tili^  'pqsitive  par  un^e  quantité  négativç.  Ces  exceptions 
Oettraient  aouvent  dans  l'impossibilité  de  soumettre  au  calcul , 
j^  qu^UiUités  qui  renferment  rinconnue  x ,  c^  sa  valeur  nu- 
nériqii^  n'ét^  pas  connue  ,  on  ignore  le  signe  effectif  des 
If^uitité;  qiû  l||i  renferme]:it.  Il  devient  donc  indispensable  de 
jffnéxalisêr  les  définitions  de  cha^jue  règle ,  afin  quelles  puissent 
^piement  s'aj^liquer  qujç  quantités  connues  et  inconnues  ;  ce 
Wf  ^4C^  qu'elles  conviennent  indifféremment  aux  signçs  -f* 
«t^*-.  ï\  était  facile  de  prévoir  que  l'introduction  des  signes 
:|r  ^  -rr,  et  de  la  lettre  :jc ,  exiger^t  des  définitions  pluç  géné- 
pin,  car  dè9  raritbaiétique ,  nous  avons  faif  obaeryer  qu» 
iJkmtes  les  fois,  qu'on  introduit  4^s  nouvelles  quantités  danfi  Iç 
k-caico/y  il  faut  généraliser  le  sens  attacha  aujç  définitions^ 
''^'    mots  et  aux  opérations  (  B,  n**  aSa  ). 

OPÉRATIONS  PE  L'ALGÈBRE. 

P'ai4-  li'ADUvriOfi  de  plusieurs  monômes  semblables  y  affs(^s 
même  signe  y  s'effectue  d'aprè§  Iç.  règle  du  n^  aoi  ,  il  suffit 
regarder  -f-  x  ou  —  x  comme  une  certaine  unité  ,  qui  se 
ive  répétée  le  nombre  de  fois  marqué  par  son  coefficient  ; 
fQerr,  la  somme  contient  l'unité,  -(-x  ou  —  x^  prise  un  non\fir^ 
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de  fois  marqué  par  la  somme  des  coefficiens,  G*e$t  ainsi. m^ 
les  monômes  sx^  Zx^  considérés  comme  â  miités  âp  et  3  «nit^ 
x^  forment  par  leur  addition  5  unités  x^  ou  bx\  dé  même^^ 
lés  monômes  négatifs  -^ax  ^  -r-3a;^  composés  de  2  unités  égales 
à  —-a:  et  de  3  unités  égales  à  —  a?^  forment,  par  leur  addition,  ,j 
5  unités  égales  à«— x,  exprimées  par — 5x.  Ces  propriété 
étant  indépendantes  de  toute  Valeur  particulière  de  x,  on  aura' 
îes'identités. . .  ^;  :         ,     -    . 

ax  +  3jr=f=(aH-3)x=|s5jr;et(--ax)'4-('--3a:):;f=--(2-+-3)ar=fa--5jr.    \ 

221 5.  Ainsi,  pour  obtenir  le  coefficient  de+xoù  <&•*— z;. 
dans  la  somme  de  monômes  affectés  du  même  signe ,  il  suffit 
de  calculer  la  somme  arithmétique  des  co^fficiens  de  x.  D'aprèfk,  ~ 
cette  règle ,  la  somme  des  monômes  —70:,  —  ax,.-T-.3jt:,  ser%: 
-— *xpris  la  fois,ou  122  fois-^x^  ou  —  lax. 

2 16.  L'addition  des  polynômes  dont  tous  les  termes  sont 
affectés  de  signes  semblables  ,\  se  déduit  des  principes  précé-^ 
déns  ;  car  chaque  "polynôme  indiquant  une  somme  de  monômes 
de  mêmes  signes ,  la  somme  des  polynômes ,  qui  doit  contenir' 
toutes  leurs  parties ,  sera  la  sommé  des  monômes  de  signçs 
semblables  qui  composent  les  polynômes  dont  on  cherche  b^ 
somme.  S'il  s'agit  des  deux  polynômes  (ax  +  3a:^  +  5x),* 
(jx  +  /pr) ,  on  considérera  le  i*'  polynôme  comme  exprimant 
la  somme  des  monômes  ax ,  Sx*^  5x,  et  les  parties  du  2*  po- 
lynôme seront  7X ,  4^  ;  la  âomme  de  ces  deux  polynômes ,  qui' 
doit  cWtefiirtou^fis  leurs  parties,  sera  donc  composée  dessMH 
nômes  ax  ,3x753^773^,-^4*  ;  elle  -sera  donc . .  : . 

( SX -+- 3x  +  5x  +  7-a?  +  4^)  >  ou  +  aix ,  ou  aix.'         5^ 

■  É 
On  trouvera  de  même  que  la  somme  des  polynômes ... 

( — ax  —  3x  —  5x),  (  —  7x  —  4^),  est — aix.  ^ 

217.  En  général,  pour  obtenir  le  coefficient, de ^"x  ôu^de  -^ 
«— X,  dans  la  somme  de  polynômes  dont  tous  les  termes  ortl^  i 
le  même  signe ,  il  suffît  de  calculer  la  somme  ^des  coefficiem 
des  monômes.  Ainsi,  le  coefficient  d-e  -|*  x,  dans  la.  somme.  « 
4es  polynômes ,  (ax  -f-  3x) ,  (  4^  +  ^^^  *  ®st  (  a  +  3 +4+5J,- 
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tra  i4 1  la  somme  de  ces  polynômes  est  donc  i^^.  La  somme  des 
polynômes  ( — aa? — 3a?), ( — J^x — Sx),  sera  —  (a-|-3+4+5) x, 
on  .4—1^. 

SI  8.  Jusqu'ici  ^  la  définition  de  Y  addition  arithmétique  a 
flofi  pour  mettre  en  état  de  calculer  la  somme  de  plusieurs 
qnantités  >  parce  que  ces  quantités  ayant  les  mêmes  signes ,  on 
pouvait  les  regarder  comme  formées  d'unités  égales  à  -f-  i  » 
on—  1,  +  op ,  ou  —  x\  il  ne  s'agissait  donc  alors  que  d'obtenir 
la  ^omme  arithmétique  des  nombres  abstraits  qui  indiquaient 
de  combien  d'unités  chaque  quantifl  était  composée  ^  ce  qui 
n'offrait  aucune  difficulté.  Le  mot  ajouter ,  était  pris  dans 
l'acception  arithmétique^  et  la  somme  contenait  toutes  les 
parties  des  quantités  ajoutées.  Mais  si  Ton  observe  que  les 
Agnes  -(-  et  — ,  qui  précèdent  les  quantités  positives  et  néga- 
tives^ désignent  déjà  l'addition  ou  la  soustraction  de  ces  quan- 
tités y  on  reconnaîtra  que  la  somme  de  plusieurs  quantités , 
&*est  réellement  que  la  réunion  des  opérations  indiquées  par  les 
figoes  de  ces  quantités  ;  de  sorte  que  par  somme ,  on  doit  en^ 
tendre  une  somme  d  opérations  ^  ouïe  résultat  de  plusieurs  opé- 
raiions  ;  alors ,  si  les  quantités  proposées  ont  des  signes  diffé- 
leas  ^  les  opérations  qu'elles  indiquent  se  détruisant  en  tout  on 
en  partie ,  le  résultat ,  nommé  somme ,  ne  doit  plus  contenir 
tontes  les  parties  des  quantités  ajoutées. 

fiiq.  Nonsdirons  donc  que,  le  but  de  ^addition  ALGÉBR}QU£, 
est  d'obtenir  une  quantité  qui  produise  le  même  effet  que  plur 
sieiirs  autres  quantités.  Les  opérations  indiquées  par  une  sommer, 
doivent  donc  produire  le  même  effet  que  f  ensemble  des  opé . 
rations  partielles  exprimées  par  les  diverses  parues  de  cette 
somme.  De  sorte  qu*il  s'agit  réellement  d'une  somme  d'opé^ 
rations.  Par  exemple  ,  •—  5  étant  la  (lomme  des  nombres  néga- 
tifii  — -  a  et  —  3 ,  on  voit  que  l'opération  indiquée  par  cette 
somme  »  qui  est  une  soustraction  de  5  unités ,  produit  le  même 
eflEst  que  l'ensemble  des  soustractions  partielles  indiquées  par 
—  fl  et  —  3.  De  même ,  les  quantités  +  5^  — 3,  indiquant  Tad- 
ffitbîTâe  5  unités  et  k  souséaction  dé  3  unités^  ces  deux  opé^ 
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ratixms  se  détrtnlMnit  en  partie ,  et  leur  effet  total  est TadâittoK . 
de  a  unités ,  indiquée  par  +  ^  >  Topération  exprimée  par  -f-  a  < 
produisant  le  même  effet  que  Fensemble  des  opération*  âé»!-^;; 
gnées  par  -+-5  et  —  3  ^  on  dit  que  -f~-  ^  est  1^  somme  des  qnalHâ 
tités  4-5,-5.  Ën&n ,  comme  les  quantités  +  5,  t  5 ,  lat-^ 
priment  que  Ton  doit  ajouter  3 ,  pour  soustraire  ensuite  ^  «  ce  - 
qui  revient  à  soustraire  2  ;  ropéràtion  indiquée  pair  -—  a  ^  pro- 
duit le  même  effet  que  l'ensemble  des  opérations  indiquées  par  ' 
-f-  3  et  —  5  ;  donc  —  a  exprime  là  somme  des  c^antitiés  -}-  3 , 
—  5.  Observons  que  la||pmme  +  a  Ses  nombres  -f-  5,  —5,  l 
est  la  différence  a ,.  entre  5  et  3  ,  affectée  au  signe  4"  ^P  P^^  i 
grand  nombre  ,  et  que  la  somme  —  a  ,  des  nombres  —  Bj+^'i  s 
est  aussi  la  différence  q,  entre  5  et  3,  affectée  du  signe  -»Ai  | 
plus  grand  nombre;  on  en  déduit  cette  règle  géAéralë  (*)•     \ 

aso.  La  somme  de  deux  nombres  affectés  de  signes  différent'^  - 
est  égaie  à  lad^érencé  entre  ces  téomères  >  H^^fkctée  du  signe  db  :: 
plus  grand  nombre.  Ainsi. . . 

àâi.  L'addition  des  monôn^s  qui  contiennent  a?,  se  déduit 
de  ce  qui  précède  ;  il  si»f&t  de  considérer  x  comme  une  cer- 
taine tmité.  Ainëi. . . 

(+ 5r)  +  (— 3a:)  rfa  +  5i  —  Si: 4=  +  (5  — 5 ) a:i^ +-àjp 
<— Sir)  +  (+  5ir)  rifi  —  5 A:  -f  3A:  rtfi  — (5  — 3)  jcaffii  — a*. 


(*)  Pbnt  |et6r  pItA  de  fôtir  «ar  'cette  (fëmonstrarioli ,  noti^  dVôns  elft<MMf  j 
la  iiolisttacfCion  hidiqtiëe  pidr  (5— 3);  de  sorte  qfie  1%  côiichoioli  fiMtl  j 
dépendre  de  la  valeur  pçirticulière  de  la  différence  a ,  entre  5  et  3.  Aân  dt  > 

«•«ttV«^]|fA  1^  ^AWin^««  «>«•«•«»■*«,#%««  «#«£w«^^a1a  ^ J. f J^ 1 4 1 P 

m  •        â       « 

aens ,  en  i 

quantités  ^  ^  ^         .,,__.__ 

i—  5 ,  ^  3 ,  iprft  —(5—3)  ;  fcc  ^i  A^onMre^à  ^è  fe  riglfe  dto  u^  »b  ^  ^ 
^ne'raie.  pim^  toute  la  suite  du  Cburs ,  lohque  pour  pliis  de  eùM^  ^  ^ 
nom  effectuerons  des,  réckncUams.  ^ ^Àes  Ebèues  devront  généraliser  la   *" 
démonstration  j  en  répétant  Us  mém»9  raièonnéniens  ,  sans  ^Mutt. 
itUùUWSs  rédwbzi^t. 


• 
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Four  se  convaincre,  de  l'exactitude  de  cea  résultat»,  il  suffit 
d'obaerver  qu'ils  expriment ,  qu'ajouter  5  fois  x,  pour  ôter  en- 
suite 3  fois  X ,  revient  i  ajouter  a  fois  x  ;  et  que  soustraire  5  fois  jt  » 
pour  ajouter  3  fois  x ,  revient  à  soustraire  â  fois  x ,  ce  qui  est 
exact.  On  voit  donc  que  le  coefficient  de  %,  dans  la  sommm 
de  deux  monômes  affectés  de  signes  différens ,  est  la  différence 
arithmétique  entre  les  coefficiens  de  x^  affectée  du  signe  du 
plus  grand  coefficient. 

sas.  Les  quantités  (Sx — Sx)  et  ( — Bx-^Zx)  se  réduisant  â 
4-^aa:  et  -r-  fu: ,  il  en  résulte  que ,  pour  réduire  une  expression^ 
composée  de  deux  monômes  en  x,  affectés  de  signes  dijférens, 
U  suffit  de  calculer  la  différence  arithmétique  entre  les  coeffi'^ 
ciens  de  x  ;  cette  différence ,  affectée  du  signe  du  plus  grand 
coefficient  ^  donne  U  coefficient  de  x  dans  l'expression  réiuitC' 

sa3.  On  prouverait  de  la  même  manière  y  que  la  tomme  dca 
monômes  7X ,  —  ax ,  +  5x ,  est  indiquée  par  7X — ao; + Sx , 
car  ce  trinôme  indique  l'ensemble  des  opérations  exprimées  par 
les  monômes.  Et  en  général ,  pour  indiquer  la  somme  de  phi-^ 
sieurs  monômes ,  il  suffit  de  les  écrire  les  uns  à  la  suite  des 
autres  avec  leurs  signes, 

aa^  La  règle  précédente  s'applique  aux  polynômes.  Pour 
indiquer  la  somme  algébrique  de  plusieurs  polynômes ,  il  ifjrffit 
iécrire  leurs  termes  à  la  suite  les  uns  des  autres  et  avec  leurs 
signes,  en  :se  rappelant  que  les  termes  qui  ne  sont  précédés 
^aucuns  signes  sont  censés  avoir  le  signe  -4"*  P^  exemple , 
la  somme  des  polynômes  (a:+5),  {3x  —  7),  îndicpiéfe  pat 
(x-t-5)  •+•  (3a:  — 7),  peut  s'écrire  ainsi,  (x+5  +  5x — 7); 
en  effet,  si  à  (x  +  S),  on  ajoutait  3x,  la  somme  serait 
(jp  ^  5  ^  3x)  ;  or  on  ne  devait  pas  «jouter  Sx  tout  entier  « 
nuris  Sx  diminué  de  7 ;  on  a  donc  ajouté  7  unités  de  drop;  la 
somme  (x+5+3x)  ,  contient  donc  7  unitésde  trop  ;  la  somme 
des  binômes  (x+5) ,  (Sx— 7) ,  est  donc  x  +  5  +  5x  —  7  ;  on 
a  donc  • 

(X.+.  6)  4-  (Sx— 7)  41 X  +  5  +  3x  — 7- 
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2225.  La  règle  du  n"*  aa4>  donnant  la  somme  de  planevis 
polynômes^  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  connaître  comment  oot^ 
peut  réduire  cette  somAie  à  sa  plus  simple  expression.  Lorsque 
tous  les  termes  sont  affectés  du  même  signe  y  la  réduction  sef^, 
fectue  d'après  la  règle  du  n^  ai4* 

aa6.  La  réduction  d'une  quantité  composée  de  phisienn^  j 
termes  alFectés  de  signes  difFérens  ^  est  fondée  sur  ce  principe  y 
que  r ordre  dans  lequel  on  effectue  les  opérations  indiquées  par^  -  f 
les  signes  +  6f  — ,  est  indifférent  ;  de  sorte  quon  peut  trans^  1 
poser  les  termes  d'une  quantité ,  sans  en  altérer  la  valeur.  Cela 
«st  évident,  car,  d'après  les  conventions  établies  en  algèbre,  ?. 
les  positions  relatives  des  monômes  n'influant  pas  sur  leurs  var  *'^ 
leurs  ;  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  les  opérations,  le  ■ 
résultat  exprimera  toujours  la  différence  entre  la  somme  des  - 
quantités  positives  et  celle  des  quantités  négatives.  Vérifions 
l'exactitude  de  ce  principe  sur  la  quantité 

la  —  7  -h  4  •"  ^* 

£U<  indiqae  les  opérations  aritfamétifpies  suivantes 

De  la  6tez  7;  au  reste  5,  ajoutez  4;  de-la  somme  9,  âtez  6; 

i 

le  reste  +  3  >  est  la  Talear  de  la  quantité  proposée  réduite  à  sa  plus  simple 
expression.  De  sorte  qne,  réduire  une  expression ,  c'est  trouver  le  résultat 
des  opérations  indiquées  par  les  termes  qui  la  composent.  Efièctaons  les 
opérations  précédentes  dans  un  autre  ordre ,  indiqué  par  l'expression 

4  —  6+12—7,  qui  signifie 

de  4  ^tez  6  ;  ajoutez  la  ;  retranchez  7..    . 

Les  deux  premiers  termes  4^  — 6,  indiquent  que  de  4  on  doit  ôter  6;  mais 
'  de  4 f  on  ne  pent  ôter  plus  de  4;  il  restera  donc  encore  a  unités  à  soustraire, 
ou  — aj  or  le  terme  suivant^  qui  cst  +  ia,  indique  l'addition  de  la 
unités  j  en  ôtant  les  a  unités  à  soustraire ,  exprimées  par  4  —  6,  ou  —  a,  on 
aura  -«-  10  pour  la  yalënr  de  la  quantité  (4  —  6-4-ia),  réduite  à  sa  plus 
simple  expression.  Enfin,  si  l'on  6te  les  7  unités,  dont  la  soustraction  est  in- 
diquée par  •—  7  j  il  restera  <4-  3  ,  pour  la  valeur  de^  la  quantité  proposée 
réduite  à  sa  plus  simple  expression.  Les  résultats  obtenus  dans  cette  réduC'v 
lion  ,  sont  exprimés  par  les  identités 

(+4-6)#=-a 

(•4-4-~6)-f-ia=ja  —  a+iasfa-f-  los^io 

(-+•4  — 6+  la)  —  7=*3-»-  10  —  7^  +  3. 


.1 
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On  ▼nrm  de  la  mime  manière  ,  que  dans  qnelqae  ordre  qn'on  effectua 
Udition  des  monômes  — 7,  — 6,  +  4>*^  '^>  '^  somme  réduite  aura  la 
WÊtbe  Taleur  -^  3.  Pour  s^en  rendre  compte ,  il  suffit  d^obserrer  que  da^s 
fMique  ordre  qn^on  effectue  le  'calcul ,  on  parvient  toujours  h  ôter  det 
16  «nitifli  positiTes,  exprimées  par  -^  ^  et  -^13,  les  i3  unités  positivea 
dont  la  soustraction  est  indiquée  par  —  7  et  —  6  ;  le  dernier  résultat  doit 
donc  toujours  dtre  (16 —  i3),  ou  -»-  3.  On  eût  été  conduit  aux  mêmes 
^maltati ,  en  considérant  les  signes  +  et  —  comme  indiquant  la  nature  des 

nités  dcf  nombres  ,  car  alors  les  monômes  +13,  h-4>— '7»**^  eussent 
'Uiquë  la  unités  positives,  4  unités  positives,  7  unités  négatives,  6  unitéa 
L  idl^itiTes  j  leur  somme  eût  été  composée  de  16  unités  positives  et  de  1 3  unités 

Mpdves,  ou  de  16— 13,  on  de  +  3. 
Si  Ton  change  les  signes  des  monômes  -»-ia,  —  7>+4>"~'^'  *^  ^ 

lioneQt  •— ia,H-7,  —  4>+6>  «ï  toutes  les  0|>érations  qn'ils  indiquent 

dagent  également  ;  les  additions  deviennent  des  soustractions  ,  et  les  sous- 

liictioDs  des  additions  j  leur  somme ,  qui  est  +  3 ,  doit  donc  aussi  changer  ôm 

•lie  et  derenir  —  3  ;  on  doit  donc  avoir 

--la-f  7-^4-^Q4:  — 44-6— 13+743  — 3. 

£t  en  elFet,  si  Ton   effectue  les  opérations  indiquées^  on  trouvera  qoo 
iliqae  expression  se  réduit  ft  —  3. 

237.  En  général ,  l'ordre  dans  lequel  on  additionne  des  mo^ 

f  AÔmes  est  indifférent ,  de  sorte  quon  peut  transposer  les  termes 
tans  en  changer  la  valeur.  Sous  tel  point-de-^ue  qu'on 
envisage  les  monômes  affectés  des  signes  ^  et  —  ,0/1  obtient 
le  même  résultat.  On  peut  donc  considérer  +^^  -~>  ^"  comme 
signes  d'opérations  ,  ou  comme  signes  d'unités  ;  pourvu  toutes 
fois  qu'on  se  rappelle  que  par  unité  négative,  on  entend  tunité 
fositi^É-à  soustraire;  ce  qui  revient  à  dire  que  dans  une  somme 
jduufue  unité  négative  en  détruit  une  positive ,  car-f-  1  —  1  ^=o  , 
ft^  X  -^  07  4=  o.  Si  Ton  examine  avec  «oin ,  les  résultats  expd- 
[  mes  par  les  identités ... 

.(+»«)  +  (— 7)  +  (+4)  +  (-G)  =#+12— 7+4-S=f=+3 

(-ia)  +  (+7)  +  C-4)  +  (+6)#=-i3+7-4+6#=-5- 

On  yerra  que  pour  réduire  la  1'*  quantité  à  sa  plus  simple 
flzpretflion  -|~  ^  >  il  fufEt  de  former  deux  sommes  ^  Tune  +  1 6 , 
des  nombres  positif^  +  la  ,  +4i  l'autre  —  i3,  des  nombres 
Bégati£i  —  7 ,  —  6  ;  la  différence  3 ,  entre  16  et  i3,  affectée 
dn  signe  -f"^  qui  correspond  à  la  plus  forte  somme  ^  donne  la 
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tomme  rédaite.  De  même ,  pour  réduire  la  seconde  qi 
il  suffit  de  calculer  deux  sommes^  l'une  des  nombres 
aiFectés  du  signe  — ,  Tautre  des  nombres  J ,  S ,  préc 
•igné  -f-  ;  la  différence  3 ,  entre  ces  deux  sommes ,  affe 
ligne — ^  qui  correspond  aux  nombres  dont  la  somm 
plus  forte  ,  donne  —  3 ,  pour  la  valeur  de  l'expressic 
posée  réduite  à  sa  plus  simple  expression. 

228.  En  .général,  pour  réduire  une  expression  coirq 
plusieurs  nombres  affectés  de  signes  différens ,  ilsi^ffit  dt 
deux  sommes ,  l'une  des  nombres  affectés  du  signe  -f- 
des  nombres  affectés  du  signe  -*-  ;  on  retranche  ensuite 
petite  somme  de  la  plus  grande ,  abstraction  faite  des 
et  Von  donne  au  reste  le  signe  de  la  plus  forte  somme 
sultat^  qui  exprime  la  quantité  proposée  réduite  à  sa  plu 
expression ^  est  Aj^OMMe  ALGÉBRIQUE  des  nombres  p 
S*il  8*agit  de  l'expression . . . 

5  —  6  +  3  —  7+10, 

qui  indique  la  somme  algébrique AesnoxcAxes  +  5  ^  —  6 
-^7,  + 10  ;  on  calculera  deux  sommes,  l'une  +18  des  i 
l^oaîtifii  5,  3^  10,  l'autre  i3  des  nombres  €  y  7>  préc 
eigoe  —  ;  la  différence  5  ,  entre  ces  deux  sommes,  affe 
signe  +  de  la  plus  forte  somme  ^  donne  +  5  poiu:  l'ex] 
réduite.  On  trouvera  de  la  même  manière ,  que. . . 

N. 

2229.  La  réduction  d'une  expression  composée  de  tenh 
^effectue  d'après  la  règle  précédente^  il  suffît  de  consii 
comme  P  unité  littérale.  Ainsi  • . . 

12jc~7x+4j:— •Sx={=:(i2— 7+4— ^a;t4=(iG— 13), 

2230.  En  général ,  le  coefficient  de  x ,  dans  la  somme 
rieurs  mandmes,  e^t  la  somme  algébrique  des  coefficiet 
pris  avec  les  signes  +  et  — ^  tfui  les  précèdent  ;  et  pow 
une  expression  composée  de  termes  en  x ,  il  siiffît  de  t 
la  é^mme  algébrique  des  coeffidetis  de%  ^  pris  ^avec  le 
-^ui  les  précèdent  f  cette  somme  est  U  .coefficient  de  1 


F 
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fàffrestiàfi  rédaite.  D'après  cette  règle ,  la  somme  des  monômes 
î5x,  — 7X,  -^^Tf^st  (i5— 7  +  fl)x,  ou  lox.  Pour  réduire 
le  polynôme. . . 

Sa:  — '  Ci:  +  3a?  —  72:  +  lOa:, 

:  i  M  pins  dmple  expresuon  ^  on  calculera  la  somme  algébrique 
des  coefficieBB  5|— 6,  3,^*7,  10;  cette  somme  se  réduit  à 
^  5  ;  le  poljmome  réduit  est  donc  5x.  On  trouvera  de  la  même 
nùii&re,  que... 

(f  9r— «**-4jr-f-^3r)sfa(+  9  — a  — 4-f.7)4r4=(-*"  16— 6)xt4=-f- tor. 

aSi.  Pour  additionner  plusieurs  quantités  ^  on  écrira  leurs 

les  uns  à  la  suite  des  autres  et  avec  leurs  signes  ;  en 

nitervant  que  les  termes  qui  ne  sont  précédés  d'aucuns  signes 

\»rU  censés  avoir  le  signe  *|-.  Pour  réduire  la  somme  qui  en 

Trsultera,  on  exprim,era  d'abord  tous  les  nombres  par  un  seul^ 

t après  la  règle  du  n*  aaS;  on  exprimera  ensuite  tous  les 

iUnnes  en  x  par  un  seul^  d après  la  règle  du  n'  a3o  ;  le  monôme 

jue,  ajouté  au  monôme  algébrique  ^  donnera  la  somme 

quantités  proposées  réduite  à  sa  plus  simple  expression.  Par 

ce  procédé ,  toute  expression  composée  de  nombres  et  de  termes 

enx^  se  réduira  à  deux  monômes ,  dont  Pun  sera  la  somme 

des  nombres  ^  et  l'autre  la  somme  des  termes  en  x.  La  somme 

des  binômes. . . 

(iC— ïjr),  (TJr  —  ft),  est  (16— ajt-f-  70?  — a). 

Be  ie  xédtdt  ^  {^i'hSx)^  de  sorte  que. . . . 

(16 — ax)-f-  (*7jr  — a):^(i6 — ax  H-  7jr  — a)  4=  (  14 -♦•5*).  1 

Lm  principes  e'tablis  dans    l'Aritbitie'tJqae    (  B,  no  i4i  )  >  conduisent  an 

>^  nfsnltat  ,  car  b  somme  des  quantités    16,  7jr- étant  (  i6-f-7x);  si 

kipartîes  16,  7g  Jimiuueut  de  ax  et  de  a  ,  dlcs  dei^iennent  (  16 — ax)  et 

Tt—a}^  mais   ta  soihme  (i6h-  7x)  doit  diminuer  de  la  totalité  des 

ieitf  des  pmriieê  ajr  et  a  ;  cUe  devient  donc  (i6-4'7x  —  ax— 9), 

(14+  Sx).  On  pem  vérifier  l'exactitude  de  ces  rt'snltau  en  donnant  h  Jt 

nknn  nnmériques  qaclconqnes  ;  on  verra  que  le  nombre  exprima  pur 

'tenue  Maîte  '('i4-h5x)^  len  totijoars  e'gal  &  la  somme  des  nonilMee, 


/ 
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exprUncff  par  les  parties   (i6—  ax)  et  (yx— a).  Par  exemple,  ti  Toa 
•appose  X  =  3 ,  il  en  résultera .  * . . 

i6  —  ax  =   i6  —  a. 3  =  16  —    6  =  lo 
7x —  ^    =  7.3  —    a    =  ai  "«^    a  =  19. 

14  H-  5x  =   i4  -h  6.3  =  14  -f-  i5  =  ag  =  10  +  19. 

■    On  troavera  ée  la  même  manier*.  • .  *     .  -  ' 

{  ax  —  3  ) -f- ( 7  —  5x ) -4- (9— x>i43 13— 4* 

û5a.  D'après  la  définition  de  la  «OUSTRACTION  arithmé-' 
ticfue,  on  ne  peut  soustraire  que  des  quantités  de  même  signe; 
mais  comme  souvent  on  ignore  le  signe  des  quantités  algé- 
briques sur  lesquelles- on  doit  opérer ,  il  faut  généraliser  le  scni 
attaché  à  la  soustraction ,  afin  qu'elle  puisse  s^appliquer  aux 
quantités  algébriques.    Nous  dirons  donc  que,  le  but  de  la 
SOUSTRACTION  ALGÉBRIQUE  est  de  détruire  dans  la  quantité 
dont  on  soustrait ,  une  quantité  égale  à  celle  que  l'on  sous^ 
trait;  le  résultat  exprime  le  reste  de  la  soustraction.  De  sorte 
que  le  reste  ajouté  à  la  quantité  à  soustraire ,  doit  donner  une, 
somme  égale  à  la  quantité  dont  on  soustrait.  Par  exemple ,  si 
de  (  5  +  g  )  on  ôte  9 ,  le  reste  sera  5  ;  ce  reste  est  exact ,  car  ! 
en  lui  ajoutant  g ,  on  obtient  (5  -|-  9  ).  Par  la  même  raison ,  *" 
soustraire  5  de  9  >  c'est  détruire  dans  le  nombre  9 ,  dont  on 
soustrait ,  le  nombre  5  qui  est  égal  à  celui  que  Ton  soustrait  ;  le  , 
reste  est  9 — 5  ,  ou  +  4*  Si  du  même  nombre  9 ,  on  ôte  a  unités  1 
de  moins ,  il  doit  rester  a  unitésde  plus  ;  conséquemment,  loiS"  t 
qu'au  lieu  d'ôter  5  de  9 ,  on  n'en  ôte  que  (5  —  2  )  ,  le  reste  aii||| 
lieu  d'être  (9— 5),  doit  être  (9 — 5  + a).  Voici  ces  detiSM 
opérations .... 

de    +  9  ^  1* 

4iez(-f.  5-73)  .    ^ 


de  ^  9 
6tez  -f-  5 


reste  +  9  —  5. 


reste    -♦•  9  —  5  H-  a. 

Dans  la  i'^*,  le  reste  est  composé  du  nombre  dont  on  sous-^'j 


un 


it  pris  avec  son  signe ,  et  du  nombreà  soustraire  pris  avec  l 
signe  contraire;  dans  laa%  le  reste-f-g— 5  +  a  est  en-i 


p'à  L  G  â  B  R  e;  laS 

itofe  composé  du  nombre  +  9 ,  dont  on  soustrait^  pris  avec  son 
ligne  y  et  des  termes  +5,  — a ,  de  la  quantité  à  soustraire 
pris  avec,  des  signes  contrées.  On  parviendrait  an  même  ré-> 
£ultat ,  en  observant  que  pour  retrancher  (  +  5  —  a)  de +  9, 
il  faut  détruire  dans  le  nombre  9 ,  les  termes  +  5  ;  -—  a  ^  de-lia 
quantité  à  soustraire  ;  cette  destruction  deviendra  possible, 
si  sans  changer  la  quantité .  dont  on  soustrait  ^  on  y  introduit 
les  termes  -rf-  5 ,  —  a  de  la  quantité  à.  soustraire  ;  on  satisfera 
à  ces  deux  conditions ,  en  ajoutant  au  nombre  9 ,  chacun  des 
termes  de  la  quantité  à  soustraire  pris  avec  les  signes  -f-  et  -^  ; 
cax  alors  le  nombre  9  ne  changera  pas  de  valeur ,  et  deviendra 
(9+5— 5 +  a — a),  ou  (9  —  5  +  a)  +(5  — a);  pour  en 
ôter  (5 — a)^  il  suffira  d'effacer  la  quantité  à  soustraire 
(5'r!— a)i,ce  qui  donnera  (3-—  5-|-a)  pour  reste.  Ce  reste' 
est  exact ,  car  ajouté  au  nombre  (  5— a  )  que  l'on  a  soustrait; 
il  donne  tme  somme  (  9  -^  5  -f-  a  +  5 —  a  )  ;  qui  se  réduit  au 
nombre  9  dont  on  soustrait.  £t  en  eifet^  slde  g  ^  on  ôte  (5 — a)  ^^ 
ou  5,  le  reste  doit  être  (9  —  5  +  a  ) ,  ou.6. 

Les  mêmes  raisonnémens  s^appliquer'à\ent  àiix  quantités  lit* 

tërales.  Par  exemple^  pour  soustraire  (70?— 3)  de  (65 — gx), 

^■ifa  ajoutera  à  la  quantité  dont  on  soustrait ,  les  termes  yx,  ^  ^ 

3e  la  quantité  à  soustraire  ,  pris  en  +  et  en  —  ;  ce  qui  con-*- 

dmra  au  calcul  suivant.  • . 

de  (65— 9x),oîi(65— 9x  — 7x-»-3)+  (>^x— 3)., 
<(tant  ']x-^S,  _■• 

reste  65  —  or  —  7a:  -4-  3  ^ 

On  voit  que  ce  reste  est  ,fip.core  composé  de  la  quantité 
i65— go;)  dont  on  soustrait^  et  des  termes  +  70:,  — 5de  Icf 
\fiantité  à  soustraire,  pris  avec  des  signes  contraires, 

aSS.  En  général ,  pour  obtenir  le  reste  d'une  soustraction ,  il 

it  d'écrire  les  terrils  de, (a  quantité  dont  on  soustrait,  avec 

rs  signes^  On  met  à. leur  .suite  les  termes  de  la  quantité  à 

ttraire  ,  en  changeant  fe^ , signes  +L0»rrT!i  et, les  signes t**f 

k+.  Le  résultat  exprime  ,1^  reste  demandé.  De  sorie  que  pour 

distraire  une,  quantité ,  H  su^t  ien  écrire  les  termes  en  chan*. 


1^^  iK  t  i  V  B  «  3 

gisant  Ufi  fiign9^  ^€t  -r-»  en  -rr  et  «f*.  Qn  rédudhfiêsêê  è M 
plus  sip»pl0  ejspr^siçn ,  d'après  la  xègW  du  n*  aSi .  Ainsi  ^  pott 
floustrmri»  (7:p  **-  ?)  'de  (S-rr-gx)  »  on  éaira  la  quantîK 
^-T-giti  et  roa  omettra  à  9&  suite  les  termes  4-707,  ^-r  8^  di 
lu  quantité  9.  soustcaine,  en  changeant  les  signes  -^  et  '— ,  ea«^ 
çt4-;  1«  résultat <5?-9j;-^7x +3)  ,  cxpniaera  le  reete de- 
mandé. On  tcouvera  de  la  jnême  manière ,  qnc .  • . . 

r3x— a    )— (Sx  — 5) 43 (3a:— a    ^5a?+5)433. 

934.  P*^rès.pf^  règle  ^  jf/  m/^»it  gu  m4m^  4»  retrmdm 
VMc  quantité  y  ni^  4e  J' Ajouter  en  cbqngecmt  2e^  ^Hef  4s  iqtf 
ses  termes.  Ea  yo^cÂ>u{^  exeo^le  ; 

(5j?— 3) — (7a>*-si3  4=(5a:^-S)  4-  ('^^+2)  =f«  5jp  ■  5  *  7x4a 

a35.  Le  signe  — ^  ^i précède  yne  parenthèse ,  exprimant  (|iii 
la  quantité  qu  elle  renfenpe  doit  être  petr.anchée  ;  vq^rôter  UM 
parenthèse  pré'cëâééîSu  signe  -r^,  il  faut  chafiger  l^  signes  di 
termes  qu'elle  renferme  j  et  réciproquement ,  quand  on  vfnU 
renfermer  plusieurs  tetjnes  dans  une  parenthèse  précédé^  Jk 
signe  — ,  il  faut  changer  les  signejs  d^  ces  termes.  Par  e:{Le|BpI§a 
étant  donné  VexpreSsion ,(  5x-r-  3  —  7;;p  4. 2  )  ,  si  qja.  yeyt  iew 
fermer  les  termes — jx,  +2,  dans  ui^e  parenlhè^e  grécédél 
du  signe  — ^  on  changera  les  signes  de  ces  termes ,  ce  qui  doiH 
liera. ... 

(Sx-— ■3-r--7x4"2)43^5j:.'=?3).-^^7x-»a),    - 

■  ■  ■•■■Il        ' 

2236.  Quand  on  considère  M  multiplication  comme  une  ad^ 

tion  abrégée,  le  multiplicateur  est  essentiellement  positif;  i"^ 

l'algèbre  pouvant  conduire  à  multiplier  par  une  quantité^  d< 

on  ignore  le  signe  effectif,  il  faut  prendre  lé  multiplicateur  d 

«oe  acception  plus  jgénérale.  Pour  jr^parve^r,  il  suSk  de  èe-np- 

peler  que  les  signes  4.  et  —  indiquant  l'ilddition  et  la  sd^stasÉM 

èion ,  comme  le  multiplicateur  abstrait ,  qui  est  censé  afiFectJ 

du  «igné  4>  indique  l'addition  de  quantités  égales  au  midti- 

plicande  ;  le  multiplicateur  affecté  eu  signe  — ,  deit  inéUqûefti 

wustrac$iondiq%iantUéségàesim~ni^kipikand0.  Par^^tnfîKl 
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Ponr  iBwpii  tocs  la  dont» ,  et  £ûre  roir  commtnt  oa  peut 
mndiit  à  mnhîplîer  par  on  nombre  négatif  -^  3 ,  nous 
qne  x  étant  quelconque ,  on  propose  de  multiplier 
'5par  (x— 6 ),  c'efit-à-<!ire  de  prendre  +  ^ >  o^^  nombre  d^ 
marqas  par  (x — 5).  Le  produit  de  +  3  par  x,  étant  x 
pi  5  ou  5x  ;  si  le  nmltiplicateur  x  diminue  de  6  unit«^9  et  de- 
^  C**"^^)  »  1^  produit  Sx  diminuera  de  6  fois  le  multipli- 
Me*|^5(B.noi5a),etdeTiendra(3x— 5.6)  ou(5x*3o); 


(  +  5)  X(^  — 6)=^5x— 3o. 

XiMù  ifantifip  devant  subsister  pour  des  \-aleun  quelconques 
|x,  ai  Ton  met  snccessiTement  g  et  3  au  lieu  de  x,  il  viendra 

[4.5}.(9_6::l3(5.9*3o);  oo  (4-5j  (+5)  4r-t-5,3=fc-i-5->.5-i- 5 
l+5).(3—6;:ii- 5.3—30; 5  oa  (-f.5}  ;— 3)=fc— 5.34=— 5  — 5  — 5. 

Ces  résultats  4lémontrent  que ,  multiplier  +  5  par  +  3 ,  re- 
^ei^  à  ajopter  3  fois  5 ,  tandis  que  la  multiplication  de  +  5 
"^  f— 5,  Terient  à  soustraire  3  fois  5.  De  sorte  que  le  mii//i- 
w  positif +  Z^  indiqufmt  Taddition   de  3  nombres 
au  multipiicande  +  5 ,  /e  multiplicateur   négatif  —  3 
('  une    acception    directement    opposée    et   indique    la 
îj^ACTlON  de  3  nombres  égaux  au  multiplicande  -f-  5. 
ilFia n'attachait  pas  ce  sens  aux  signes  -)-  et  -«-du  multipli-. 
l,  fidentité 

(  +  5)(x-6)4=5x^5o, 

dt  que  pour  des  valeurs  de  x  plus  grandes  que  6/ 
ffî  nniralt  à  la  généralité  de  Talgèbre. 
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aSy.  Ainsi  ^  pour  que  les  formules  relatives  à  là  inultipUcA 
tion  soient  générales ,  il  faut  que  les  signes  -f-  et^^.qui  pemwà 
affecter  le  multiplicateur,  indiquent  ses  manières  'd'être  oppaa 
sées ,  c'est-à-dire  qu'en  général. ...  i 

a38.  Le  multiplicateur  positif  indique  combien  de  fois  oÉ 
doit  ajouter  le  multiplicande ,  et  le  multiplicateur  négatif  marqua 
combien  de  fois  on  doit  soustraire  le  multiplicande.  Cette  dé« 
finition  détermine  le  signe  du  produit.  £n  effet ,  dans  la  mut 
tiplication  de  +  S  par  -f-  3,  le  multiplicateur  -f-  3  indiqaanl 
Taddition  de  3  nombres  égaux  au  multiplicande  5 ,  lé  prodnî! 
'  aéra  +  i5.  Dans  la  multiplication  de  —  5  par  -f"  3 ,  le  mnlth 
plicateur  +  3  indigue  l'addition  de  3  nombres  égaux  an  mnLi 
tiplicande  — •  5  *,  lé  produit  sera  donc  —5  —  5  —  5,ou  — 15 
Dans  la  multiplicatioii  de  -4-  5  par— ^3,  Te  multiplicateur— îS 
indique  la  soustraction  de  3  nombres  çgaux  au  multiplicand 
-}-  5  ;  le  produit  sera  donc  —  5  —  5  —  5,  pu  —  i5.  Enfin, 
le  produit  de  —  5  par  —  3,1e  multiplicateur  —  3/  indique 
soustraction  de  3  nombres  égaux  au  multiplicande  — '-  5  ; 
pour  soustraire  on  change  le  signe  (n^â33),  le  produite 
mandé  est  donc  -f-  5  -|-  5  +5,  ou 4^  i  5.  Ces  résultats  démônl 
que.... 

le  produit  de  +  5  par  -f-  3 ,  cft  4-  i5 

le  produit  de  —  5  par  — ■  3  ,  est  +  i5 

le  produit  de  -|-  5  par  —  3  ,  est  —  i5  . 

le  produit  de  —  Ô  par  -f-  3 ,  est  *•—  i5.     ••••'' 

239.  On  en  déduit  cette  règle  générale  :  Dans  Ja  mult^ 
cation  de  deux  monômes  ,  le  produit  a  le  signe  -f- ,  quand  WÊ 
facteurs  ont  d^s  signes  semblables ,  cest-à-diref  ou  tous  d^jA 
le  signe  +  ou.  tous  deux  le  signe — ;  et  le  produit  a  le  signç-^ 
quand  ses  facteurs  ont  des  signçs  j^ifférens.  C'est  ,ce  4*^^ 
énonce  d'une  manière  plus  abrégée ,  en  disant  que  & jMf^j 
duit  de  deux  signes  semblables  étant '^ ,  celui  de  deux  sigf^ 
différens  est-^.  Ce  dernier  énoncé  est  vicieux,  car  les  signi 
ji' étant  pas  des  quantités ,  on  ne  pèùJt  pas  multiplier  un  sig} 
par  un  autre.  On  conçoit  que  le  produit  de  deux  facteursw 
gatifs  peut  être  positif,  mais  l'expression  moins  par-  mç^ 

I 

I 
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àofute  plus  y  prise  à  la  lettre ,  est  absurde.  Cependant,  pour  nous 
conformer  à  l'usage ,  nous  conserverons  cette  manière  abrégea 
d'énoncer  la  règle  ^  en  nous  rappelant  son  véritable  sens. 

fl4o.  La  règle  des  signes  (n*  aSg  ) ,  n'est  qu'une  conséquence 
immédiate  du  sens  que  nous  avons  attaché  au  signe  du  multi^ 
plicateur^  En  effets  i^  le  signe  -f-  du  multiplicateur ,  indiquant 
fae^  multiplicande  doit  être  ajouté  plusieurs  fois,  le  produit , 
qni  exprime  1^  somme  de  plusieurs  quantités  égales  au  multi- 
plicande ,  a  nécessairement  le  signe  du  multiplicande.  Ainsi , 
•f-  par  -f-  donne  +  ;  et  •*-  par  -f  donne  —  ;  a*,  le  signe  —  du 
Bnltiplicateur ,  exprime  que  le  multiplicande  doit  être  sous- 
trait plusieurs  fois  ;  mais  pour  soustraire  une  quantité,  on  doit 
danger  son  signe  (  n^  a33  )  ;  le  produit  est  donc  la  somme  de 
•  plosieun  quantités  de  signes  contraires  à  celui  du  multipH- 
'cinde  ;  ce  produit  doit  donc  avoir  un  signe  contraire  à  celui  du 
arahiplicanâe.  Il  en  résulte  que  le  produit  de  -|-  par  — ,  est  — , 
et  qne  celui  de  —  par  —  est  + . 

La  régie  du  n®  sSq ,  suffisant  pour  déterminer  le  signe  du 

'  produit  de  deux  monômes ,  cherchons  la  valeur  de  ce  produit» 

41)8tractîon  faite  des  signes.  Quand  les  deux  facteurs  sont  des 

nombres ,  on  effectue  la  multiplication  d'êtres  les  principes  de 

f  Arithmétique, 

24^,  Lorsqu'on  veut  multiplier  un  monôme  en  x  par  un 
nombre  y  il  suffit  de  multiplier  le  coefficient  de  x  par  ce  nombre , 
ttr  le  monôme  indiquant  le  produit  de  x  par  son  coefficient  ^ 
multiplier  un  monôme ,  il  suffit  de  multiplier  le  coefficient 
P(B,  n"  i58).  Ainsi,  pour  multiplier  par  3 ,  le  produit  7X,  de  jc 
[liir7,  il  suffit  démultiplier  le  facteur  7  par  3  (  B.  n®  i58  )  ; 
[M  qui  donne  ai  a?.  On  parvient  au  même  résultat  en  reœar- 
it  que  le  produit  de  jx  par  3  est  égal  à  3  fois  jx,  ou. 
[7*+7^  +  7^)>  ou  flij;.  Enfin,  on  peut  dire  que.... 

3  fois  707=3  .  7x=3  .  7.0;  =  3107. 
mi  produit  ne  change  pas,  quand  on  change  Tordre  des  fac- . 
(  B.  n**  i56  )  -,  le  produit  de  3  par  jx  est  donc  21X. 

Si  Ton  combine  le9  règles  des  n**  îsZ^  ;  a4i ,  on  trouvera  qr 

9 
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le  produit  de  +  7X  par  +4,  est  +  aSir  ;  que  jDçlui  de  —  70? 
par  +  4  «  est  —  flSx  ;  que  celui  de  —  'jx  par — 4  >  est  +  aSo:  ; 
et  que  celui  de  +  *jx  par  —  4>  est  —  aSo;.  Ces  résultats  sont 
exprimés  par  les  identités.  • . 

(~7^)(  +  4)#=-a8a7;(  +  7a:)(-4)#-a8^. 

Nous  *Toxi»  vu  (n°  187)  que  a  X  a:,  ou  2 .  a?,  ou  ax,  exprimeiy^ 
paiement  le  produit  de  a  par  a;.  Le  produit  de  plusieurs  lettres 
s'indique  de  la  même  manière.  Ainsi  les  expressions  x  X  ^  > 
x,x ^  XX /indiquent  également  le  produit  de  x  par  x.  Le  pj:o-« 
dijût  de  3  facteurs  égaux  à  x  ^  sera  indiqué  par  x  X  ^  X  ^  ou 
ar.x.x^  ou  xxx.  Si  x  yalait  4^  alors 

XX =4. 4^=  ^^5,  ^•^•^=4- 4 -4=  iG.4-=64. 

a43*  E^  génçral  ^  pour  indiquer  h  produit  de  plusieurs 
lettres ,  on  écrit  ces  lettres  les  unes  4  la  suite  des  autres  sans 
tes  séparer  par  aucuns  signes, 

tyy 

a43.  La  multiplication  des  monômes  ne  peut  plus  offrir  de 
A^fficuîté.  Par  exemple,  le  produit  de  7r  parx,  étant  7'xxj;    J 
celui  de  7X  par  Sx  sera  3  fois  7xx,  ou  aixx.  Les  seuls  prin-  j 
cipes  de  Taritlimétique  conduisent  au  même  résultat ,  car  un 
produit  ne  changeant  pas  lorsqu'on  change  f  ordre  des  facteurs^    '. 
et  la  mukiplication  par  un  produit  pouvant  s'effectuer  en  mul-  ■ 
tipliant  par  les  facteurs  du  produit  (B.  n***  i5S  et  i54),  1©.  ^ 
produit  de  7X  par  3x,  devient. ...  -i, 

<7^)  X(?^)=i=7^><5X^=#7-^-3-^4=3.7.;r.x==f=?î>ix:jB."-' 

a44-  En  .général,  pour  former  le  produit^e  plusieurs  lyio-    . 
nômes ,  il  si^t  d*€crire  les  lettres  les  unes  à  la  suite  des  œk^ 
4res ,  et  de  lesaffetter  d'un  coefficient  égralau  produit  des  cqtf^^ 
ficiens  des  facteurs.  On  détermine  U  signe  du  produis  daptiB  ^ 
ia  règle  du  n**  i^Sg.  Ainsi. . . . 

<+7^)  •  (—4^)  #=  —  ^8x^  \  (—7^)  (—4a?)  =#  +  tAxsp^  ■  ^ 
S45.  Le  produit  de  deux  polj^uômied  se  diéduit  dès  r^Ifipri 
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cnmées.poiif  1>  maltiplication  des  monômes.  En  effet;  i*.  pcmr 
inltiplier'<i  i  — * 7  )  pv  3 ,  il  suffit  de  prendre  3  fois  (i  i  ^7)  ; 

•^O»— ?)  +  ("— 7)  +  (ii  —  7)>  ouS..  11—5.7 

sxprime  donc  le  produit  demandé.  On  trouvera  de  la  mêm^ 
nuudère. . . . 

(11— 7)(  +  fl)  =  3i.u— a.7. 

a*.  Le  produit  de  (11  — 7)  par  3,  étant  (3.11—3.7);  •* 
k multiplicateur  3  diminue  dé  a  unités  ,  et  devient  (3— a),  le 
podnit  diminuera  de  a  fois  le  multiplicande^B.  n^  i5a) ,  ou  de 
sfois^ii— 7),  oude(a.ii-*a.7).  Le  produit  de  (11  —  7) 
pir  (3— a)  est  donc 

(3.11—5.7) — (a.  11 -^3.7)4=3.  Il  —  3.7  —  a.  11 +3.7; 
On  a  donc  l'identité .... 

(11— 7).(5  — a)=#+5. 11  — 3.7  — a.ii  +  a.7(*). 

En  comparant  les  termes  des  facteurs  avec  ceux  du  produit^' 

•û  voit  que  les  deux  premiers  termes  +3.11,-3.7,  **^"*  '®* 

ftDdnits  ^respectifs  des  termes  +  11,  —  7  du  multiplicande  » 

pir-|-5^  i***  terme  du  multiplicateur;  et  que  les  deux  autres 

larmes  —  a .  1 1 ,  +  3 .7,  sont  les  produits  des  terme-^  +  ri,  — 7 

.  Al  multiplicande  par  —  a  ,  second  terme  du  multiplicateur. 

On  peut  donc  former  le  produit  d'après  les  règles  données  pour 

ka  moBÔmes ,  «n  multipliant  les  termes  -f- 1 1 ,  -*  7  du  multi-^ 

plicande^  par  les  termes -f- 3, — a,  du  multiplicateur.   £t 

.comme  les  mêmes  remarques  pourraient  se  faire  dans  un  pro-* 

[4dl  quelconque ,  nous  établirons  cette  règle  générale  : 

a46.  Pour  obtenir  le  produit  de  deux  polynômes ,  il  suffit  dà 
successivement  tous  les  termes  du  multiplicande ,  paf 


(*)  L^cxacûtnde  de  ce  rënilut  est  mise  en  évidence ,  loitqp' 
«I  le  pmdnit;  car  le  prodait. . . . 
S.ii  — 3.7— «.it-«-a.7=:33— •!— aa-4-  f4=47" 
ii«  AdÎTfMMk  pc»d«it  di  (  il  —  7)  tii  4y  P«  (t 
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chaque  terme  du  muîdpâcateur  ^  daprès  '«5  rè^es  donn 
pour  la  mulLiplîctxUoa  des  momomes,  La  somme  àn^  produk 
ptirtiels  ainsi  formes  ^  compose  le  produit  total.  Par  erptnpl 
pour  multiplier  (9 — ajc)  par  (7 — 3),  on  effecrue.a  V»»  pro.î  J 
ces  termes  +  g  j  — sx  du  maltiplicande  «  par  Ie«  t**\ine8  -f* 
—  3  dn  multiplicateur  ;  la  somme  (63 —  i4x— -17 +&r)y 
produits  partiels  ,  exprimera  le  produit  demandé.  On  fliiiipoijj 
les  calculs  de  la  manière  sai?ante. . . 

Multiplicande ...   (  -|~  9  "~^) 
Multiplicateur...  (+7  —  3) 


Produit  total. . .  (  +  63  —  \^ — a7  +  6x). 

Et  Ton  dit  ;  le  produit  de  +  g  par  +  7 ,  est  +  63  ;  celnii 
—  ax  par  +  7,  est  —  i^  ;  celui  de  +  g  par  —  3,  est  —371 
enfin ,  celui  de  —  ax  par  —  3  ^  est  +  6x  ;  la  somme  de 
produits  partiels  compose  le  produit  total.    Il   se  réduit 
(  36 — £x).  Dans  cet  exemple,  on  pourait  abréger  le  calciil| 
en  observant  que  le  multiplicateur  (7  —  3)  est  égali4> 
produit  devient  4  fois  (g  —  ox) ,  ou  ( 36 —  8x).  £n  généial| 
on  simplifie  les  calculs  ,  en  opérant  sur  des  quantités^n 
à  leurs  plus  simples  expreMons. 

247.  Pour  former  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
facteurs ,  multipliez  le  produit  des  deux  premiers  facteurs , 
le  5' facteur;  le  résultat  ^  multiplie  par  le  J^*  facteur,  doi 
le  produit  des  quatre  premiers  facteurs;  et  ainsi  k 

Pour  obtenir  le  produit  des  trois  facteurs  (x—  1),  (x— a)jj 
(3  —  2x)  ;  on  multipliera  (x—  i  )  par  (x— a);  le  réniltllj 
XX  —  3x  +  a ,  multiplié  par  (3  —  ax  ) ,  donnera 

—  axxx  +  gxx  —  i3x  +  6 

pour  le  produit  demandé. 

a48.  Nous  terminerons  la  multiplication  en  remarquant  qoft 
les  produits  de  +  a  par  —  x ,  et  de  —  a  par  +  x,  étant  égÊjaSi 
à — s^x }  on  peut  dire  que  dans  le  monôme— a^Ti  le 
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a;  «rt  4*3|<'D  que  le  coefficient  de «f- 3;  est  —  *.  Sont  ce- 
ir  point  de  vue ,  les  coeffîciens  de  x  peuvent  être  posUtfi  ou 
ifs ,  suivant  qu'Us  sont  précédés  des  signes  -f-  ou  —  ; 
dans  cette  acception  que  nous  preodroni  désormÛB  les 
dent. 

|.  £a  DIVISION  ÀLCéBeLlQVZ  a  pour  but ,  connaissant  l» 
lit  de  deux  fadeurs ,  nommé  dividende ,  et  l'un  tTeux 
té  diviseur,   de  découvrir  Vautre  facteur  appelé  quo- 

>.  D'aprèa  cette  dé&oitîdti,  le  diviseim  multiplié  parle 
tnt,  doit  reproduire  le  dividende  en  grandeur  et  en  signe, 
is  les  règles  relatives  à  la  division ,  se  déduisent  de  cett» 
iité,  et  des  principes  établisdans  la  multiplication.  Ainsi.  ^ 

t  identités  sont  exactes ,  car  dans  chacune  le  diviseur  inul> 
par  le  quotient  reproduit  le  dividende ,  en  grandeur  et  en 
,  Par  exemple ,  le  quotient  de  —  6  par  —  3  est  égal  k+3, 
)  diviseur  qui  .est— s,  multipUé  par  le  quotient -f- 3  „ 
doit  le  dividende  —6  («"nSg). 

I .  Ces  résultats  démontrent  que  te  quotient  de  deux  quan- 
e^ectées  de  signes  semblables  est  positif,  et  que  celui  d& 
:  fpuuUités  affectées  de  signes  differens  est  négatif;  ce 
a  énonce  de  cette  manière  abrégée ,  le  quotient  de  deux, 
a  semblables  est  ■+■,  et  celui  de  deux  signes  differens. 
-.  Si  l'on  compare  cette  règle  avec  celle  du  n"  aSg ,  on 
iqne  la  régie  des  signes  est  la  même  dans  la  mulliplicaiion 
mt  la  division.  Ainsi 


p.  La  rigle  précédente  ditu 
h&au  comment  on  obtient  1^...^, 
niit  doit  CDoteoir  x-  La-^ii(0 
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nant  h  «  une  valeur  x]inmeriq[iie  ,  35  pai^exemple  ,  il  viendra  ,     . 

7  7  7^ 

4—=;  4'  — :^  /i.5r^/i£oisS, 

7  7 

et  le  calcul  seul  peut  faire  connaître  si  le  ^e  de  i4o  est  égal  à  4  fois  5.  Mai» 
une  démonstration  générale  doit  être  indépendante  de  la  valeur  numé" 
rique  du  résultat.  (  A.  n**  58)  j  il  est  donc  indispensable  de  démontrer 
Texactitude  de  l'identité'. . . 

7  7 

Pour  y  parvenir,  nons  opérerons  sur  x ,  comme  nous  Pavons  fait  sur 
Tunité  (A.  n*  io3  )  ^  ainsi ,  nouii  décomposerons  ^x  en  ses  élémen» 
(.«  -4- ar  +  a;  -f-«  )  j  et  observant  que  prendre  le  7 «  de  4* ,  revient  à  prendre 
successivement  le  7«  de  ses  parties ^  on  aura.  • . . 

4£4=f +  ^  +  * +  f -f,  4  fois  ^  +  4  • -+ ^a^- 

775       7       7  7-77 

« 

On  parvient  plus  directement  an  même  résultat  en  observant  que  pour 
diviser  par  7  le  produit  '^x ,  il  suffit  de  diviser  Tua  des  facteurs  4  ou-  ^ 
par  7  (B.  n®  i58)  ;  ce  qui*donne. ... 

7  ^  7  •        ^^7 

On  énonce  ainsi  ces  quantités. . . . 

4^  diuisé  par  7  ; .   -  de  x  j    4  ^'*  ^^  7*  ^  '^^ 

258.  La  théorie  des  fractions  numériques ,  ayant  été  dé- 
montrée d'une  manière  générale  dans  l'Arithmétique,  j'ap- 
plique  aux  fractions  algébriques ,  car  ces  dernières  ne  sont  que 
les  premières  écrites  d'une  manière  plus  générale.  Je  me  bor- 
nerai donc  ici  à  appliquer  les  règles  données  dans  T Arithmé- 
tique ,  à  quelques  firactions  algébriques  ;  je  démontrerai  ensuite 
les  nouvelles  propriété»  qui  doivent  résulter  de  rintroduction 
des  signes  -+-  et  — . 

259.  Pour  ajouter  ou  pover  soustraire  des  fractions  de  mêm9 
dénominateur  ^  il  faut  calculer  la  somme  ou  la  différence  de 
leurs  numérateurs,  et  cffecter  le  résultat  du  dénominateur 
commun  (^  A.  n**  A  a  ).  D*après  cette  règle  ^ 
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•btenir  le  quotient  de  (^6x — 4)  P^r  s,  on  divisera  les  termes 
6xy — 4i  d^  dividende,  par  le  diviseur  a;  la  somme  (3x — a) 
des  quotiens  partiels  3x,  — a,  exprime  le  quotient  total;  ce 
quotient  est  exact,  car  multiplié  par  le  diviseur  a,  il  reproduit 
le  dividende  (Gx — 4)-  O^  trouvera,  d'après  cette  règle. . . 

o ^      ^      —  -^  -f-  5  =^  ^x  —  ax  -+-  3 

a56.  Les  problèmes  contenus  dans  cette  1'*  partie,  ne  con- 
duisant pas  à  diviser  deux  polynômes  Tun  par  Tautre ,  et  cette 
opération  offrant  quelques  difficultés ,  nous  renverrons  la  divi- 
sion complexe ,  à  la  seconde  partie  de  ces  ElémensJ 

FRACTIONS  LITTÉRALES. 

m 

aBy.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avon^  supposé  que  le  quo* 
tient  était  exact.  Lorsque  la  division  ne  peut  être  effectuée  ^ 
on  rindique  au  moyen  des  conventions  établies  (n*  184)» 
Ainsi ,  pour  diviser  4^  par  7 ,  comme  4  n'est  pas  divisible  par  7, 
«m  ne  peut  effectuer  la  division  ;  on  l'indique  en  écrivant  42^:7 

ou  — .  De  même,  (6x —  1  )  :  (9— a:)  et       \  indiquent 

également  le  quotient  de  (Gx —  1  )  par  (9  —  x). 

Je  ferai  ici  ane  rèmarqne  analogue  &  celle  dn  n*  io3  de  mon  Aritbmëtiqae^ 
em  confond  ordinairement  les  trois  expresaioni. . . . 

7         7  7 

EHet  sont  effecÛTemént  équivalentes  ;  ibaiii  cômmt  elkf  eowloisent  an  mém» 
Tc'raltat  par  des  opérations  difierentei ,  on  doit  prouver  qu'elles  sont  iden« 
tiqocs.  n  est  d^abord  e'vident  que  kidtox  demièi*es  expressions  sont  ^ni«- 
nlentet  ;  .car  elles  indiquent  tontes  dcns  le  septième  de  x ,  pris  4  fois  ;  il 

sofit  donc  de  prouver  Pîdentit^  des  expressions  -^ ,  4  '  9  '^  première  itt-^ 

^  ^        .  '.■.'-.. 

diqœ  le  7*  de  4^ ,  et  la  deuxième  indique  la  7*  partie  de  x  ,  prise  4  ''***  *  '^"^    ' 

[     régaliié  des  résôluts  deH:es  deux  opérations ,  n'est  pas'  érideàle  '^  6ii^ 
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m  • 

Ton  se  contente  de  placer  le  signe  —  devant  le  trait  qui 
le  numérateur  du  dénominateur  (  n^  ^5g);  ainsi 


3jr —  5 


C3±  —  5\  ^  3jr  — 


•ont  denx  expreuioni  ^^iydeates  qui  indiqBent  la  sonstraction  de 

— —7  J'  Nou6  préftérerons  la    seconde   notation  ,  comme 

•impie;  mais- il  faudra  avoir  soin  de  placer  le  signe  -^  an  niyean 
qui  sépare  les  deux  termes  de  la  fraction  j  sans  cette  attention  ,  on 
commettre  des   erreurau  Pour  s'en  convaincre ,  il  suffit  de  codûc 
trois  quantités 

?£_I*il4.   •— '  3j^  ■♦•  '4  .      B-r-t*  r4 
5*  -+-  17  '       5a:  -♦-  17     '    —  5jr  H-  17  ' 

"l*"  "4-  xA. 
f<innëes  ave6  la'miénkè  fraction  =- — ^,  en  plaéam  le  sigtie  — 

▼ement  devant  le  trait  qui  sépare  le  numérateur  du  dénominatei 
devant  le  numéràtéur ,  enfin  devant  le  déhominàtéiir.  La  l'cini 
soustraction  de  cette  fraction  j  la  '3«  indique  n^ne  fraction  ayant  ( — 3 
pour  numérateur ,  et  (Sx — 17)  pour  dénominateur;  enfin,  la  3* 
fraction  dont  les  deux  termes  sont  (3jr-+-i4)  «t  ( — Sx-*-  l'y). 
légère  attention  suffit  pour  faire  voir  que  ces  trois  quantités  ont  de 
différentes.  On  petit  d^ailleani  le  mettre  en  évidence ,  en  donnant 
▼aleur  numérique  ;  ptfr  exemple ,  xn  3  donne. . . . 

i4_      3  .  3-»-  i4_      a3 


5x  -+-  17  5  .  3  -+-  17  3a 

*-3rH-i4_      —  3.3-f-i4_      ~  9  •»•  14  _  S» 
5jr-+-i7   ""       5.3-+- 17    —'       i5h-  17  "~3a 

3jr  ■»- 14  _        3.3  H-  14  —      _9±_ii_— H5. 
— 5x-ht7~'      — 5.3-+-17""      — 15-^17""  a' 

a63.  Ainsi,  lorsque  les  termes  ithnè  fiaction'ne  soi 
renfermés  entre  deux  parenthèses ,  le  signe  placé  dêv 
premier  terme ^  du  numérateur  ou  du  dénominateur^  n. 
que  ce  premier  terme  ,  aulieu  que  le  signe  placé  devant  i 
qui  sépare  le  numérateur  du  dénominateur,  indique  l'opé 
â  effectuer  sur  la  valeur  totale  'de  la  fraction.  Quand  lei 
termes  de  la  fraction  sont  séparés  par  deux  points ,  on  ù 
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imter  entr$  jHtfBMkèseis.  Ainsi, — (litf— r)  !  (3— -or) 

(ni«  la  soustraction  de  la  fraction  ^-^ :r» 

(3-0)) 

4.   r/ne  fraction  ne  change  pas  dé  ^valéUr  (fuand  on  Tniihipliè 

lion  divise  ses  deux  termes  par  urt&même  quantité  (B.  n^4^> 

s  elle  change  de- valeur ,  quand-iès  quantités  égales  suppri" 

*^  dans  le  numérateur  et  dans  le  dénominateur^  entrent  par 

B  d addition  ou  de  soustraction'  (P.  n*  atai  ).  En'  Toiei  dot- 

mples.  On  a . . . . 

5     _,        5.7       ^  5x  (t  —  ^) ^,5r     .T^,  Sx 
j:— i^(x— 1;.7'   7  (x-— S;^";"''  7'^7x* 
ûlenticés.... 

5-^*^.   ST.    5  — jr_,  5^  3_^^3  -t»  aar     5  ■»-  ^xx  _^^x 

famacs.  On  pent  d'ailieart  s^en  conTunrre  en  donoam  &  jr  mM  Ta]«iir 

S5.  Pour  obtenir  la  somme  ou  la  différence  de  plusieurs 
iions  de  dénominateurs  diffèrens^  il  suffit  de  les  rédiÊm  otf 
ne  dénominateur,  en  multipliant  les  deux  termes  de  chacune, 
le  produit  des  dénominaieurs  d^  toutes  les  autres;  cela 
tèt&pas  leurs  valeurs ,  et  les  noaimiUs' fractions 'ofU  ptnsr 
ominateur  commun  le  produit  des  dénominateurs  dés  fraC" 
!5  primitives,  La  somme  ou  la  différence  des  nouveaux 
lérateurs ,  affectée  du  dénominateur  commun ,  exprime  le 
Jtat  demandé  (  B.  n**  47  ^  44 )*  ^^  >*>git  des  fractiofif. . 

T'   "f   3 

mnliipiim  les  deux  teimfs  de  U  fe.  par  3  fois  4  on  i^î  cnn  <lc  Is  i*^ 
3  fois  5  ou  i5y  ce  «os de  b  3«,  par  4  ^mb  5  oa  90;  ceqoi  doooeri» 

36x  ^    Kîôx-,    160 


asc  fiacivcw 


JSr  -4-  lo&r  "4-  1^        I  jjy  «*^  t^ 

E: *-*-S — ' 


1^  ÉLEiilENS 

aGG,  Pour  réduire  une  expression  composée  d'entiers  et  de .  ^' 
fractions ,  combinés  par  voie  d! addition  et  de  soustraction ,  il 
suffit  de  transformer  les  entiers  et  les  fractions  ^  en  fractions 
de  même  dénominateur.  On  na  plus  alors  quà  opérer  sur  lei    J 
numérateurs.  D*après  cette  règle .... 

5*  -    o^j-5ir      3.7_,  5x-+-ai 
—  «f  ^Bp  — *+•  '— œ-— 

7  7         7  7 

/H^^%\     a*--5  .  4(a^— 3)      (ax--5) ^ 4 (ajf— 3 )  —  (!Lr-»5) ^6j>-7 
(-lar^3) ^=# 5 5—4= 5 **T"' 

Pour  simplifier  l'expression 

5      3   '  ajc  —  3      i3  —  7jr 

7      4  5x  —  4        5x— 4 

on  obserrera  qae 

5      3  I  r-j_5.4      3.7   ,  5.a8_,  ao— ai -♦- i4o^^  ï3q  . 
'aj*— 3      i3— jr     (a*— 3)  — (i3-7-7x)  .  ax— 3— i3-f-7x  ,  or— 16 

Au  moyen  de  ces  rédactions,  la  quantité  proposa  prend  cettt  forme 
plus  simple. . . . 

139    ,    QJT—  16 

"S""*"   iLr-.4* 

■Pour  ajouter  ces  deux  fractions ,  on  les  réduira  d'abord  au  înéme  dénomi- 
nateur, en  multipliant  les  deux  termes  de  la  l'c  par  le  dénominateur  (Sx — 4) 
delà  a* ,  et  les  deaz  termes  de  la  a*  par  le  dénominateur  a8  de  la  i^e-  ce 
qui  donnera 

139  .  i39.(5jr— 4)  ^^5j:  —  555 
aS"*  a8.(&ç— 4)'^i4o*  — ua. 
gx  —  iS.    (93:— i6).a8  .   aSaa:— 448 
Sx  —  4        (  Sx  —  4  )  «àS  ^  140*  —  I  la' 

La  fomme  de  ces  fractions  est  donc .... 

CgSjr  —  SSô-t-  a5ax  —  44^ ^  9^1^  ^  ^^ 
140J: — lia  ^ii4oj:  — lia 

Cette  dernière  fraction  exprime  la  valeur  de  la  quantité  proposée,  réduite  5 
sa  plos  simple  expression. 

*  aG'j.  Pour  obtenir  les  entiers  (*)  contenus  dans  unefrac'- 
(^)  Lorsque  le  niWratew  est  plqs  grand  qoe  k  déiMiniiiatear  »  la  Yaleur 


D  *  A  L  G  È  B  R  E.  I^t 

tfait,  il  sifffit  de  diviser  le  numérateur  par  le  dénominateur; 
le  quotient  exprime  les  entiers  contenus  dans  la  fraction ,  et  le 
reste  divisé  par  le  dénominateur,  est  la  fraction  qui  doit  ao" 
compagner  les  entiers  (  A.  n*  iig  4®  )•  Ainsi,  pour  trouver  les 

entiers  contenus  dans  la  fraction  —  ,  je  difise  nGx  par  7  ; 

j'ai  Sx  pour  quotient  et  5x  de  reste  ;  ce  reste  affecté  du  déno^ 

5x 
minateur  7,  donnera  —  pour  la  fraction  qui  doit  accompa-' 

jner  Tentier  3x.  Voici  le  détail  du  calcul .... 

—  3= •+-  —  =fa  3x  -t-  — • 

7^77^  7 

fhk  uonven  de  la  même  manière. . . . 

^  i6t— a7_^i!i3r— a4  .  4^  —  3.^ ,_  ,  jx— 3 

g— 4» 6~"*"~S~*'^'      *  +  — 6~* 


\ .      aG8.  Pour  multiplier  une  fraction  par  un  entier  ^  il  faut,  ou 

l    multiplier  le  numérateur  par  l'entier,  sans  changer  le  déno^ 

l    minateur,  ou  diviser  le  dénominateur  pat  l'entier ,  en  laissant 

\  le  numérateur  tel  quil  est.    Et  réciproquement,   la  division 

d'une  fraction  par  un  entier  s'effectue  ,  en  multipliant  le  dé^ 

nominateur,  ou  divisant  le  numérateur  par  l'entier.   Dans 

chaque  opération  ,  le  premier  procédé  est  le  plus  général;  mais 

quand  le  second  peut  s'appliquer ,  on  doit  le  préférer,  comme 

conduisant  à  un  résultat  plus  simple  (  B.  to?  ^Sy  Ainsi ,  pour 

obtenir  le  produit  de  ^  par  4  >  j^  P^î^  multiplier  le  numéra-» 

o 

teur  7xpar  4>  ou  diviser  le  dénominateur  8  par  4,  ce  qui  donne 
-^et—  ;  ces  deux  produits  sont  égaux,  car  en  divisant  les 


*àt  la  fraction  est  composée  d'un  certain  nombre  d'anités,  et  d'ane  frac« 
^on  algëforiqne  ^  ce  nombre  d^unités  forme  ]es  entiers   contenus  dans   la 

fraction.  Ainsi  la  fraction s étant  égale  à  (4x  -h  a)  4-  ■ — g—  ,  !«• 

m^tietf  CQntennf  âw»  eette  fraction,  sont  4^  ;  et  a. 


# 
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deux  termes  dek  i^  fraction  .par  4>  <W  <â>tiQiiit  la  ^fieconâfi.' 

On  trpuvera  de  la  même  manière. ... 


^.y3^î^'jix(^-.W.t(in22 


ii6g.  Peur  muitifiier  plusieurs  fractions  entré  eHes ,  il  faut 
diviser  le  produit  de  Ijeurs  numérateurs  pcw  celui  de  Jeurs  de* 
nominateurs.  Si  quelques  facteurs  étaient  entiers ,  on  les  met^  ^ 
trait  sous  forme-  de  fraction ,  en  ieur  donnant  l'nrâtë  pour  ^ 
dénominateur.  D'après  cette  r^gle. ...  ' 


\ 


a*  7  î*Jc-7  14*" 

270.  Pour  diviser  par  une  fraction^  ilsûffit  démultiplier  le  divi^^ 
dendepar  Infraction  diviseur  renversée;  le  résultat  exprime  1$ 

tjuotient  demandé  (A.  n*  i3o) .  Ainsi^ponr  diviser  ^  par  — ,  oà 

n  là 

aiultipliera  le  dividende  ^  pu*  — ,  qui  est  la  fraction  diviseur  % 

renversée  ;  le  résultat  — ?- —  os  -=7-  ^  sera  le  qnotient  dematf^  Il 
dé.  On  trouvera  de  la  même  manière. ...  p 

lojr  •  5  ^  ioj:       g  ^  904;  ^  4^ . «jr       ax  ' 

S71.  Nous  allons  passer  à  l'examen  des  relations  qui  exi 
entre  les  signes  des  deux  termes  d'une  fraction  et  le  sîgue 
la  fraction.  D'après  la  nature  des  fractions  numériques ,  le  ni 
mérateur  et  le  dénominateur  sont  des  nombres  entiers  positif 


i 
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car  le  dénominateur  indiquant  en  combien  de  parties  égaleg 
Tomté  est  divisée ,  le  uumérateur  marque  le  nombre  de  ces 
parties^;  mais  en  considérant  une  fraction  comme  exprimant 
k  quotient  du  numérateur  par  le  dénominateur  y  chaque  terme 
peut  être  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif.  Ce  dernier 
aspect  étant  celui  qui  convient  à  la  généralité  de  l'Ambre, 
wms  considérerons  toujours  une  fraction  algébrique,  commm 
uidiquimt  le  quotient  de  son  numérateur  par  son  dénominct^ 
*teur.  Or  nous  ayons  yu  (  n^  âSi  )  que  le  quotient  de  deux  signes 
Mmblables  était  +,  et  que  celui  de  deux  signes  dilFérens 
"était—.  Donc. ... 

âya.  Une  fraction  '  est  positive  quand  ses  deux  termes  ont 
signes  semblables ,  et  elle  est  négative  quand  ses  deux 
*s  ont  des  signes  différens.  Ainsi. . . . 

-7  ^       77        -^7  7        Y?  ? 

^3.  Le  signe.de  la  valeur  numérique  S  une  frai^ion  algé^ 
^  dépend  de  la  valeur  numérique  de  x.  Par  eifemple^ 


k  fraction  fMzi^  Y 
Vax  — 7   J 


^     ,  ai— 3jr        a4— 3.6        24—18        ,6 

«  =  6  .  donne  -ï =  -^^ =a  —^ =  -r  ê 

'...        ar»^^     -    2.0 — 7  la  —  7  5 

^'    ^       par  — 7  a. 9— 7  18  —  7  H-  II  II 

^      ,  Zkk—^x        24—3.8         34  —  24        o 

*  =  8  ,  donne  -2 =  ■  v =  ^-^ '  =:  *  =  a 

'  ajt-*-7  a. 8  — 7  10  —  7  9 

^74-  La  valeur  d'une  fraction  ne  change  pas  de  signe ,  quand 
deux  termes  en  changent  ;  car  si  le  signe  du  numérateur  et 
dénominateur  étaient  semblables,  ils  le  seront  encore  après 
avoir  changés ,  la  fraction  restera  donc  positivl  (  n®  272  )  ; 
■  les  signes  étaient  différens  ,  ils  le  seront  encore  après  les 
changés  y  la  fraction  restera  donc  négative  (n®  ^72).  On 
lioac  avoir 
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En  effet,  les  deux  memBres  de  la  i'*  identité  se  réduisânj 
à  3x,  et  ceux  de  la  2*  se  réduisent  à  —  5x. 

27  5.  Une  fraction  ne  change  pas  de  signe  quand  ses  deux 
termes  en  changent  (  n"  2^4  )  >  ^^^^  lorsqu'on  change  les  signel 
des  monômes  qui  composent  un  polynôme  ,  la  valeur  numé- 
rique de  ce  polynôme  reste  la  même  /elle  change  seulement 
de  signe  (n®  aSS)  ;  conséquemment ,  lorsqu'on  change  les  signi$ 
des  monômes  qui  composent  les  deux  termes  d*une  fracûoni 
on  n'en  change  ni  le  signe  ni  la  valeur  numérique.  Par  exempld 
lorsqu'on  change  les  signes  des  monômes  qui  composent  Ml 
deux  termes  de  la  fraction 


16a:  — 7 
i5  — 5x 


,•  elle  devient 


—  iGo:  ^j 

—  i5  +5-c' 


Il  est  facile  de  s^assurer  que  c^s  deux  fractions  ont  le  mêi 
signe  et  la  même  valeur  numérique  ;  en  effet,  on  peut 
de  la  1'^  à  la  seconde  par  cette  suite  de  transformations. . .' '' 


(i6:r— 7) 


(  i6x  —  7j  j^  —  f 6y  4-  7 


l6r--£7    .  

i5  —  5x  ^  -+-  (  i5  —  5x  )  "^  —  (  i5  —  5a:  )  "^  —  i5  -4-  5x 

Pour  vcrifier  directement  rexactitode  de  cette  identité,  on  pourra  d 
des  valeurs  arbitraires  à  j:;  on  trouvera  que  chaque  membre  de  l'id 
prend  la  même  valeur  numc'rique.  Par  exemple ,  a:  =  a  donne . .  * .  • 


i6j  —  7 
i5 —  5x.' 


-4- 16. a —  7 
ï5  — 5.2 


3a  —  7    __^ 

i5  —  10 


a5 


-^5 

—   25 


«—  i6a--t-7 —  16.2  -4-  7 —  32  "»-  7 

—  i5-4-5ar      — i5-h5.2      — i5-+-ïo        — 5 


=  +5. 

•    » 

zz  +  5. 


27G.   Une  fraction  change  de  signe  quand  on  change  le  si 
de  l'un  de  ses  deux  termes.  En  effet;  si  les  signes  des  di 
termes  étaifnt  semblables  ,  ils  deviennent  différens  ,  lafr* 
qui  avait  le  signe  -f-  prend  donc  le  signe  —  (  n**  27a  )  ; 
les  signés  étaient  différens,  ils  deviennent  semblables,  la 
tion  qui  avait  le  signe  —  prend  donc  le  signe  +  (  n**  aja). 
exemple^  la  fraction 
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thiH^  àe  signe ,  qnxad  on  change  le  signe  de  Tua  de  ses  deax  termes , 


Quand  on  change  les  signes  des  monômes  qui  composent  mi 
polynôme ,  ce  poljmôme  consenre  la  même  valeur  numérique  , 
JL  diange  seulement  de  signe.  Par  conséquent^  lorsqiûon 
dumge  les  signes  des  monômes  qui  composent  le  numérateur, 
ea  le  dénominateur  d'une  fraction ,  la  valeur  numérique  de 
liptl»  fraction  reste  la  même  ^  elle  change  seulement  de  signe. 
rar  exemple^  si  Ton  change  les  signes  des  monômes  qui  com-, 
posent  le  numérateur  de  la  fraction. . . 

'  iBx  —  7     „    ,    .      —  i6jr  H-  7 

,  ■    y  ^ ,  elle  devient  — = =-=  • 

i5  — Sx  i5 —  ox 

Rerdénx  fractions  ne  diffèrent  qne  par  le  signe  de  leurs  valeurs  numériques.' 
fOik  peut  d'ailleurs  s'en  convaincre  en  donnant  à  x  une  valeur  arbitraire  ; 
-«Bsa  donne 

iSx  —  7      16. a  — '  7 __^   3a— 7  -f-aS ^ 

f  i5— Sx"^   i5-.5.a  ""  ï5  — lo""  H-5  """*" 

— i6:r-+-7      — u6.a-4-7      — 3a-+-7      — a5  ^ 

i5  —  5a:         i5— 5.2  i5 — 10        -4-5 


277.  Pour  soustraire  une  fraction ,  il  suffît  de  changer  les 
signes  des  monômes  qui  composent  son  numérateur  ou  son 
[dénominateurn  En  effet,  lorsqu'on  change  les  signes  des  mo- 
xiômes  qui  composent  l'un  des  deux  termes  d'une  fraction ,  on 
le  fut  que  changer  le  signe  de  sa  valeur  numérique  (n^  276)  ', 
en  effectue  donc  la  soustraction  (  u?  a33  ).  Ainsi. . . 

(  —  3ar-4-a)^^         3cr — a  ,  a  —  3x 

a^dc       ^  a— jc  X  —  a 

Nous  allons  appliquer  les  règles  précédentes ,  à  la  résolution 
équations  du  premier  degré. 


X^ 


Résolution  des  Equations  du  premier  degré  à 

seule  inconnue. 

978.  Lorsque  lea  conditions  d'un  problème  sont  exprimé 
une  équation  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue  ^  cette: 
nue  ne  peut  être  combinée  avec  les  quantités  connues  ^  qi 
voie  d addition,  de  soustraction^  de  multiplicationetde  du 
il  est  donc  naturel  ^  pour  graduer  les  difficultés ,  de  comn 
par  les  équations  les  plus  simples ,  celles  où  Fincon  m 
combinée  avec  les  quantités  connues^  que  d'une  seule  ma 
il  sera  ensuite  facile  d*en  déduire  la  résolution  des  équ 
plus  composées  >  car  cela  se  réduira  a  leur  appliquer  si 
fiivement  les  règles  données  pour  chacune  des  quatre  me 
dont  les  quantités  connues  peuvent  être  combinées  ave 
connue.  Im.  résolution  des  équations  du  premier  degré 
seule  inconnue^  peut  immédiatement  se  déduire  des  seuls 
cipes  établis  dans  les  quatre  règles  de  l'arithmétique,  £n 
X  désignant  un  nombre  abstrait . . . 

i".  Soit  l'équation, . . 

(a) . ,  .X «^ 3 :=  5 , 

où  une  quantité  connue  3 ,  est  combinée  par  voie  cTadd 
ai>ec  l'inconnue  x  ;  cette  équation  peut  être  considérée  c 
l'expression  algébrique  des  conditions  de  ce  problème  ;  ti 
un  nombre  x  tel  qu'en  lui  ajoutant  3  ,  la  somme  x'^- 
égale  à  5.  L'équation  (a)  exprime  que  5  est  la  somn 
nombres  3  et  x;  par  conséquent^  d'après  le  principe 
dans  la  soustraction  arithmétique ,  si  de  5 ,  somme  des  noi 
3  et  se,  on  ôte  3,  l'un  de  ces  deux  nombres,  le  reste  î 
égal  à  l'autre  nombre  x\  on  aura  donc  a:  =  3.  Cette  "^ 
de  X  satisfait  à  l'équation  (  a)  ,  car. . . 

cr  =  3  donne  a74-3  =  a  +  35:f3  5. 

s^.  Soit  l'équation. , , 

(ft)..,  X  — 3  =  5, 


f 

#ù  iin#  ifiumtité  tonnue  3  est  combinée  par  voie  de  sous- 
f  ftACTIOBi  avec  l'inconnue  x.  //  s'agit  de  découvrir  un  nombre 
z,  gtd  diminué  de  3,  donne  5  pour  reste.  L'équation  (&)  » 
exprime  qae  5  est  la  différence  entre  x  et  3  ;  par  conséquent , 
d'q^ris  le  principe  établi  en  arithmétique  ,  pour  faire  la  preuve 
de  la  foustractioa  par  V addition ,  si  au  plus  petit  nombre  3 
oiw^oute  la  diSerence  5  ^  la  somme  8  sera  égale  au  plus  grand 
]UUIi1h:q  a:  ;  on  a  donc  x  =  S.  £t  en  elTet. . . 

XZS.8  domie  a?  — 3  =  8  — 3=1=5,  ' 
!i  yalenr  de  x  satisfait  donc  à  l'équation  (  &  ). 
3^.  Soit  V équation, . . 

(c)  . . .  fla;  =  G, 

fAune  quantité  connue^  st,  est  combinée  par  voie  de  MULTI- 
mCATlON  avec  P inconnue  x.  On  demande  un  nombre  x^ 
^  dont  le  double  sx  soit  égal  à  6.  Comme  le  produit  de  a  par  x 
eit  6 ,  pour  obtenir  x  il  faut ,  connaissant  le  produit  6 ,  et  Tun 
de  ses  facteurs  a ,  trouver  Fantre  facteur  x,  La  solution  de  ce 
problème  ne  dépend  que  d'une  division  ^  car ,  si  Ton  divise  le 
produit  6 ,  par  son  facteur  2 ,  le  quotient  3  sera  égal  à  l'autre 
fréteur  x\  donc  a:  =3.  Pour  vérifier  cette  valeur  de  x^  il 
suffit  de  remarquer  qu'elle  donne  2x= a X  3=^  6. 

4^.  Soit  Inéquation. . . 

(d)  . . .  x:  3  =  4> 

où  une  quantité  connue  3 ,  est  combinée  par  voie  de  DïVl- 
^  *ION  avec  l'inconnue  x.  //  faut  trouver  un  nombre  x,  qui 
divisé  par  3 ,  donne  un  quotient  x  l  3  égal  à  4-  On  connaît  le 
^otient  4>  le  diviseur  3,  et  il  s*agit  d'en  déduire  le  dividende  x. 
multiplication  fournit  le  résultat ,  car  le  dividende  x  doit 
lire  égal  au  produit  la  ,  du  diviseur  3 ,  par  le  quotient  4  ;  on  a 
donc  X  =  la.  Cette  valeur  donnant  x  :  3=:  ifl  :  3  =1=  4>  satis- 
fait à  l'équation  (c?). 

A  l'aide  des  raisonnemens  précédens,  on  pourra  résoudre 
toutes  les  équations  dans  lesquelles  les  quantités  connues  ne 
feront  combinées  ayeg  les  ijuconnues,  que  par  voie  d'addition^ 
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de  soustraction ,  de  multiplication  et  de  division.  Mais,  éomnïif 
il  est  de  la  plus  grande  importance  de  bien  se  persuader  de^ 
l'exactitude  des  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  ^  nous  al- 
lons les  déduire  de  considérations  différentes. 

279.  Les  transformations  qu'exige  la  résolution  des  éqna«' ., 
tions^  sont  fondées  sur  ce  principe  évident.  Lorsqu'on  fait  la' 
mêmes  opérations  sur  deux  quantités  égales ,  les  résultats  sont  ' 
égaux.  On  en  déduit;  1°  que  si  à  deux  quantités  égales  on  ; 
ajoute  une  même  quantité ,  les  sommes  sont  égales  ;  a®  que  à^ 
de  deux  quantités  égales  on  retranche  une  même  quantité , . 
les  restes  sont  égaux;  3°  qu'en  multipliant  deux  quantitée 
égales  par  une  même   quantité,   les  produits  sont   égaux; 
4^  qu'en  divisant  deux  quantités  égales  par  une  même  qua»^^ 
tité ,  les  quotiens  sont  égaux.  Comme  les  deux  membres  d'un^ 
équation  sont  deux  quantités  égales,  les  principes  précédmis- 
s'y  appliquent,  et  les  transformations  qui  en  résultent  n'altèrent' 
pas  la  valeur  de  l'inconnue.  Ces  principes  suffisent  pour  ré-r' 
«oudre  les  équations  ;  nous  commencerons  par  le»  équationail 
(^)>(^)>  (c)>  (^)>  et  nous  passerons  ensuite  à  des  équation»^ 
plus  composées. 

1*.  Soit  r équation. . . 

(a)  .. .  a:  +  3  =  5.  '^ 

Si  des  deux  quantités  égales  (  x  -f-  3  )  et  5 ,  on  ôte  le  mêma  , 
nombre  3 /les  restes^  x  et  (5  —  3)  seront  égaux  ;  on  aura  J 
donc . . . •  .  ^  / 

(û') a;=5  —  3joua:  =  a. 

Les  équations  (a) ,  (  a'  )  démontrent  que ,  pour  faire  passer- 
le  terme  +3 ,  c?a  premier  membre  (  équation  a)  ,  dans  le 
conçl  (  équation  a'  )  ,  il  faut  effacer  ce  terme  dans  le  membr»J 
où  il  se  trouve ,  et  l'écrire  dans  l'autre  avec  le  signe  con-*  ' 
traire — .    ^ 

a".  Soit  l'équation. .. . 


il 


d'algèbre.  i4s 

Si  Ton  ajoute  3  à  chaque  membre  ,  il  viendra .... 

X— '3  +  3  =  5  -f-  3  ;  mais  —  3  +  3  4=  o  i  donc . . . 
(&')....  x:^5  +  3,  oua;  =  8. 

Les  équations  (  i  ) ,  (  i'  )  ,  démontrent  que  ,  pour  faire 
passer  le  terme  -^5,  du  premier  membre  (  équation  b )  dans 
le  second  (équation  y)  ,  il  faut  t  effacer  dans  le  membre  où 
il  se  trouve,  et  l'écrire  dans  t autre  avec  le  signe  contraire  +. 

âSo.  Donc  en  général,  pour  faire  passer  un  terme  d^un 
membre  d^une  équation  dans  un  autre  y  il  suffit  d'effacer  ce 
terme  dans  le  membre  où  il  se  trouve ,  et  de  l'écrire  dans  l'autre 
avec  un  signe  contraire  ;cest'à-dire  avec  le  signe^^s'il  avait  le 
»pie  + ,  «i  avec  le  signe  +  s'il  avait  le  signe  — .  Voici  un© 
démonstration  directe  de  ce  principe;  pour  faire  disparaître 
im  terme  d'un  membre  d*une  équation  ^  il  suffit  d'ajouter  à 
chaque  membre,  ce  terme  pris  avec  un  signe  contraire;  l'é- 
gdité  n'est  pas  troublée  (  n**  279  )  ,  le  terme  qu'on  veut  faire 
diqNuraître ,  se  trouvant  en  -(~  et  en  —  dans  le  membre  où 
il  était  d'abord ,  en  disparaît  et  se  trouve  dans  l'autre  membre 
me  un  signe  contraire  à  celui  qu'il  avait.  Cette  démonstra- 
tion pouvant  s'appliquer  à  chaque  terme ,  pour  faire  passer 
fksieurs  termes  d'un  membre  dans  un  autre ,  il  suffit  den 
danger  les  signes. 

3*.  Soit  l équation, . . 

(c)  ...  aa:=G. 

En  divisant  les  deux  quantités  égales  2x  et  6 ,  par  un  même 
taibre  s ,  les  quotiens  a:  et  | ,  seront  égaux.  Donc .... 

(  c'  )  . . . .  a'  =  J  ,  ou  a:  =  3. 

98  !•  Les  équations  ^),  (c')  démontrent  que^  T  inconnue 
^éUmi  seule  dans  un  membre ,  le  premier ,  par  exemple  (  *  )  j 

(*)  Les  deux  membres  d'une  équation  étant  des  quantités  égales^  on 
ptÊii  prendre  Vun  pour  Vautre  ^  et  considérer  comme  premier  membra 
Bdni  qui  renferme  x.  Cela  est  pins  naturel,  car  dans  Pëqnation  x=a,  on 
mît  que  Finconane  jr  fi  a  pour  ralenr  ;  tandis  qu'en  potant  a  ssor ,  il 
Ife  2  ciC  un  nombre  incoana  x,  c«  qui  est  ridicult. 
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pour  la  dégager  du  coefficient  gui  la  multiplie,  il  faut  lesuf^ 
primer  dans  le  premier  membre^  et  diviser  l'autre  membre 
par  ce  coefficient.  Il  en  résulte  que  l'inconnue  z  est  égale  os; 
second  membre  de  l'équation  primitive  ^  divisé  par  le  co^Jif^ 
cient  de  x  dans  cette  équation.  En  yoici  la  démonstratioii  g4«^ 
nérale.  L'inconnire  x  affectée  d'un  coeilicient^  étant  seclb 
d^ns  le  premier  membre^  si  on  divise  les  deux  membres  pas 
ce  coefHcient^  les  quotiens  seront  égaux;  le  i^  quotient seii 
X ,  multiplié  et  divisé  par  son  coefficient,  c'dst-à-dire  x\  la 
â*  quotient  sera  le  second  membre  de  Féqnation  primitive 
divisé  par  le  coefficient  de  x\  Tégalité  de  ces  deux  quotieai 
donnera  donc ,  l'inconnue  égale  le  second  membre  de  Péquo^ 
iion  primitive  divisé  par  le  coefficient  de  l'inconnue  dans  cette 
équation, 

4®.  Soit  ^équation, . .  (  rf)  . . .  a;  :  3==  4- 

En  multipliant  par  3  les  deux  quantités  égales  -^  et  4>  les  pro*; 

duits  3X^>oiia;^et3X4  seront  égaux  (n^  979  )  ;  on  xaXH^ 

donc...  \ 

(d^)...  x  =  5  X  4>  o"  ^==  1^-  ] 

282.  De  la  comparaison  des  équations  (c?),  (^)i  il  ré-fj. 
suite  que  l'inconnue  x  étant  seule  dans  un  membre,  le  premier, l 
par  exemple ,  pour  la  dégager  de  son  diviseur,  il  faut  le  *wp*L 
primer  dans  le  premier  membre ,  et  multiplier  le  second  membrêl 
par  ce  diviseur.  L'inconnue  x  est  donc  égale  au  second  memim 
de  C équation  primitive ,  multiplié  par  le  diviseur  de  x 
cette  équation.  Et  en  elFet ,  l'inconnue  x  affectée  d'un  divi- 
seur,  étant  dans  le  premier  membre ,  si  Ton  multiplie  les  d( 
membres  par  le  diviseur  de  x,  le  i*"^  produit  sera  Tincoi 
multipliée  et  divisée  par  la  quantité  qui  la  divisait ,  c*est-à-dirii_ 
ce  ;  le  2*  produit  sera  le  second  membre  de  Téquation  prinri*^ 
tive ,  multiplié  par  le  diviseur  de  x  dans  cette  équation  ;  BKÎI^^ 
ces  produits  sont  égaux  ;  l'inconnue  x  est  donc  égale  au  seconi^ 
membre  de  Ç équation  primitive,  multiplié  p^r  le  divi^eufiê^ 
K  dc^ns  cette  équation^ 


I 
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a83.  Les  règles  précédentes  donnent  le  moyen  de  dégager 
l'ixiconnue  des  quantités  avec  lesquelles  elle  est  combinée  par 
roie  d'addition  ,  de  soustraction ,  de  multiplication  et  de  di- 
vision. Il  est  facile  d'en  déduire  la  résolution  d'une  équation 
^Iconque.  En  voici  des  exemples. . . 

i^  earemple.  Résoudre  réquation ....     -^ 

3x — 4  =  *'"*"  7* 

Je  fut  passer  3jr  du  a*  membre  dans  ]e  i^^,  et  4  ^^  '*'  ^^^^"^  '^  ^*>  ^^ 
Rangeant  les  signes  de  ces  termes  (u*  a8o) ,  ce  qui  donne 

3x  —  ajr  =  7  -4-4)  oujr:=ii. 

PonrTérifier  cette  valeur  de  x  ,  il  faut  voir  si  elle  satisfait  h  IVqnation 
frapotce.  Cette  condition  sera  remplie ,  si  la  substitution  de  la  valeur  de  x , 
faoà  les  deux  membres  identiques.  Par  cette  substitution,  le  i"  membre 

dnicnt 

3a:  — 4  =  3.11  —  44a33  — 4  r^sag  ; 

le  a*  membre  devient. . . . 

ax-4-7  =  2.n-+-7=^a2-i-74=^* 

La  valeur  jr=  ii  est  donc  bonne  ,  puisqu'elle  rend  le  i*'  membre  iden- 
tqoement  c'gal  au  second. 

284.  En  général ,  pour  reco^naitre  si  une  valeur  de  l'incon- 
me  satisfait  à  une  équation,  il  faut  voir  si  cette  valeur  mise 
i  la  place  de  l'inconnue  y  rend  le  premier  membre  identique-^ 
Ment  égal  au  second.  Lorsque  cette  condition  est  remplie ,  on 
«t  certain  que  la  valeur  de  l'inconnue  satisfait  à  l'équation 
froposee  ;  et  elle  ne  peut  y  satisfaire  que  dans  ce  cas.  Cela  est 
trident,   car  une  équation  étant  l'expression  algébrique  de 
certaines  conditions  auxquelles  le  nombre  représenté  par  x  doit 
itdsfaire;  si  ce  nombre  était  connu ,  en  effectuant  sur  lui  toutes 
lei opérations  indiquées  sur  x,  chaque  membre  devrait  prendre 
Il  même  valeur  numérique;  et  si  cette  condition  n'était  pas 
nmplie ,  le  nombre  mis  pour  a:,  ne  serait  pas  admissible.  Lors 
donc  que  la  valeur  de  x  est  obtenue ,  en  la  substituant  dans 
téquation  dont  elle  est  tirée ,  et  effectuant  sur  elle  touli 
opérations  indiquées ,  chaque  membre  doit  se  réduire  au 
nojnbre  ;  et  quand  cela  n'a  pas  lieu ,  le  nombre  substi^é  s 
n'est  pas  la  valeur  de  x;  dans  ce  dm 
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mencér  les  calculs  pour  découvrir  l'erreur,  car  les  raisonné-'^ 
mens  étant  rigoureux ,  t inexactitude  du  résultat  ne  peut  venir 
que  dune  faute  de  calcul. 

L*équation  (3a: — 4=2x  +  7)  peut  être  considérée  comme, 
la  traduction  algébrique  dé  ce  problème ,  trouver  un  nombre  x/ 
tel  que  son' triple  5x,  diminué  de  4  >  soit  égal  à  son  double  flXy 
augmenté  de  7;  car  ce  problème ,  mis  en  équation ,  donne.. *4 

Sx  —  4  =  2x  +  7  i  d'où  a;  =  1 1 . 

Le  nombre  demandé  est  donc  11.  Et  en  effet ,  le  triple  de  1 
1 1 ,  diminué  de  4  >  donne  isg ,  qui  est  égal  au  double  de  u  1  ^ 
augmenté  de  7. 

a85.  En  général ,  toute  équation  algébrique  peut  être  con*^ 
sidérée  comme  l'expression  des  conditions  d*un  problème..  Pour 
trouver  V énoncé  de  ce  problème ,  il  suffit  de  traduire  P équation 
proposée  en  langage  ordinaire.  Les  deux  membres  d'une  équa* 
tion  étant  égaux ,  on  peut  prendre  l'un  pour  l'autre.  Les  équa^ 
lions 

Sx  —  4  =  ^*"^7î  aa:-+-7  =  3j:  —  4 

doivent  donc  conduire  à  la  même  valeur  de  x.  Or /la  i^*  a  donne  0::=  11  ; 
la  :t«  doit  donc  conduite  au  même  résultat  ;  et  en  e£Pet ,  elle  donne  sacce»^ 
«ivement. . . .  • 

ajrH-7=:3x — 4)  ^^  ""  3x  =— 4—- 7i  — *  =  —  ï'- 

Multipliant  chaqiie  membre  de  cette  dernière  équation  par  — i,  on  tronTt] 
a:zz  II. 

■ 

a86.  En  général ,  on  peut  changer  les  signes  de  tous  les  termes  d^n 
équation ,  sans  troubler  l'égalité  des  deux  membres  ;  car  cela  revient  à 
multiplier  les  deux  membres  par  —  i .  Ayant  Téquation .... 

3a:" —  4  =  ^*  "*"  7  *  q"*  donne  a:  =  1 1 , 

on  n^altère  pas  la  valeur  de  a: ,  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes^ 
et  posant .... 

—  3«  H-  4  =  —  3-îc  —  7  5 
car  cette  nouvelle  équation  donne. ... 

—  3r-h  aa:=:  — 7— 45 — a:  =  — Ii5a:  =  ii. 

■fe' 
Cette  transformation ,  fondée  sur  la  multiplication  des  deux  membres  ptt 

iF*  X ,  revient  è  faire  passer  les  termes  du  i«r  membre  dans  k  a*,  «t  eev 
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dl  9^  dam  k  i».  En  efièt,  le  caknl  donne. . . . 

Sx  —  is=ax'¥-  7;— ax  — 7=  —  3jp-*-4>  — 3*-+"4  =  ""*<^  — 7" 

907*  On  aUèn  la  valeur  de  l'inconnue  x,  en  ne  changeant  les  signes 
911  d'une  partie  ée*  termes.  Par  exemple ,  ayant  réqoation .... 

3cr— 4=^"'^  7>  V^  donne  a:  =:  ii , 

A  M  diMige  lef  signes  des  termes  —  4  et  ax ,  Tineonnae  x  doit  changer 
defaleor;  car  le  i*'  membre  augmentant,  et  le  a*  membre  dinÛMuant,  la 
mhus  valenr  de  x  ne  peut  plus  rendre  les  deux  membres  égaux.  Et  eu 
tièt  y  relation. . . . 

3x-f-4=~  9X-4-7,  donne  5ix=:3;  x=:3  :  5. 

m 

If*  exemple'  Rëioadxe  l'équation 

i3x-4-7— 4x  — 5  =  6x  — 7— 4x-*-i5  4-8. 

fmÊtmi  tons  les  termes  en  x  dans  le  i«r  membre ,  et  les  nombres  dans  1^ 
Piêeuhn,  on  tronre  (n®  a8o) 

i3x— 4*  — ^•+•4*  =  — 7-*"  15-4-8—74-5. 

de  chaque  membre  donne 

17X  — 10  X  r=  a8  — 14  î  7x=  14  ;  *  =  —  +  9. 

Il  Talenr  a  de  x  est  exacte ,  car  elle  réduit  l'équation  propotée  à  l'identîié 

Uh  exemple.  Résoudre  l'équation... 

5a  —  5  (ax  —  i  )  =  27. 

ht  i*r  membre  exprime  que  de  5a  on  doit  soustraire  5  fois  la  quantité 
(*r-i);or 

5  fois  (ax  —  1  )  s^  lox  —  5. 

l/éqnatîon  proposée  derient  donc. . . . 

5a  —  (  lox  —  5  )  =  27. 

Mais  pour  soustraire  (lox  —  5) ,  il  faut  changer  les  signes  des  termef 
:f  loz ,  —  5  j  on  a   donc .... 

5a  —  lox  H-  5  =  a7  ;  ou  57  —  lox  ■=  27  ;  d'oii 
—  lox  =  27  —  57  j  —  lox  =  —  3o  ; 

—  10 

lia  substitution  de  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  proposée ,  rend  les 
membres  identiquement  égaux  j  car  il  en  résulte 

Sa— 5(2x--j}=:5a-T5(a.3-:i)4=52<«'5.5#3  5a— ^4327. 
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On  peut  effectuer  le  calcnl  de  cette  antie  manière. . .  •' 

5a  — 5  (ax  —  i)=:a7^  donne  a7=5a  — 5(ar^i;; 
dtant  37  de  ehaqne  membre ,  il  vient.  • . . 

o=:a5— 5  (ax  — i); 

passant  5  (  ax  —  t  )  dans  le  i^r  membre ,  et  diviiant  ensaîte  par  i 
trouve... . 

5  (ax—  i)=:a5y  ax—  I  =5^.ax=6jxz=3. 

If^"  exemple.  Résoudre  Téquation. . . . 

aox  —  5o  (3x  — 4)  =  î*oo  —  ao{4x  — 5)  — 5o(3x  —  4)î 
on  en  déduit  successÎTement. . . . 

aox  —  (  i5ox  —  aoo)  =  aoo    —  (8ox  —  100)  —  (  i5ox  ^  ao 
aox  —     i5ox  -4-  aoo    =:  aoo    —    8ox  H-  100    —    i5ox  H-  ao 
aox  •—    i5ox  -♦-  80X   -♦-  i5ox  :=    aoo  -4-  rao    +    aoo     —  ao 
xoox  =  3oo  ;  X  =  3. 

En  examinant  la  forme  de  Fégoation  proposée ,  on  peut  abrège 
calculs.  En  effet ,  si  Ton  ôte  de  chaque  membre  la  quantité  — 5o  (3x  • 
les  restes  seront  égaux  ^  £t  Ton  aura. . .  •' 

aox  =  aoo  —  ao(4jf  — 5). 

Divisant  les  deux  membres  par  ao ,  et  obserrant  que  pour  diviser  un 
duit,  il  suffit  de  diviser  un  de  ses  facteurs  (B.  b9  i58),  on  trouvera. . 

x  =  io  —  (4x  — 5)î0U  x:=  10  — 4* -*- 5. 

On  en  déduit.... 

X  -*-  4jc  ==  ïo  -♦"  5  i  5x  =  i5  ;  X  =  3. 

288.  En  général,  on  abrège  les  calculs  en  profitant  de  te 
les  simplifications  qui  résultent  .des  propriétés  établies  i 
le  n*  379. 

f^"  exemple.  Résoudre  Téquation.... 

5x         I         q 
o  3         a 

S'i  l'on  opère  comme  dans  les  exem^es  préeédens  ,  on  trouvera .... 

6  "•5^''^3~6'*"S^6""6' 

5x       35 
donc. ...  -s-  =  -^  ;    5x  =  35 }    x  =  7. 

939.  En  général;  lorsque  tous  les  termes  d'une  équation  ont  le  n 


D'ALGÈBRE. 


i55 


I" 


F', 


ééiiommmt^mr  f  vm  pmu  it  supprimer  sans  troubler  i'égaiité  ;  car  ceJ« 
wnmt  à  mnkipliflr  les  deux  membrei  par  ce  dénominatcnr. 

Ob  paiTMnt  an  même  rësultat  en  commençant  par  chasser  les  clt'nomi- 
tttnus  6,3;  9.  "En  effet ,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  IV'qaatiou 
imposée ,  par  ie  ptodah  6S.^  des  dénominatears ,  on  anra. . . . 

6.3.,.(§f-«)=G.3.,(9^.) 

6.3.a.5x      6.3.a.i       6.3. i.q      >.  ^ 

— -7j s —  =s s' H- 6.3 .«.I. 

o  3  a 

Snpprimant  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  de  chaque  fraction,' 
ta  trouve.. . . 

3.2.(5Lr) —6. 1.(1)  =  6.3.  fg)-*- 6.3.2.  (i). 

Si  Pea  cOB^p«re  cette  dernière  équation  avec  la  proposée. . . . 

6  3         a    ^^^^' 

»  ^tnni|iie  poor  chasser  ks  difnominateiirs  6,  3,  9,  il  a  snffi  de  muh^ 
']ler  les  aoiaératents  (Sx) ,  (i),  (9);  par  les  dénominateurs  des  autre* 
hetions;  puis  l'entier  (i)  par  le  produit  6.3. a  des  dénominateurs. 

290.  En  général ,  pour  faire  disparaître  les  dénominateurs 
^ai  affectent  les  termes  d'une  équation ,  il  suffit  de  multiplier 
Aaque  numérateur  par  le  produit  des  dénominateurs  des  au- 
^s  fractions ,  et  chatjue  entier  par  le  produit  de  tous  les  dé- 
T^minateurs.  Cette  transformation  n'altère  pas  la  valeur  de 
l'iaconnue,  car  elle  résulte  de  la  multiplication  des  deux 
aembres  de  Téquation,  par  le  produit  des  dénominateurs, 
l^après  cette  règle ,  Téquation  proposée . . . 

SLr        I        ç)    , 

Mvîent  successiTcmênt 

3.a.5x  —  6, a. 1  =  6. 3. 9  «-1-6.3.5.1 
■3oj:  —  la  =z  i6a  •+■  36  j  3ox  =  aïo  j  a:  :=  7. 

Le  seul  but  de  la  multiplication  par  le  produit  de  tous  les 
wnominàteurs ,  étant  de  rendre  les  nouveaux  numérateurs  di- 
tiiWes  par  les  dénominateurs  ;  on  y  parviendra  en  multipliant 
«8  deux  membres  de  Téquation  proposée  par  une  quantité 
^elcônque ,  divisible  par  les  dénominateurs  ;  or  la  plus  petite 
fiantité  qui  «atisfasge  à  cette  condition^  est  évidemment  le 
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plus  petit  dénominateur  commun  des  termes  fractionnaires  de 
Téquation  proposée  (B.  n*  aie).  On  abrégera  donc  les  cal-t 
culs ,  en  multipliant  chaque  terme  par  ce  plus  petit  dénomina^ 
teur.  Ainsi ,  pour  faire  disparaître  le«  dénominateurs ,  dans 
réquation  du  5*  exemple  • . . . 

5x       I        q    . 

6         3  -  5  +  '' 

on  multipliera  les  deux  membres  par  6,  cpii  est  le  pins  petit  dénottinAteiu^ 

commun  j  il  en  résultera. ... 

6.5x      6.1       6.Q  .  y, 
-g-  -3- =  —  4-6.1 

5jf  —  a  =  27  +  6  j  5a:  =:35  ;  a:  !=  7. 

291.  En  général^  pour  faire  disparaître  les  dénominateurs 
des  termes  d'une  équation  ,  il  suffit  de  multiplier  chaque 
membre  par  le  plus  petit  dénominateur  commun;  les  nou^ 
veaux  numérateurs  sont  exactement  divisibles  par  les  déno- 
minateurs  ;  effectuant  ces  divisions,  F  équation  proposée  sera 
transformée  en  une  autre  dont  les  termes  sont  entiers.  Appli- 
quons cette  règle  à  Téquation. ... 

^-5     ,5  5      _5(4-3a:)       4  _^_5_. 

3(a:  — O'^î'^ar  — a"~  ^(x^l)       i5^x— a 
D'après  la  remarque  du  n«  a88 ,  on  ôtera  de  chaque  membre  la  quantité 

i :  ;  les  restes  seront  égaux  ,  et  l'on  aurai , .  • 

(x  — a)'  ^       ' 

(ajr  — 5)      5_5(4-3x)       4 

3(x— i)"*"ï"~  4(:t— i)        ï5* 
Avec  un  peu  d'atteniion ,  on  voit  que  la  plus  petite  quantité  divisible  par 
les  dénominateurs;  est  le  plus  petit  dénominateur  commun  a.a.3.5.(x— Oj 
multipliant  donc  chaque  membre  par  ce  dénominateur^  on  aura. .  •  • 

(a3:--5).a.a.3.5.(jr-"i)      5.a.a.3.5.  (jf  —  i  ) 
3(jr— i)  "^  a 
5  (4^- Sx)  .a. a. 3. 5.  (a:— »  i)         j.^.^.^.S.jx  •— 1  ) 

4(x— I)  i5 

Supprimant  les  facteur»  communs  aux  deux  termes  de  chaque  fraction ,  il 
en  résultera. ...  *  * 

(ax  — 5).a.a.5.+  5.a.3.5(x— i)  =  5(4  — 3x).3.5  — 4.a.a.(x  — i)  1 

(ax  — 5).ao-f.i5o.(x — 1)  =  75.(4 — 3x) — i6(x  —  1)  j 

4oa:— 100  4-  i5ox —  i5o  =  3oo  —  aaSx  —  160:  -4-  i6  I 

4ox-f-  i5ox  +  aa5x  +  i6x  =  3oo  +  16  +  100  4-  i5o  ^ 

43i.x  =  5e6ix  =  566:^31.  ^ 
s 
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Cette  Tifenr  de  x  est  exacte  ,  car  loUtitaée  dans  l'^foation  proposée» 


A 


chaque  membre  à  — •  4^» 

8io 


Ffi  exemple.  Rëioiidre  rëqqation.... 


ax 


lO 


Je  multiplie  les  deux  membres  par  a. 5.x  ^  qui  est  le  plos  petit  déionûi 
Uttur  common  3  il  en  résulte. . . . 

9.(a.5.x)      3.Ca,5.x)_  3.(a.5.x) 
ax  5        ""        10 

9.5  — 3.a.x=:3.x5  45 — 6x^  3xj 
45=:9x,-9r  =  45;x  =  5. 
Cette  Talenr  de  x  satisfait  à  l'équation  proposée ,  car  elle  domie. . . 

9       3_JL      3.9       6        3 
ax      5      a. 5      5       10      10^^  10 

_       On  peut  simplifier  les  calculs ,  en  divisant  d'abord  les  deux  membres  de 
^  I  ■'^^nation  proposée ,  par  3  j  l'égalité  des  quotiens  donne .... 

3ii3ii3ii  - 

ax      5      10     ax       5       10      10     ax       10 

M  réiohition  des  équations  offre  des  difficultés  particulières  que  nous  allons 
wner  dans  les  exemples  qui  suivent. 

yU*  exemple.  Résoudre  l'équation. . . , 

5x-f-i  =  ax"|«iî 
•W«  é^tion.donne. . . . 

5x— axzii  —  I  ;3x=:o;x  =  5=:o.' 

Ce  résultat  nous  apprend  que  la  valeur  de  l'inconnue  est  zéro.  En  efièt," 
•^0  réduit  chaque  membre  à  -|*  i ,  et  l'on  voit  facilement  qu'aucune  autre 
y^  de  X  ne  pourrait  rendre  les  deux  membres  égaux ,  car  x  n'étant  pas 
j*wo  ,  son  quintuple,  augmenté  de  i ,  ou  (  5x  +  i  ),  ne  peut  jamais  être  égal 
|i  ion  double,  augmenté  de  i  ,  ou  (ax-h  1). 
y^lW  exemple.  Résoudre  l'équation 

3x  =  ax  j  elle  donne  3x  —  ax  =  o  j  x  =  o. 

valeur  de  x   est   exacte  ,   car  elle  réduit    chaque    membre   à    zéro. 

'égoation  3xz=ax  est  donc  possible  j  et  cependant,  »i  i*on  divisait  ses  deux 

ibres  par  x  ,  on  serait   conduit  h  l'équation  absurde  3  =  Q.  Pour  lever 

[cette  difficulté,  il  faut  observer  que,  les  quotiens  de  deux  quantités  égales 

\r  une  mcme  quantité ,  étant  égaux ,  on  ne  doit  pas  en  conclure  que  les 

^tien*  de  deux  quantités  égales  par  zéro  ,  sont  égaux ,  car  zéro  n'est 

une  quaniité. 
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On  peut  effectuer  \t  calcul  de  cette  autie  manière. . .  •' 

5a  — 5  (ax  —  i)  =  a7^  donne  a7=5a  — 5(ar^i;; 

4^tant  37  de  ehaqne  membre ,  il  vient. ... 

o=:a5— 5  (a*  — i); 

passant  5  (  ax  —  t  )  dans  le  i«r  membre ,  et  divisant  ensuite  par  5  ^ 
trouve... . 

5  (ax—  i)=:a5y  ax—  I  =5^.ax=6;x=3. 

IP^'  exemple.  Résoudre  Féquation. ... 

aox  —  So  (3x  — 4)  =  ^<x*""^o{4^""5)  — ^  (3*  —  4)  î 
on  en  déduit  successivement. . . . 

aox  —  (  i5ox  —  aoo)  =  aoo    —  (8ox  —  100)  —  (  i5ox  —  aeo] 
aox  —     i5ox  -f-  aoo    =  aoo    —    8ox  -h  100    —    i5ox  H-  aoo 
aox  •—    i5ox  -♦-  80X   H-  i5ox  :=    aoo  -♦-  100    +    aoo     —  aoo 
xoox  =  3oo  j  X  =  3. 

En  examinant  la  forme  de  réquation  proposée ,  on  peut  abréger 
calculs.  En  e£Pet ,  si  Fou  ôte  de  cha^e  membre  la  quantité  •— 5o  (3x  — 
les  restes  seront  égaux  ,  £t  Ton  aura. . . . 

aox  :=  aoo  —  ao(4jf  — 5).  , 

Divisant  les  deux  membres  par  ao ,  et  obserrant  que  pour  diviser  un  ] 
duit ,  il  suffit  de  diviser  un  de  ses  facteurs  (B.  no  i58),  on  trouvera. . . 

x  =  io  —  (4x  —  5)  j  ou  x^  10 —  4*  "^  ^• 
On  en  déduit. . . . 

X  -f-  4^  î=  ïo  -♦"  5  j  5x  =  i5  5  X  =  3. 

2288.  En  général,  on  abrège  les  calculs  en  profitant  de  toi 
les  simplifications  qui  résultent  des  propriétés  établies  dt 
le  n^  Q,jç^, 

y*  exemple.  Résoudre  Téquation.... 

5x  I  Q 

o  3         a 

Si  Ton  opère  comme  dans  les  exemples  précédens  ,  on  trouvera .... 

6  "•a^^3""6^6^6""6' 

5x       35 
donc. ...  --Ç-  =  -—  ;    5x  =  35  i    x  =  7. 

939.  En  général;  lorsque  tous  Us  termes  d'une  équation  ont  le  tri 
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|>  9^  Ce  rétultat  doit  parfaire  absurde ,  on  ne  conçoit  pas  corn- 
it  la  quantité  positive  +  x  ,  peut  être  égale  au  nombre 
, négatif  -—  la  ;  pour  s'en  rendre  compte ,  il  faut  observer  qu« 
Je  CAI1aCTÈ&£  z  étarit  destiné  à  représenter  une  quantité  iix-^ 
€Ottnue,  on  ignore  la  grandeur  et  le  signe  de  cette  quantité  ; 
.ce  n'es^  donc  qu* après  avoir  résolu  t équation  qui  exprime  les 
,  conditions  du  problème ,  qu^on  peut  connaître  la  grandeur  et 
itê signe  de  x.  Ainsi ,  dans  notre  exemple,  le  résultat  x= —  la , 
le  que  la  quantité  représentée  par  x ,  doit  être  négative 
égale  à  *—  iSy  pour  satisfaire  à  Téquation  proposée.  Et  en 
Fet,  si  l'on  substitue  pour  x  sa  valeur  —  12  ^  chaque  membre 
|dfvient  égal  à  — -3i.  Voici  le  calcul. . . 

i7  +  4x=i7-h4(  — ia)  =  i7  — 48  =  — 3i 
5  +  5r=  5  +  3(— ia)=   5  — 36  =  — 3i. 

Nous  expliquerons ,  dans  la  seconde  partie ,  le  sens  qu'on 
[doit  attacher  aux  valeurs  négatives  de  l'inconnue  ;  notre  seul 
ffcit  était  de  faire  voir  que  dans  une  équation ,  le  caractère  x 
peut  représenter  un  nombre  négatif  .  A  l'inspection  de  l'équation 
proposée ,  on  pouvait  prévoir  que  x  ne  serait  pas  positif,  car 
«n  mettant  pour  x  un  nombre  positif  quelconque ,  le  premier 
luembre  (17+4^)  prend  une  valeur  numérique  plus  grande 
«Jne  celle  du  deuxième  membre  (5  +  3x). 

âgS.  Les  méthodes  exposées  dans  les  exemples  précédens , 
conduisent  à  cette  règle  générale.  Pour  résoudre  une  équation 
du  premier  degré  à  une  seule  inconnue  ;  commencez  par  chasser 
les  dénominateurs  ,   en  multipliant  les  deux  membres  par  une 
quantité   divisible  par  chaque  dénominateur.  Im  plus  petite 
.ipumtité  qui  satisfasse  à  cette  condition ,  est  le  plus  petit  dé- 
wminateur  commun  (B.  n«  210).  Faites  ensuite  passer  tous 
|w  termes  en  x  dans  le  1"  membre  ,  et  les  nombres  dans  le 
^  membre.  Réduisez  chaque  membre  à  sa  plus  simple  expres- 
sion,  d'après  la  règle  du  n"  a3i  ;  le  i""  membre  sera  tin-- 
'Onnue  x ,  multipliée  par  un  nombre  entier ,  et  le  a'  membre 
era  un  nombre  entier.  La  division  du  a'  membre  par  le  coef" 
îcient  de  X,  donnera  la  valeur  de  x.  Dans  Tapplication  de 
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cette  règle  ^  on  doit  profiter  de  toutes  les  siihplificationi 
calcul  fondées  sur  les  principes  du  n^  279 ,  et  sur  les  mé 
abrégées  énoncées  dans  mon  Arithmétique.  Lorsque  té 
proposée  conduit  à  une  identité  ,  on  doit  en  conclure  qu'i 
nombre  quelconque  ,  mis  au  lieu  de  x,  réduit  chaque  m 
à  un  même  nombre  ;  de  sorte  que  x  est  INDÉTERMINÉ. 
problème  qui  conduirait  à  cette  équation ,  serait  donc  suSi 
tible  dune  infinité  de  solutions.  Lorsqu*on  est  conduit  â 
absurdité ,  on  peut  en  conclure  qu  aucun  nombre ,  positif 
négatif,  ne  peut  satisfaire  à  F  équation  proposée  ;  de  sorte 
tout  problème  qui  conduirait  à  cette  équation,  serait 
sible.  En  général,  une  ÉQUATION  du.  1"  degré  est  PÉTERMK 
KÉE  lorsqueUe  n  admet  qu^une  valeur  de  l'inconnue  xj 
est  INDÉTERMINÉE  y  lorsqueUe  admet  des  valeurs  arbitrai 
de  x;  enfin ,  elle  est  IMPOSSIBLE ,  lorsqu* aucune  valeur  de 
ne  peut  y  satisfaire. 

aqS.  Jusqu'ici,  les  équations  que  nous  avons  résolues 
renfernlaient  que  des  nombres  abstraits ,  combinés  ayec  1' 
connue  x  ;  ce  qui  a  donné  un  nombre  abstrait  pour  la  val< 
de  X.  Mais  comme  on  est  souvent  conduit  à  des  éqna< 
entre  des  nombres  concrets ,  nous  allons  chercher  à  les 
soudre.  Pour  abréger  le  discours ,  npus  nommerons  équations 
abstraites ,  celles  qui  ne  contiendront  que  des  nombres  abs^i 
traits,  et  équations  concrètes,'  celles   qui  contiendront  àtM] 
nombres  concrets,  La  résolution  des  équations  concrètes ,  re- 
pose sur  quelques  principes  que  nous  allons  d'abord  établir- 

Les  deux  membres  d'une  équation  sont  nécessairement  coi 
posés  de  quantités  de  mÂme  nature,   car  nous    avons  vu 
arithmétique ,  qu'on  ne  pouvait  pas  comparer  des  quantil 
de  nature  différente.  Il  serait  absurde  de  supposer  .... 

5^+  7=12*;  ou  3  mois  4-^  =  5  toises. 

Les  équations ...  ce  -f-  7*  =  17*  ;  20:  +  6  toises  =14  toises,] 

peuvent  exister ,  en  regardant  x  comme  un  nombre  concret; 

mais  elles  deviendraient  absurdes,  si  x  devait  représenter  un 

nombre  abstrait  ;  car  elles  donnent  a;  =  1  o^  et  a;  9=  4  toises»  ! 
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tors^u*on  opère  sur  des  nombres  concrets ,  la  nature  de 
^diaque  règle  impose  des  conditions  y  qui  pourraierU  arrêter 
dans  les  calculs  algébriques.  Par  exemple  ,  si  x  représentait 
m  nombre  concret,  on  ne  pourrait  pas  multiplier  par  x.  Il 
kst  donc  nécessaire,  pour  conserver  à  C algèbre  toute  sa  gcnira- 
Uté,  de  regarder  x  comme  un  nombre  abstrait.  On  peut  toujours 
satisfaire  à  celle  condition ,  en  ajfectant  le  nombre  abstrait  x , 
iiiu  signes  adoptés  pour  les  unités  concrètes.  Par  exemple ,  û 
uinconnae  d'un  problème  était  le  prix  d*une  marchandiae ,  on 
'iiagaerait  ce  prix  par  x*,  ou  x  fois  i*  ;  et  x  serait  abstrait. 

297.  L'égalité  qui  existe  entre  des  quantités  concrètes ,  rc^ 

eûtes  à  la  même  unité  y  subsiste  encore  lorsqu'on  fait  abstrac" 

tion  de  la  nature  de  cette  unité.  Par  exemple ,  on  n'altère  pas 

h  valeur  de  x,  en  passant  de  Y  équation  concrète  5x*==ia* 

^Y  équation  abstraite  3j:=  lâ  ;  car  cela  revient  à  diviser  ckaque 

feiembre  par  l'unité  concrète  i*.  En  effet ,  Téquation  3x*=i2*, 

RBsprîme  que  Zx  fois   1*=  12  fois  i*,  ou  que  3a;=  12.  On 

fej  déduit  j;  =  4>  cette  valeur  de  x  satisfait  à  l'équation  pro- 

j^oaee^  car  il  en  résulte  3a:*  =3.2^  —  12*.  On  verrait  de  la 

k&êiiie  manière  qu'on  peut  passer  des  équations  concrètes 

3x*  — 4*=2Jt*  +  7*;     3x*  — 4'  =  2x'  +  7' 
tax  é<|uation4  abstraites 

Soc  — 1.  4  =  ax  +  7  ;    3x  —  4  =  2-^  +  7- 

Car  cela  se  réduit  Â  supprimer  le  facteur,  1*  ou  1  toise  , 
un  aux  deux  membres    de    chaque  équation.   La  va- 
or  =  11,  satisfait  à   ces  quatre   équations ,   car  chaque 
bre  est  alors  composé  de  29  unités. 

âgS.  Si  l'équation  proposée  contenait  des  unités  différentes  ; 
commencerait  par  rapporter  tous  les  termes  à  la  même  unité, 
ton  ferait  ensuite  abstraction  de  la  nature  de  cette  unité.  Vus 
;«mple  ,  pour  résoudre  Téquation. .. 

^  xédoîra  tout  en  boos,  de  la  manière  soivante. .  • . 

3^=:  Oo^  5  ^x^*"s=:  3x  fois  1"^=:  ax  fois  ao"^  =  ^ojr-^  j 

1 1 
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l'cquadon  proposce  devient  alors .... 

d'oîi  (n«  397) 

40*  — 12  =  4*+  ^ j  3^*  =  7a  j  X  =: a. 

Cette  Ttleur  de  x  satisfait  &  l'ëquation  proposée ,  car  elle  lédiût 
membre  à  G^^é  En  effet,  xs=a  donne •^. . 

4xJ'-|*  3*  =  4.2J'4-   3*  =  6J'+6o^=68J'. 

âgg.  Pour  résoudre  une  équation  concrète  y  il  faut  en  n^! 
porter  tous  les  termes  à  la  même  unité  concrète ,  et  rempUMt 
dans  le  résultat  Vunité  toncrète  par.  l'unité  abstrcdte ,  ce  qiil 
revient  à  supprimer  le  signe  indicatif  de  l'unité  concrète.  Oà\ 
n'a  plus  qu'une  équation  abstraite  à  résoudre;  ce  qui  s'exécute^ 
d'après  la  règle  du  n"  296.  On  évite  les  fractions,  en  rapportan^ 
tous  les  termes  à  la  plus  petite  des  unités  concrètes  énQncétil 
dans  l'équation.  S'il  s'agit  de  l'équation  concrète . .  • 

10  ^  ^5 

on  réduira  tout  en  deniers.  Voici  le  calcul.... 

i^4=ia3N  j  1^4=30^*4=240^}  14^  4=336o»*;  4*- 4=960»^; 
Zzit"  4=  3x  fois  iH'z^  3x  fois  240^  4=  720*^  ;  d'où  3x'^  :  10  4=7****  î 
aar*^  4=  2x  fois  i''*  4=  20:  fois  1 2^  4=^4^^* 
La  substitution  de  ce»  valeurs  dans  Tcquation  proposée,  donne..*. 

3x^ 
72x5\-#- 3o^—* 3360^=:  24^:^ —  960^  +  —    7 

remplaçant  Punité  concrète  1*,  par  Timitë  abstraite  i ,  on  trouve. . . . 

3.r 
720-  "4-  3o  —  336o  =  24a:  —  960  H-  -^  j  d'où  x  =  5o. 

Celte  valeur  de  x   satisfait  à  l'équation  proposée ,  car  elle  réduit  cha^e 
membre  à  270  deniers. 

Pour  éviter  les  erreurs  commises  dans  plusieurs  ouvrages  ,  nous  distingue- 
rons les  équations  concrètes  des  équations  abstraites  j  et  de  même  qu'na 
chiffre  est  un  nombre  abstrait  dont  on  désigne  la  nature  des  unités  par  on  ' 
êignti  qui  le  rend  propre  à  exprimer  une  quantité  concrète  ',  de  même  dont 
toutes  mea  saiutions ,  le  caractère  x  sera  un  nombre  abstrait  qui  indi' 
quera  de  combien  d'unités  concrètes  se  compose  la  quantité  concret* 
dont  on  cherche  la  valmur.  On  indiquera  la  nature  de  ces  unités ,  en 
mffectant  x  du  signe  qui  leur  contaient*  D'aprèis  c««  conventions  ,  on  &en 


1 
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-.  IfK^amB  eondoit  à  rétondre  des  éqaations  abstraites ,  le  e- 

;?œdes  nombres  abstraits.  Et  en  effet,  le  Téritable  but  r 

:  décoonir  des  nombres  abstraits  j  la  question  détermine 

ifkmr  s?en  convaincre ,  il  suffit  d'obsenrer  que  dans  te 

eymdcTer   deux  choses  essentiellement  différentes, 

toiléi  contenues  dans  la  quantité  inconnue ,  et  la  tta^un» 

Vénoneé  de  la  question  détermine  toujours  la  nature  des  u«. 

fmoMtité  inconnue  ;  de  sorte  que  le  calcul  ne  sert  réellement  qu'à  Ut, 

termjiner  le  nombre  abstrait  de  ces  unités.  Les  véritables  inconnues  suut 

donc  des  nombres   abstraits.  Les   solutions  de  tons  mes  problèmes  seront 

Enidées  «ir  ces  principes  rigoureux.  Les  lettres  représenteront  toujours  des 

membres  abstraits, 

PROBLÈMES   A   UNE    SEULE   INCONNUE. 

3oo.  La  règle  du  n®  a^S  »  donnant  le  moyen  de  résoudre  les 
équations  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue  ,  nous  allons 
tedter  les  problèmes  qui  conduisent  à  ces  équations;  et  pour 
faire  sentir  l'avantage  des  signes  algébriques ,  nous  les  appli- 
querons d*abord  aux  solutions  de  plusieurs  problèmes  de 
iTlntroduction^  • 

..    3oi.  Ayec  iies  pièces  de  6^  et  de  i5*^,  faire  iSo-^  en  \%  pièces  {n^  ^6), 

uSi  le  nombre  des  pièces  de  i5*^  étant  connu  ,  on  voulait  vériiGer  sMI  satisfj<it 

l«ox  eonditions  du  problème,  on  le  retrancherait  de  i8j  le  reste  cxj>nmcrait 

«nombre  des  pièces  de  6*^j  on  multiplierait  ensuite  i5«^,  par  le  nombre  de* 

■pKces  de  i5M*,  et  6^*  par  le  nombre  des  pièces  de  6^'}  la  somme  de  ces  dcur 

'^oduits  devrait  être   igale  à  i8o<^.  Désignons  donc  par  x  le  nombre  des 

^juècesde  i5<^,  et  effectuons  sur  xles  opérations  que  nous  venons  d'indiquer. 

'Le  nombre  des  pièces   de  6»^  sera  (  i8  — x).  Or ,  les  x  pièces  de  i5«^ 

I  valent  X  fois  i5^,  ou  i5ar*^j  et  les  (  i8 — x)  pièces  de6*^,  valent  (  i8  —  x)  fois 

f  o^,ou  (i8 — x)  6*^  jles  i8  pièces,  ainsi  choisies,  valent  donc  i5a:*^-+-  (i8 — jr)  6«^^ 

lliûs,  d'après  l'énoncé;  ces  i8  pièces  doivent  former  i8o^^  on  doit  donc  avoir 

i5:t*^-h(i8  — ar)6*^=:  180*^5  ou  i5a:-h  (  18  — x)6  =  i8o. 

Cette  équation  donne  jr=r8.  On  doit  donc  prendre  S  pièces  de  iS-^,  et 
^ode6»f.  En  effet,  les  8  pièces  de  i5*^  valent  120*^}  les  10  pièces  de  6*^  valent 
Qo^j  CCS  18  pièces  valent  donc  i8o>^. 

3oa.  On  voit  qne  pour  mettre  ce  problèmes  en  équation,  nous  çrons 
indiqué  sur  les  inconnues ,  les  mêmes  opérations  qui  sen^irai^^t  h  l'e- 
rifiersi  les  valeurs  de  ces  inconnues  satisfont  aux  conditions  du  problème. 
Ce  qui  **accorde'avec  la  règle  du  il'»  jgS»  Ô»  devra  suivi*  jia  xa^e  œélhodijc 
4ans  tons  les  problèmes. 


\ 
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3o3.  Partager  35c/i  deux,  parues  qui  soient  entre  elles  dans  lé  rapport . 
Je  3  à  4  (n»  97).  Comme  4  est  les  |  de  3,  la  a^  partie  doit  être  ks  | 
de  ]a  I  «■«  ;  de  sorte  que  si  Ton  désigne  par  x  la  i  «•*  partie ,  la  a»  partie  lea 
les  I  de  X ,  ou  ^*  Mais  la  somme  de  ces  parties  doit  être  ^le  à  35.  DoMm.  ' 


X  -4-  ^=  35.  On  en  dffduit  x  zr  i5. 


La  !'«  partie  est  donc  i5;  la  ofi  est  les  |  de  i5,  ou  ao.  Ces  résnlttli 
sont  ceux  du  vfi  97.  Si  Fou  veut  éviter  les  fractions  ^  on  désignera  k 
l'e  partie  par  3x}  la  a«  sera  les  |  de  3x,  ou  4jc;  et  la  somme  7X  de  cei 
parties  devant  être  35 ,  on  aura  7X  :=  35  j  d'oîi  x  =:  5.  Donc .... 

la  i**'  partie  3x  =z  3.5  =:  i5  ;  /a  a«  partie  42-  =  ao. 
D«^ormais ,  nous  choisirons  l'inconnue  de  manière  h  éuiter  les  fractions  m 

3o4'  Partager  45  en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  3 , 5,  ^ 
(n^99).  D'après  les  rapports  éublis   entre  les  parties,  la  a*  partie  jcst  lei 

7:  de  la  1^0,  et  la  3^  est  les  ^  de  la  l'c.  Conséquemment  /  si  la  ire  partie 

5 
est  3x ,  la  a^  sera  les  -de  3x ,  ou  5x  9  la  3^  sera  7X.  La  somme  de  eca 

parties  doit  composer  45  ;  donc. . . . 

3x  -f-  5x  H-  7x  =:  45  î  i5x  =  4^  9  ar  =:  3  ' 
la  i*"*  partie  3x  =  3.3  =  9 
la  a«    partie  5x  =  5.3  zn  i5 
la  3*    partie  7X  =-7.3  =  ai. 

305.  Dans  la  question  du  n°  139 ,  ou  désignera  la  part  d^nne  fiile  par  j^^ 
celle  d^1n  fils  sera  ax''^,  et  celle  de  la  mère  sera  4-z^>  Les  3  Olles  prendront  Zx^p 
les  a  fils  ^x'^y  et  la  mère  4-z^  9  ce  qui  fuit  i  \x^  en  tout.  Mais  cette  somms 
doit  composer  Thcntage  iiooo^j  donc... 

I IX"''"  ^z  I  ïooo"'''  j  d'oîi  X  =  1000. 

Ainsi ,  la  part  d^une  fille  est  looo^,  celle  d^un  jGls  est  aooo''^^  et  la  mère 
doit  prendre  4000"^. 

306.  Dans  la  question  du  n°  i4o,  on  désignera  l'héritage  par  laj''^;  I^ 
fils  on  prendra  la  moitié  Gx"*",  la  fille  le  tiers  /^x"^,  et  la  mère  le  rest« 
10000^.  Ces  trois  parts  réunies  doivent  composer  Théritage  lax^^  donc...  - 

6x11^  ~v  4x*-+- 10000*"  =  lax^j  d'oU  x  =  5ooo. 
L'héritage  est  donc  60000"^. 
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307.  Dans  la  question  duhn^  ifyx  ,  on  désignera  T&ge  de  Diophante  par 
Sfrann/es^  afin  de  pouvoir  en  prendre  le6e,  le  la^,  et  le  7^.  Diaprés  renoncé 
dn  ]»Y>falème,  Diophante  a  jpasse ,  dans  Venfanee,  le  6^  de  sa  vie,  ou 
i{x  années;  dans  Padolescence  ,  le  la^  de  sa  vie,  ou  7X  années, ;  dans  le 
"turiage  avant  d'auoir  un  fils,  le  7*  de  sa  vie,  plus  5  ans,  ou  (  1  a  x-^-S)  ans  ;  m^ec 
stmfils,  la  moitié  de  sa  vie,  ou  ^ixans;  et  4  ans  après  la  mort  de  son  fils. 
Mais  Diophante  a  passe'  la  totalité'  de  sa  rie  dans  ces  dififc'rens  c'tais  j  la 
lomme  de  ces  temps  doit  donc  être  égale  à  84x  années.  On  doit  donc  avoir. . . 

i^x  -h  7ar  -♦-  (  lax  -4-  5)  H-  ^2x  -♦-  4  =  ^4*  i  ^^^^  x  =  i. 
JHophante  a  donc  vécu  84  ans, 

308.  Dans  la  question  du  n**  i43 ,  on  désignera  le  butin  total  par  x'f^'y  le 
capitaine  en  prélève  les^,  ou  ■xx'tf'^  il  reste  r  x'^j  les  deux  lieutenansprerif 

nent  les  ^  dt  ce  reste  ;  ils  ne  laissent  donc  que  le  5^  du  reste  -  >  ou  -^  - 

1m  4  souf-lientenans  prennent  les  -t  de  -7   j  ils  ne  laissent  donc  que  1rs 

--ae-=  ,  ou  -=-  ou  -=  •  Mais  ce  dernier  reste  doit  composer  les  laooo"'^ 
liittées  aux  soldats  j  donc  ^ . .  ^ 

X  :  25=z  laooo  j  d'où  x  =  Soooooi 
Ze  butin  total  est  donc  Sooooo*'^. 

309.  Dans  la  question  du  n*  i44 1  on  supposera,  que  le  dévot  entre 
èsa»  l'église  avec  x  écus  de  3**,  ou  Sxifr',  il  en  donne  le  5«  j  il  pe  lui  reste 

donc  ^e  les  9  de  3^"^,  ou  -^  ,  ou  -^  écus  de  3*}  mais  chaque  éou  de  3*" 
deriçot  une  pièce  de  5*^^  y  donc  après  ce  changement ,  le  dévot  aura  -jr  pièces 
4^  5*,  ou  4**")  *'  ^^  donne  le  lo^j  ît  ne  lui  reste  donc  que  les  -i-  de 

m^ou  ,  ou—  pièces  dé  12"*"}  mais  chaque  pièce  de  la""*  devient  une 

,  3x    . 

pècede  ai*^;  donc  après  ce  changement ,  le  dévot  aura  — pièces  de  ai'^, 

•Q —   j  w  dépense  3^  ;  irrentre  dbnc  chez  lui  avec  f  -^ —    "^  3*  j  ;  ma»  A 

doit  rentcec  avec  x  écus  de  6"''",.ou  6ar*j  donc. .... 

63x 

3  =  6x  ;  d'où  x  ==  w.. 

it>  ' 

Ainsi,  lé  déuot  avait  10  écus  de  3*",  ou  3o*'. 

■    3to.  Dans  ta  question  du  n"  i5f.  Si  la  distance  de  ParPs   an  point  (?h 
^•wontrc  est  x  lieues^  celle  de  Lyon-au  point  de  rcaconirc  sera  (100 — se)  licnes. 
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Ces  distance»  sont  proportionnelles  anx  vitesses ,  3  Henes  et  %  liena  ;  doB 

•^  3 

=s  -j  d'oti  ax  =  3  (loo  — jf)  j  x=:6o. 


loo  —  a:       a 

X«j  distances  du  point  de  rencontre ,  à  Paris  et  à  fyon ,  êont  i 
60  lieues  et  4^  lieues, 

3ii.  Dans  la  question  du  n^  167  ,  on  supposera  qne  le  jonenr  a  2 1 
L'ezc^'s  da  quintuple  de  ses  loois  snr  3o  lonis ,  seiâ  (  Sx — 3o  }  loais  ;  et  i\ 
du  double  de  ses  louis  sur  6  lonis ,  sera  (ax  •—  6)  lonis  ^  mais  ces  deax  e 
doivent  être  éganx  j  donc . . .  • 

5œ  —  3oï=»2x  —  6;  d'où xz:8. 

Le  joueur  avait  donc  8  louis, 

3i3:  Dans  la.  question  du  n*  fGg,  désignons  le  nombre  des  pajM 
par  X.  Ce  nombre  augmente  de  8  y  surpassera  ^4;  de  (x  -f-  8)  «-  a4i 
le  nombre  des  paysannes  est  an-dessous  de  34  y  ^®  C"^^'^)  »  donc. 

(x-f-8)  —  34  =  34  — ^  5  <ï'<>»*  *  =  ^<'- 

H  y  avait  donc  30  paysannes^ 

3i3.  Dans  le  problème  du  n*>  170,  si  le  jonenr  a  x  lonis,  l'ezcèi 
nombre  de  ses  louis  sur  6  sera  (x^-ô)  j  et  Pexcè»  du  double  de  sesl 
sur  16 ,  sera  (  3x  «—  16)  ^  mais  ces  excès  sont  ëgaux  j  donc. . . , 

3x— i6=x— 6j  d'oeil  x=io. 

Le  joueur  avait  donc  ro  louis, 

3i4»  Pour  résoudre  lé  problème  du  «»  171,  on  supposera  qne 
actuel  de  la  fille  est  3x  ans  j  puisqnVlle  a  le  triple  de  TAge  qu'dle 
quand  le  fih  avait  son  âge  3x  ans  ;  quand  elle  avait  x  ans,  le  fils  avait  3x 
De  sorte  que  le  fils  a  ax  ans  de  plus  que  la  fille.  Mais  Ja  fille  a  3x 
le  fils  a  donc  (  3x  -f-  3x  )  ans  ,  on.  5x  ans.  Lorsque  la  fille  aura  atteint 
actuel  5x  ans  du  fils,  celui-ci  y  qui  a  3x  ans  de  plus  ,  aura  7X  ans  \ 
alors  les  deux  âges  réunis  doivent  former  60  ans.  Donc ....  J 

5x -+- 7x  =  6o }  d'où  xt=:  5  ;  3x=  i5. 
L'âge  actuel  de  la  fille  est  donc   t5  ans. 

3i5.  Dans  la  question  du  n'*  173,  on  supposera  que  le  coDrercIi 
?.x  onces.  Le  i»»"  gobelet  avec  son  couvercle ,  pèsera  (  13  -+-  3x)  onces  j 
ce  poids  est  double  de  celui  du  3^  gobelet;  le  3*  gobelet  pèse  donc  (6-4-x)( 
Le  a«  gobelet  avec  le  couvercle,  pèse  (6-+-x)  onces,  plus  ax  once 
(6-+-3x)  onces i  mais  d'après  renoncé,  ce  dernier  poids  doit  être  tri| 
celui  du  i'^^  gobelet.  Donc. . . , 

6-+-3x=36j    xmo,    3x=:20,*    x-+-G=:iG. 
Le  couvercle  pèse  dono  ao  once*  ;  et  Iç  %' ^obei^t  pèse  ïQ  onces* 
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*  Si 6.  Si  l'on  compare  les  solutions  précédentes^  à  ceUes  de 
ilntrodîiction ,  on  verra  quuTi  des  grands  avantages  de  Cal^ 
gAre  sur  P arithmétique ,  est  d'éviter  Us  tâtonnemens  ,  et  de 
tonduire  plus  directement  au  résultat, 

317.  Un  père  interrogé  sur  tâge  desonJUsy  répond:  Mon 
i  âge  est  le  triple  de  celui  de  monjilsy  et  il  y  a  dix  ans  qu'ii 
:.'*»  éUùt  le  quintuple.  Il  faut  découvrir  Page  du  père  et  celui 
c  il  fils.  Si  Tâge  actuel  du  fik  est  x  ans  ;  celui  du  père  ,  qui 

ei  est  le  triple ,  sera  Sx  ans  ;  dix  ans  auparavant ,  Tâge  du 
était  (of —  10)  ans ,  et  celui  du  père  était  (3x  —  10)  ans. 
ûs  alors,  Tâge  du  père  était  égal  à  cinq  fois  Tâge  du  fils. 
'On  a  donc . .  • 

3a?  —  10  =  5  (a?  — 10);  d'où  x  =  ao  ; 

Le  fils  a  donc  ao  ans  y  et  le  père  60  ans.  Il  y  a  dix  ans  » 
le  fils  avait  10  ans  et  le  père  5o  ans  ;  l'âge  du  père  était  donc 
iBn  eflfet  quintuple  de  celui  du  fils. 

3 18.  Une  personne  charitable  veut  distribuer  une  somme 
eïargent  à  des  pauvres  ;  si  elle  donne  a*  à  chaque  pauvre  ,  2' 
id  reste  y^  ;  et  il  lui  faudrait  ^  de  plus ,  pour  donner  3*  à 

fttç  pcuivre.  On  demande  combien  il  y  avait  de  pauvres , 

quelle  éttdt  la  somme  d^argent.  Désignons  le  nombre  des 

luvres  par  x  ;  si  chacun  reçoit  a* ,  les  a;  pauvres  recevront 

fois  a*,  ou  ax*;  mais  après  cette  distribution,  il  reste  7*; 

somme  d'argent  est  donc  (2x^  +  7*).  Si  chaque  pauvre 

devait  3*,  les  x  pauvres  recevraient  3x*  ;  mais  il  manque 

pour  faire  cette  distribution ,  la  somme  chargent  est  donc 

x;*  —  4*)-  Égalant  ces  deux  expressions  de  la  même  somme 

argent ,  on  aura ... 

5x — i{  =  aa;  +  7;    d'où  x=iii',  et  ax -f- 7  =  ag-. 

JDonc,  le  nombre  des  pauvres  est  rt ,  et  la  somme  d^ argent 
st  09*.  En  effet  ;  pour  donner  2*  à  chacun  des  11  pauvres, 

faut  aa*  ;  la  personne  a  29* ,  il  Ini  restera  donc  7^  *,  pour 
onner  3*  à  chacun  des  1 1  pauvres  „  il  faudrait  33*  ;  la^  somme 
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d'argent  n*est  que  ag*  ;  il  manque  donc  4*.  Toutes  les  eom^ 
ditions  du  problème  sont  donc  remplies. 

3iq.  On  voudrait  partager  44;  ^^  à^ux  parties  telles ,- que 
la  i*"'  augmentée  de  5  y  soit  à  la  û'  augmentée  de  7,  comme  4 
està5.  Si  la  1"  partie  est  x,  la  2*  sera  (44 — •^)>  '^  1'* partie 
augmentée  de  5  ,  sera  (j^+  5)  ;  la  2*  augmentée  d^  7,  sera 
(44  —  ^)  +  7>  ou  (5i  — ^).  Mais  le  rapport  de  ces  deux 
sommes  doit  être  celui  de  4  ^  3;  le  quotient  de  la  i'*  sommes 
par  la  2^  doit  donc  être  égal  à  celui  de  4  P^t*  3;  on  a  donc. 


•  ^1 


x  +  5        4      ,.  , 

•p =  5  ;  d  ou  a:  =  27. 

01  — X       o  ■ 


La  V*  partie  e^t  donc  27  ;  et  par  conséquent  la  5*  est 
(J^^"^  27)  ou  17.  Ces  parties  satisfont  à  toutes  les  conditions 
du  problème  ;  car  leur  somme  est  le  nombre  ^^  à  partager; 
et  la  i""*  augmentée  de  5 ,  ou  32,  est  à  la  2*  augmentée  de  7,, 
ou  24,  comme  4  ^st  à  3. 

320.   Un  père  dit  à  son  fils  ,   il  y  a  qo'"'  dans  ces  quatre 

bourses.  Si  je  mettais  5*  dans  la  1  ""^ ,  si  j'étais  4*  de  la  2' ,  si 

je  triplais  l'argent  de  la  3' ,  et  si  j'ôtais  la  moitié  de  l'argent 

de  la  4*ji  chaque  bourse  contiendrait  alors  la  même  somme^ 

Combien  y  avait-il  émargent  dans  chaque  bourse  ?  Si  après 

avoir  eîTeptué  les  opérations  indiquées,  chaque  bourse  contient 

3x^;  albrs  3jc*  exprime  l'argent  de  la   i*"*  bourse  augmenté 

de  5*  ;  la  i''*  bourse  contenait  donc  ^af  —  5*.  L'argent  de  la 

2^  bourse  diminué  de  4^  est  Zx^;  la  2*  bourse  contenait  donc 

Zx^  +  4^-  Le  triple  de  l'argent  de  la  3®  bourse  étant  Zx*  \  la 

3^  bourse  contenait  x^ .  Enfin ,  la  moitié  de  l'argent  de  la 

4^  bourse  étant  3x*  ;  la  4®  bourse  contenait  6x*.  Les  quatrçf 

bourses  contenaient  donc . . . 

(3x*  — 5*)  -4-  (3a:-^  -+.  4yf)  4.  (ar-*-  )  -4-  (6a:*), 
Mais  ces  quatre  bourses  doivent  contenir  qC^  j  donc. . . . 

(3a: — 5)4- (3ar-l- 4)  +  -^  "*"  ^•^  =  9^>    d'où  j:  =  7. 

La  i^e  bonrse  contenait  donc (•^•7'"'  —  5^)  =f=  16*  n 

La  2«    bourse  contenait (  3 .  ^"'^  -4-  4"^^  )  4=  ^5* 

L.*»  3«     bourse  contenait. .........  7*    =f=    7* 

La  4**    bonrse  contenait .  •  • .  r  •.  6*7*    4=  4^* 

.    Lps  quatre  l^purses  contenaient  donc. ..........     90"^ 


r 
D  '  A  L  G  £  B  R  C/  {g 

•  ïai.  Un  Gascon  interrogé  sur  la  date  du  mo.  jt  Fheure 

ie  îa  journée ,  fit  cette  répome  eniorliUée:  Si  au  tiers  des  jours 
du  mois  déjà  écoulés,  vous  ajoutez  la  moitié  de  ceux  qui  restent 
à  écouler  j  vous  aurez  le  q'iantième  du  mois.  Il  ei>t  midi 
fossé,  et  si  vous  premz  le^  '^  du  nombre  d'heures  quHy  a  d'ici 
i minuit,  vous  aurez  un  nombre  qui  surpassera 4 ,  de  la  même 
ftantité  dont  le  nombre  d'heures  écoulées  depuis  midi  est  sur-- 
.foisé  par  lo.  On  propose  de  découvrir  la  date  du  mois  ei 
theure  du  jour.  Le  mois  est  de  3o  jours.  Cet  énoncé  conduit 
i résoudre  deux  problèmes  distincts;  car  la  date  du  mois  est 
entièrement  indt^pendante  de  l'heure  de  la  journée.  Nous  allons 
jdonc  cbercher  feucces^ivemcnt  ces  deux  inconnues. 

i".  Pour  trouver  la  date  du  mois ,  on  suppo'^era  qu'on  est  au 
(6x4"  i)  du  mois-,  le  nombre  des  jours  écoulés  sera  6j:,  et  il  restera 
j[3o — 6x)  jours  à  écouler.  L'énoncé  dit  que  si  au  tiers  2x, 
des  jours  du  mois  déjà  écoulés,  on  ajoute  la  moitié  (i5 — 3x) 
^  ceux  qui  restent  à  écouler  ;  la  somme  sera  le  quantième 
iH^x  -(-  i)  du  mois.  On  a  donc 

ax  +  (i5  —  3x)  =  6x+i  ; 

jc  =  3  ;  6x  +  1  =  1 2  -|-  1  =  i3- 

^  On  était  donc  au  \Z'  jour  du  mois, 

; .  a*.  Cherchons  maintenant  l'heure  de  la  journée;  supposons 
^*il  fcoit  3x  heures  après  midi  ;  de  cette  heure  à  minuit  il  y  a 
Ifi3-^3x)  heures;  or  l'énoncé  dit^que  si  l'on  prend  les  4  de 
fiCe  nombre  d'h<îures,  on  aura  un  nombre  qui  surpassera  4;  de 
**  même  quantité  dont  le  nombre  3x ,  des  heures  écoulées 
depuis  midi  ,  est  surpassé  par  lo;  donc 

§(13  —  34?)  — 4=io  —  3x;   d'où  a;=3;  3x  =  9, 

i  était  donc  9  heures  après  midi, 

3q2.  Lne  dévote  entre  dans  une  église,  avec  une  certaine 
"omme;  Dieu  double  cette  somme ,  et  en  portant  de  l'église , 
o  dévote  donne  ic*  aux  pauvicô.  Elle  entre  dans  une  axitre 
^lise,  pour  y  faire  sa  prière;  Dieu  double  son  argent  ;  elle 
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sort  de  eetie  église  ^  et  donne  ao^  aux  pauvres.  Le  double  de 
t argent  qui  lui  reste  après  cette  dernière  aumône ,  est  autant 
au-^dessous  de  aod"',  que  le  triple  de  cet  argent  est  aur-dessus 
de  200^.  Combien  la  dévote  avait^^Ue  d'argent  en  entrant  dam 
ia  première  église  ?  On  supposera  que  la  dévote  entre  dans  la 
:i'*  église  avec  x*  ;  elle  en  sort  avec  le  double  f^ ,  et  donn» 
!io*"  ;  elle  entre  dans  la  a*  église  avec  ax**  —  lo*  ;  elle  en  sort 
avec  le  double  (4x*— ao*) ,  et  donne  ao*  ;  il  lui  reste  donc  ; 
(4^*  —  4o*)  ;  le  double  de  l'argent  qui  lui  reste  après  cette  | 
dernière  aumône ,  est  au-dessous  de  aoo*,'de  aco*" — a (4^;— 4o)**»  i 
et  le  triple  de  cet  argent  est  au-dessus  de  aoo*,  de  3(4^ — 4°)*' 
«—  aoo^;  mais  d'après  Ténoncé^  ces  deux  différences  doivent 
être  égales;  donc.  • . 

3C4a:  — 4o)  —  aoo=:3oo — a(4a:— 4^);  d'où  a:=3o. 

La  dévote  est  donc  entrée  dans  la  V*  église  avec  3o^.  En  voici  J 
la  preuve;  la  dévote  entre  dans  la  i'*  église  avec  3o**,  elle  tA  • 
sort  avec  le  double  6o*;  elle  donne  lo*  ;  il  lui  reste  5o*,  eu  j 
entrant  dans  la  a®  église  ;  elle  en  sort  avec  loo''^;  elle  donne 
20*;  il  lui  reste  8o*.  Le  double  de  cette  dernière  somme  ert 
au-dessous  de  aoo* ,  de  4o*  *  et  le  triple  de  cet  argent  eît. 
aussi  de  4o*>  au-dessus  de  iSoo*,  comme  l'exige  l'énoncé. 

3a3.  Deux  marchands,  qui  avaient  mis  loooo'"'  en  société  y 
ont  gagné  325o^/  le  gain  du  i"'  surpasse  de  65o*  celui  du  a\ 
On  demande  les  mises  et  les  gains  de  chaque  marchand.  Soit 
x^y  le  gain  du  a*  marchand;  le  gain  du  i**",  qui  le  surpasse 
de  65o*,  sera  (a:*  +  65o*).  Mais  la  somme  de  ces  gains  est 
SaSo*  ;  donc ... 

{x  +  G5o)  +  a:  r=  oaSo  ;  d'où  x  =  i  ooo. 

Le  a*  marchand  a  donc  gagné  i3oo*  ;  le  i®*" ,  qui  a  gagné 
G5o*  de  plus,  aura  gagné  1950*.  Cherchons  maintenant  Ict 
mises  de  chaque  marchand ,  par  la  méthode  du  n°  ^i. 
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'   le  pàn  SoSotf  rëpondinc  à  la  miie loooo*^; 

^    ,      ,     .   ,  10000*  4o#- 

le  gain  i*,  répondra   à   la   mise      -^  ^    9  ou.       i^  5 

•  4o* 

ie  gain  iSoc*,  r^nd  à  la  mise,  i3oo  fois  -^  >  on    ^ooq'^ 

If  gain  xgSo*,  répond  A  la  mise,  igSo  fois  ^  y  on    6000''^- 

Ainsi,  /6  â'  marchand  a  ms  J^ood"^ ^  et  a  gagné  iSoo^;  la 
ïïfùe  du  1*^  marchand  est  6000^,  et  son  gain  est  i^Sd^.  Cef 
résultats  satisfont  aux  conditions  du  problème,  car  la  mise 
totalâr  est  4000^+6000*",  ou  10000^;  la  somme  des  gains 
est  iSoo*"  +  igSo*",  ou  SaSo'"'  ;  et  le  gain  du  i*'  marchand  , 
surpasse  de  65o^ ,  le  gain  du  a*  marchand. 

3a4-  ^^  nombre  est  composé  de  deux  chiffres  ;  le  chiffre 
des  unités  est  double  de  celui  des  dixaines,  et  lorsqu'on  ajoute 
36  d  ce  nombre ,  la  somme  est  égale  au  nombre  RENVERSÉ  {*). 
On  demande  quel  est  le  nombre  qui  jouit  de  ces  propriétés.  Si 
le  chifFre  des  dixaines  est  x ,  celui  des  unités  sera  qx  \  le  nombre 
cherché  sera  x  dixaines  plus  2x  unités  ;  ce  nombre  renversé 
sera  donc  qx  dixaines  plus  x  unités  ;  mais  le  nombre  cherché 
plus  3S ,  doit  être  égal  au  nombre  renversé  ;  donc . . . 

(x  dixaines  +  ax  unités  +  3G)  zp  {ax  dixaines  -j-  x  unités) . 

Pour  résoudre  cette  équation ,  on  observera  qu'une  dixaine 
valant  lo  unités,  x  dixaines  valent  lox  unités,  et  ax  dixaines 
valent  20x  unités.  L'équation  précédente  devient  donc .  • . 

(  1  ox  +  2x  +  3G)  unités  =  (20X + x)  unités  ; 
d'où 

lox  -f-  2J^  +  36  =  20X  -{-  x;  X  =  4  ;  ûx  =  8. 

Le  nombre  cherché,  devant  être  composé  de  4  dixaines  et 
ie  8  unités ,  est  donc  48.  Ce  nombre  satisfait  à  toutes  les 
Conditions  du  problème ,  car  le  chiffre  des  unités  est  double 


(*)  On  dit  qu'un  nombre  est  iiEîrvERSt,  lorsque  ses  chiffres  sont  écrits 
tlans  un  ordre  inverse.  Ainsi ,  8^  est  le  nombre  iS  renverse  ;  le  nombre 
ia34*'>  renverse  devient  54321. 
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de  celui  des  dixaines  ;  et  si  Ton  ajoute  36  à  48  >  on  obtient  &{, 
qui  est  le  nombre  48  renversé. 

3a5.  lJn>  nombre  est  composé  de  3  chiffres.  La  sômme'di 
ses  chiffres  est  11;  le  chiffre  des  unités  est  double  de  cebd  iet 
centaines  f  et  quand  on  ajoute  297  à  ce  nombre ,  on  obûaA 
une  somme  qui  est  le  nombre  renversé.  Quel  est  le  nombre  qui 
jouit  de  ces  propriétés  ?  Si  le  chiiFre  des  centaines  est  x,  celû 
des  unités  sera  sa:  ;  et  comme  la  somme  des  trois  chiffre» 
yaut  11  ^  le  chiffre  des  dixaines  sera  (11  —-3a:)  ;  donc...» 

le  nombre  =  >v  centaines  -+-  ('ii  —  3ar)  dixaines  -*-  ax  unités  ; 
le  nombre  renversé  =  ^x  centaines  +  (  1 1  "-^3x}  dixaines  -t-  x  anit^ 

Aëduifant  tout  en  unités ,  on  Toit  que". . . .  ' 

le  nombre  =  looa:  -4-  10  (11  — 3jr)  -f-  nxrip'jix  -i-  irof 
le  nombre  renversé  =  aoox  -h  10  (11  —  3a:)  -+-x=f=  17IJ: -f-  iio. 
Mais  le  nombre  demande',  pins  397,  est  égal  au  nombre  renversé.  Donc... 

(7aj:-l- 110) -f- a97r=(i7ix-l- 110)5  .      ,-, 

d'oh...  ar  =  3jar  =  6;    et    11 — 3a:  =  a. 

Le  nombre  cherché  est  donc  composé  de  3  centaines  fl  dixain^ 
et  6  unités  ;  ce  nombre  est  donc  3aS.  Et  en  effet ,  la  somme 
de  ses  chiffres  est  11  ,  et  si  l'on  ajoute  297  à  SaG  >  on  obtient 
pour  «omme  623 ,  qui  est  le  nombre  proposé  renversé. 

326.  Un  nombre  est  composé  de  deux  chijfres.  Le  i""  chiffin 
à  droite  est  4,  et  le  2'  chiffre  est  5.  On  demande  dans  que 
système  de  numération  ce  nombre  vaut  trente-neuf,  ou  3g 
Pour  comprendre  ce  problème ,  il  faut  connaître  les  différem 
systèmes  de  numération  (B.  n®*  128  ...  i33).  Les  nombre, 
mis  entre  deux  parenthèses  seront  écrits  dans  le  systèm 
qu'il  s'agit  de  découvrir.  Ainsi,  le  nombre  donné  a  pou 
expression  (54)  ;  si  la  base  était  onze,  ou  11  ,  il  vaudrait  < 
plus  1 1  fois  5 ,  ou  59  ;  si  la  base  était  20 ,  il  vaudrait  4  P^^ 
20  fois  5 ,  ou  104  ;  donc  si  la  base  du  système  demandé  est  j: 
le  nombre  (54)  ,  vaudra  4,  plus  x  fois  5,  ou  (4  +  Sx)  ;  mai 
ce  nombre  doit  être  égal  à  39  ;  donc . .  ► 

4  +  5x  =  39  ;  d*où  X  =:  7. 


; 
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La  base  du  ^stème  demande  est  donc  7.  Et  en  efTet ,  la 
htte  étant  7^  le  nombre  (54)  vaut  4  plu^  7  fois  5 ,  ou  3g. 

Sajr.  5^i  ^e  vends  mon  blé  i5^  fc  setier,  j* achèterai  une 
màairie,  disait  un  fermier ,  et  j'aurai  5od^  de  rtste;  mais  si 
je  ne  vends  mon  blé  que  la^  le  setier,  je  serai  contraint  dVm- 
fnmter  les  yî  du  prix  de  la  métairie.  Il  faut  déterminer  le 
nombre  de  setiers  de  blé  et  le  prix  de  la  métairie.  Déûgnona 
para?,  le  nombre  de  setiers  de  blé.  A  i5^  le  setier,  les  x 
nàerê  coûtent  x  fois  i5^ ,  ou  i5x^  ;  mais  avec  cette  somme  p 
h  fermier  paye  la  métairie ,  et  a  5po^  de  reste  ;  la  métairie 
7ie  coûte  donc  que  i5x^  — 5oo'^.  Si  le  fermier  ne  vend  son 
blé  que  laf*"  le  setier ,  les  x  setiers  vaudront  lox"^  ;  mais  il  lui 
manque  les  -^  du  prix  de  la  métairie  ;  1  ax^  exprime  dono 
les  Yi  du  prix  de  la  métairie  ;  le  11*  du  prix  do  la  métairio 

MTà  donc  -'         ,  ou  -^^  ;  le  prix  de  la  métairie  est  donc 

11  fois  -^^y  ou  ^T    .  Egalant  les  deux  expressions  du  prix 
de  la  métairie,  on  aura.  • . 

i5x* —  5oo^  =-5-^  ;  d'où  0?=  i5oo. 

o 

Le  fermier  avait  donc  i5oo  setiers  de  blé  ;  et  le  prix  de 
la  métairie  était  (lôx*" — 5oo^  )  ,  ou  22000^.  Kn  voici  la 
preuve  ;  à  i5^  le  setier,  les  i5oo  setiers  valent  22606"  ,  qui 
ioipassent  de  5oo^  le  prix  22000^  de  la  métairie.  Si  le  fermier 
ne  vend  son  blé  que  12*  le  ^etier,  les  i5co  setiers  ne  rap- 
porteront que  iSccc^  -,  il  lui  manquera  donc  4000^  pour  ache- 
ter la  métairie  ;  4-^^*^  ^^^^  ®°  ^^^^  l^'  rr  ^"  P'*'*  ^*  '*  "**^* 
tairie. 

3a8.  Deux  lettres-de-change ,  l'une  de  Q^zrJ^  payable  dans 
a5  mois^  t autre  de  ajcos*^  pcyable  dans  4  rmA^ ,  ont  êupport'i 
k  même  ESCOMPTE;  cest^a-dire  que  lei  pertes  èprou\'*'e^  tut 
ihacune^  pour  les  toucher  sur-le-champ  ,  sont  éf^aU:*.  On 
Amande  le  taux  de  targent.    On  n'a  égard  quau£  intérétà 
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simples.  Soit  x^  l'escompte ,  ou  l'intérêt  de  loo*  par  mois; 
L'escompte  de  loo*"  sera,  pour  a5  mois,  de  aSx*",  et  pour 
4  mois  de  4^^»  l^ne  lettre-de-change  de  (ioo+  aSx)^  payable 
dans  flS  mbît,  ne  vaut  donc  que  loo^  comptant  ;  son  escompte 
pendant  â5  aïois  est  donc  âSo;^. 

PoitqMpoUtfaSmoU.... 

L'acompte  de  (  loo -f- a5x)^  est «...  ^Sx*, 

^Sx     *  -  * 

L'escompte  de  i^  sera 7-   ,  ou 


loo-haSut  4"*"* 

L'escompte  de  Goool^  sera  6ooô  fois    --^    ,  on^H^i 

"^  4-»-^  4-*"* 

On  trouvera  de  la  mêm^  manière  que  l'escompte  des  27000'' 

est  de      g   , ,  pour  4  mois.  Mais ,  d'après  l'énoncé ,  les  e»- 

cromptes  des  deux  lettres-de-change  sont  égaux  ;  donc .  • . 

Goooa; 270000: 

4  +  JP  2,^  ^  X 

Pour  résoudre  cette  éipktion  ,  on  en  divisera  les  deux  mem- 
bres par  3ooox ,  ce  qui  est  permis ,  puisque  l'escompte  x  ne 
peut  pas  être  zéro  (n^  292  )  ;  il  en  résultera 


_       9 


-,  2(25+07)  =9  (4 -f-x);  X  =  2. 


4+07  26+0; 

L'argent  était  donc  à  2  pour  100  par  mois.  On  ferait  la 
preuve  comme  dans  le  n*  71 

329.  Un  particulier  a  acheté  9 G  aunes  de  drap  de  ZA)uviers 
à  f ,  pour  une  certaine  somme  d'argent.  Quelque  temps  après, 
le  prix  du  drap  ayant  diminué ^  il  retourne  chez  son  marchand ^ 
qui  lui  donne,  pour  la  même  somme ,  loo  aunes  de  drap  de 
Sedan  à  j.  On  suppose  que  le  drap  de  Louviers  à  |  est  diminué 
de  1  o^  par  aune  ,  et  qu'à  dimensions  égales ,  le  drap  de  Sedan 
a  éprouvé  une  diminution  de  prix  proportionnelle  osa  qualité, 
qui  est  les  |-  de  celle  du  drap  de  Louviers.  Il  s* agit  de  trouver 
le  prix  de  l'aune  de  drap  de  Louviers  à  ^ ,  avant  la  diminution 
du  prix  des  draps,  Désignons'par  5x*^  le  prix  de  l'aune  de  drap 
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^'^deLooTien  à  ^,  après  la  diminution  du  prix  des  draps.  Si 
ipè  cette  dîminution. . . 

5 

I  Mme  de  dnp  de  Loupiers  à  «>  coûte .  • Sx^i 

1  aime id à  g*  coûten  le  5*  de  Sx^y  oa    jr^^ 

I  ame id à  f^t  coûtera   7  foif  x^.  on  7»'^. 

o 

Li9(iiliië  da  drap  de  Sedan  ^tant  les  -  dç  celle  àtLouuien 

g* 
ramie de  drapde  Sedan  à  ^  coûtera  les  -  de  7x^9  on 6x^^ 

la  100  année  de  Sedan  à  5  ont  donc  coûc^  100  fois  6x^,  ou. . .  6oox''^. 

o 

Fnbqa^aprèt  la  diminution  du  prix  des  draps ,  une  aune  de  Lonvicra  à  rr 

5 
coûtait  Sx''^^  avant  cette  diminution^  Tanne  de  dnp  de  LouTiera  à  rr  coûtait 

{Sa*  -f- 10*). 

Lu^aun.  de  Louw,  à  g  ont  donc  coûté  çjSfois  (5x+io)*,  ou  (48ar-+-g|6o)*. 

Mais  l'énoncé  dit  que  les  100  aunes  de  Sedan  ont  coûté  lo 
même  prix  que  ces  96  aunes  de  Louviers  ;  donc .  • . 

6oar  =  4^ox  +  9G0  ;  d'où  a:  =  8  ;  5x  =  4o- 

Ainsi ,  après  la  diminution  du  prix  des  draps ,  une  aune  J« 
imp  de  Louviers  à  \  coûtait  40^;  donc  avant  cette  diminution 
elle  coûtait  5o*.  Le  prix  cherché  est  donc  5o^.  On  peut  vérifier 
ce  résultat  de  la  manière  suivante  :  avant  la  diminution  du  prix 
fcs  draps ,  l'aune  de  Louviers  à  |  coûtait  5o^  ;  les  96  aunes 
le  Louviers  ont  donc  coûté  ^Sfois  ôo* ,  ou  4800^  -,  mais  après 
l  diminution  du  prix  des  draps ,  l'aune  de  Louviers  à  \  coûte 
0*"  de  moins ,  c'est-à-dire  ^d^  ;  donc  après  cette  diminution , 
aune  de  Louviers  à  -j  coûtera  8^'^ ,  et  l'aune  de  Louviers  à  -J- 
}âtera  56^.  La  qualité  du  drap  de  Sedan  étant  les  |  de  cella 
1  drap  de  Louviers ,  une  aune  de  drap  de  Sedan  à  |  doit  coûter 
s  f-  du  prix  S?""  d'une  aune  de  drap  de  Louviers  à  f ,  c'est- 
dire  48^  ;  les  100  aunes  de  drap  de  Sedan  à  |  coûteront  donc 
)ofois  48*",  ou  4800^;  résultat  conforme  à  l'énoncé. 
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33o.  Un  fermier  vient  à  Paris  >  avec  une  somme  (Fargei 
entièrement  composée  de  pièces  de  15*^,  qu'il  destine  à  aihe 
une  ûune  de  drap  de  Louviers  à  |.  //  rencontre  unefte  bie 
faisante,  qui  lui  demande  la  chanté  ,  sous  l'habit  d'une  pau\ 
femme.  Le  bon  fermier  donne  quelques  pièces  de  iS*^.  La/1 
pour  le  récompenser,  convertit  les  pièces  de  iS*''  qui  lui  reitei 
enpitces  de  5^.  //  arrive  chez  le  marchand,  et  croyant  n'a\> 
que  ki  pièces  de  1 5*^  qui  lui  restaient ,  il  demande  pour  l 
valeur  une  aune  de  drap  d'Elbeuf  à  \,  Lorsqu'il  veut  pay 
il  est  si  agréablement  surpris,  à  la  vue  du  miracle  qui  s 
opéré,  quil  acheté  une  aune  de  drap  d'Elbeuf  à  |,  plus  1 
aunes  d^ étoffe  à  i^  taune ,  et  2  aunes  de  drap  de  Sedan  c 
ce  qui  emploie  tout  son  argent.  On  propose  de  découvrir  qu 
était  la  somme  d'argent  du  fermier ,  él  ce  qu'il  donna  à  la^ 
A  dimensions  égales ,  le  prix  du  drap  d'Elbeuf  eU  les  \ 
celui  de  Louviers-,  et  le  Sedan  coûte  le  double  de  l'Elbeuf. 
fermier  sort  de  chez  lui  avec  x  pièces  de  i5*^,  qui  valent  i5 
mais  cette  somme  est  destinée  à  acheter  une  aime  de  dra]: 

Xiouviers  à  f  ;  donc .... 

5 

Taone  de  drap  Louviers  h  -  coûte i5jc^i 

o 

Taune  de  Louviers  à       5  coûte  le  5«  de  iSx*^,  ou. 3jc*^, 

o 

Faune  de   Louviers  à       ^  coûte  7  fois  3j:»^,  ou aixJ', 

o 

l'aune   d'Elbeuf  h]  5 coûte  les  -  de  2ia:«^,  ou...   14^*^» 

o  J 

l'aune  de  Sedan  à  ^  coûtera  le  double ,  ou aSo:*^, 

o 

2  aunes  de  Sedan  à  ]■  coûteront  a  fois  a8-r^,  ou . . .  56x^, 

o 

Cela  posé ,  le  fermier  avait  j  5x^  \  il  donne  des  pièce 
15*^  à  la  fée  \  et  ce  qui  lui  reste  est  le  prix  14^  >  d'une  aur 
drap  d'Elbeuf  à  |-  -,  il  a  donc  donné  or^  àla  fée.  Le  fermier  n'a 

que  i4jc'^>  ou  — ^  pièces  de  iS*^  ;  la  fée  les  convertit  en 
pièces  de  loo*'';  qui  valent  — = — .  Pour  cette  dernière  son 
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le  fermier  achète  une  aune  de  drap  d^Elbeuf  à  ^ ,  dont  le  prix 
«ti^ar'*;  plus  dix  aunes  d'étoffe  à  14^  l'aune,  qui  valent  i^o*' 
oa  fiSoo^  ;  et  a  aunes  de  drap  de  Sedan  à  ^ ,  moyennaat  56.iH*. 
Donc. • • . 

-=—==  i4j^-f  a8cx5+  5Sx  ;  d*où  x=  lao. 

Le  fermier  avait  donc  lao  pièces  de  iS-^  ;  et  il  donna  à  la 
fée,  120^  ou  9  pièces  de  iS-^-  En  voici  la  preuve  ;  si  le  fermier  » 
fni  a  lao  pièces  de  i5*^,  en  donne  8  à  la  fée,  il  lui  restera 
;  lia  pièces  de  i5*^,  qui  se  cbangeront  en  11a  pièces. de  10c/. 
Avec  cette  somme ,  il  acbète  :  une  aune  de  drop  d*Elbeuf  à  ^^ 
dont  le  prix  est  i^x^  ou  14  fois  lao*^,  ou  1680^  ;  plus  dix  aune» 
d'étoffe  pour  aSco-^  ;  et  a  aunes  de  drap  de  Sedan  à  |-  pour 
5Kx^,  ou  56  fois  lao"^  ou  6720-^.  Ces  trois  prix  réunis  forment 
iiacor^,  ou  lia  pièces  de  io<y;  le  fermier  a  donc  effective- 
ment employé  tout  son  argent. 

a 

33i.  Guillot  dit  à  Lucas ,  donne-moi  lé  tiers  de  ton  troupeau 
four  les  G3o*"  que  tu  dois  me  payer  dans  un  an  ;  nous  au" 
Tons  alors   autant    de  moutons  l'un  que  P autre,  Lucas  lui 
répond  f  donne-moi  plutôt  le  quart  de  ton  troupeau  ,  augmenté 
iun  mouton ,  avec  le  billet  que  je  dois  te  payer  dans  un  an  #• 
je  te  remettrai  Sod^  argent  comptant ,  et  j'aurai  cinq  fois  plus 
de  bêtes  à  laine  que  toi,  Guillot  accepte  ce  marché.  On  demande, 
le  tort  que  Guillot  voulait  faire  à  Lucas  ,  le  tort  que  Lucas  fit 
^  Guillot ,   et  le  nombre  des  moutons  de  chaque  troupeau. 
L'argent  est  à  5  pour   100  par  an;  un  mouton  coûte  60*". 
Cherchons  d'abord  le  nombre,  des  brebis.  D'après  la  i*"*  con- 
dition du  problème  ,  on  voit  que  si  Guillot  a  4-^  moutons , 
Lucas  doit  en  avoir  lax;  car  alors  ,  si  Lucas  donne  le  tiers 
de  son  troupeau  à  Guillot,  chacun  d'eux  aura  Sx  moutons.  La 
seconde  condition  détermine  x  ;  en  effet ,  Lucas  répond  à 
Gnillbt^  donne-moi  le  quart  de  ton  troupeau,  augmenté  d'un 
mouton ,  et  j'aurai  5  fois  plus  de  bétes  à  laine  que  toi.   Or 
quand  Guillot;  qui  à  ^x  moutons,  en  aura  donné  le  quart  aug- 
noaté  d'un,  ou  (x  4-  i)  ;  il  n'aura  plus  que  (5x  —  0  moutons  \ 

la 
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et  Lucas ^  qui  reçoit  (07+1)  moutons,  en  aura  (i3x  +  i"^. 
Mais  alors,  Lucas  a  5  fois  plus  de  moutons  que  Guillot  ;  donc»  .. 

(i3ar+ i)  =  5(3:r — 1)  ;  d*oùx=3;    I2a7==38  ^  4^=ra, 

Lucas  avait  donc  36  moutons  ^  et  Guillot  12.  Le  nombre 
des  moutons  de  chaque  troupeau  étant  ainsi  déterminé ,  il  est 
facile  d'en  déduire  le  tort  que  Guillot  voulait  faire  à  Lucas, 
et  celui  que  Lucas  Gt  à  Guillot.  En  effet ,  puisque  l'argent  est 
i  5  pour  100  par  an ,  les  63o^  payable?  dans  un  an  ,  ne  valent 
que  600^  argent  comptant  (n°  62)  -,  mais  Guillot  demande  à 
Lucas  le  tiers  de  son  troupeau  ,  c'est-à-dire  1 2  mouton«  ;  le 
prix  de  ces  12  moutons,  est  12  fois  60*,  ou  720^.  Guillot  de- 
mande donc  pour  600^,  ce  qui  vaut  720^  ;  il  voulait  donc  faire 
tort  à  Lucas  de  120^.  Celui-ci  est  plus  juste,  car  il  demande 
à  Guillot,  le  quart  de  son  troupeau,  plus  un  mouton  ,  ou  4 
moutons ,  dont  le  prix  est  a^o^i'^vec  Iç  billet  de  600*"  argent 
comptant ,  ce  qui-  fait  une  somme  de  840^ ,  pour  laquelle  il 
donne  800''''  j  il  ne  fait  donc  tort  à  Guillot  que  de  40*". 

.  332.  Une  femme  porte  des  œufs  au  marché;  elle  en  vend 
à  une  1"  personne ,  la  moitié  plus  la  moitié  d'un  œuf}  elle 
vend  à  une  a'  personne  y  le  tiers  des  œufs  qui  lui  restent  ^  plus 
le  tiers  d'un  œuf;  elle  vend  à  une  Z'  personne  ,  le  quart  des 
œufs  qui  lui  restent ,  plus  les  j  d'un  œuf;  elle  vend  ensuite  à 
une  4'  personne ,  le  cinquième  des  œufs  qui  lui  restent ,  et  les 
f  d'un  œuf  ;  il  lui  reste  alors  4  œufs.  On  demande  combien 
0lle  avait  d'œufs  en  allant  au  marché. 

Si  la  femme  porte  x  œufs  au  marché ,  elle   vend  à    la   i'«  personne 

-   œufs  ,  plus  -  œuf,  ou  f  J  œufs  ;  il  lui  en  reste  donc  x—  (  j  , 

ou  f  y  Elle  Tend  à  la  a«  personne  ,  le  tiers  des  œufs  qui  lui  restent, 

J)lu8^  d'œuf,  c'est-à-dire  (^T-^  "*"  0  ^°^^»  ®"  V     fi      J  ^^^^  y  *'  ^^^ 
en  reste  donc  T  ilHi  j  —  rfL±i  J ,   ou  /^f-IIl?\  Elle  rend  à  la  3»  per- 

(X  —  2%  3 
J  des  œufs  qui  lui  restaient;  plus  les  Tc.d'un  œuf, 

cVst-à-dire  ,  f  ~~^  -+-  7^  ou  ^fl±X\   «ufs  -,  il  J^oi  #11  refte  don©  » 
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f  -= — J  —  r         ■■  J  >  ou  f  —7 —  y  Elle  vend  à  la  4*  personne  ,  le  cin- 

qaiiiiie  l j  des  œuls  qui  lui  restent ,  plus  les  >  d'un  œuf,  c^est-à-dire^ 

(  -^      7  1  on  I  I  œufs:illni  reste  donc  enfin  (  — 7—  1  — (  1, 

M  f      •      j  ce«£s.  Mais  alors  il  doit  lui  rester  4  œuls  j  donc. ... 

1 

*(^)  =  4i  d'où  x=  39. 

La  femme  avait  donc  ag  œufs  en  allant  au  marché.  En  effet ,  elle 

fend  à  la  première  personne ,  la  moitié  de  ses  œufs  ,  plus  la  moitié  d'un 

oenf ,  c^est-à-dire  i5  œufs  j  il  Inî  en  reste  donc  i4*  EUIe  vend  h  la  2*  poi- 

loniiey  le  tiers  des  14  œufs  qui  lui  restent,  plus  le  tiers  d''un  œnf ,  c^est- 

Min  5  œufs  ^  il  lui  en  reste  donc  9.  Elle  Tend  à  la  3*  personne,  le  ^art 

3 
des  9  cenCi  qni  lui  restent ,  plus  les  7  d^un  œuf,  c'esi-hnlire  3  œufs  ;  il  lui 

en  reste  donc  6.  Enfin  ^  elle  Tend  à  la  4^  personne  ,  le  cinquième  des  6  œufs 

qni  lui  restent,  pins  les  i  d'un  œuf  ,  c'est-à-dire   a  œuls  ;  il  lui  en  restt 

donc  4*  Ce  qni  est  conforme  à  Ténoncé. 

ÉQDAHOJHS  ENTRE  PLUSIEURS  INCONNUES. 

* 

333.  L'emploi  de  la  seule  inconnue  x  a  suffi  pour  résoudra 
les  questions  précédentes  ;  mais  comme  on  est  souvent  conduit 
à  plusieurs  équations  entre  plusieurs  inconnues ,  nous  allons 
faire  connaître  comment  on  peut  résoudre  ces  équations. 

334-  Une  seule  équation  entre  deux  inconnues,  ne  suffit  pas* 
pour  déterminer  ces  inconnues ,  car  en  donnant  une  valeur  arbi- 
traire à  Tune  des  inconnues ,  il  reste  une  équation ,  qui  sert  à 
déterminer  l'autre  inconnue.  Une  équation  entre  deux  incon^. 
nues  admet  donc  une  infinité  de  solutions  ;  le  problème  qui 
conduirait  à  une  équation  de  cette  espèce^  serait  donc  indé- 
terminé. Par  exemple ,  si  Von  demandait  deux  nombres  dont 
la  somme  fût  égale  à  12 ,  en  désignant  ces  nombres  par  x  ety ,. 
on  aurait  a:4-y=i2.  Mais  il  est  évident  que  le  problème 

aâmdt  une  io&aité  de  aolutioios,^  les  incoonues  x,  y^  doiyent  dono 
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être  susceptibles  d*une  infinité  de  valeurs.  Et  en  effet  ^  l'équa^ 
tion... 

a;  +  y  =  12  ,  donnant  j^  =  12  —  x, 

la  valeur  àey  ne  sera  déterminée ,  que  lorsqu'on  connaîtra  x, 
Substituant  donc  pour  x  des  nombres  quelconques ,  les  valeurs 
correspondantes  de  y  se  déduiront  de  Téquation  j^  =  12  -^  x. 
Dans  cette  équation . . . 

jt  =  I  ,  donne  j^=i2  —  irjb  iij  i  -♦-"**  11  cfa  11 5 
X  =  a  ,  donne  ^=  la  —  a  4=  10;  a  -h  10  4=  la  ; 
se  =s  iS ,  donne  j^  =  la  —  i5  =fa  —    3  j  i5  -H  {—3)  ^  la. 

On  voit  qiie  ces  valeurs  de  x  et  y  satisfont  au  problème.  Ce 
j^roblème  est  donc  indéterminée 

335.  Deux  équations  entre  deux  inconnues  y  suffisent  pour 
déterminer  les  valeurs  de  ces  inconnues.  En  effet  ^  soient  left 
«cpadons ... 

(0 j  — 07  =  6;         (2) (a?+y)s=ia. 

Chaque  équation  en  particulier  admet  une  infinité  de  solu-^ 
ûons  ;  mais  il  n  existe  qu'une  solution  commune  aux  deux 
équations.  Pour  le  démontrer  ^  on  tirera  de  la  1'^  équation 
y=i6 ^x.  Si  dans  la  seconde  équation^  on  met  pour  j'  sa 
Taleur  (6  +07) ;  alors. . . 

x-\-y:=zi2  deviendra  a?+(6  +  ^)=i2 (3). 

Cette  dernière  équation  donne  a:  =  3  ;  la  valeur  (S  -f-  a;) 
ûe  y  devient  donc  6-f-3,  ou  9.  II  est  facile  de  prouver  que 
ces  valeurs  de  a:  et  y  ,  sont  les  seules  qui  puissent  satisfaire  en 
même  temps  aux  équations  proposées.  En  effet  ;  si  Téquation  (1) 
existait  Sixile ,  6n  pourrait  prendre  pour  x  un  nombre  arbi- 
traire ;  mais  comme  en  vertu  de  cette  équation ,  y  doit  être 
égal  à  (6  -f  ^)  >  la  valeur  de  x  augmentée  de  6 ,  donnerait  j'. 
Or  d*après  l'équation  (2)  ,  la  valeur  de  x  augmentée  de  ^,  ou 
de  (Bj+a:) ,  doit  donner  12.  Le  système  des  équations  (i) ,  (2) , 
'  n*àdmet  donc  que  les  valeurs  de  x,  qui  satisfont  àVéquation  (3)  ; 
nais  cette  équation  n'admet  que  la  valeur  x=  3  ;  Imconnuejf', 
«uujétie  à  être  égale  à  (x  -|-  6)  ^  n'admet  donc  que  la  valeux: 


D'ALGÈBRE.  l8l 

jf  r=  3  -f"  6  =  9  ;  donc  enfin  les  équations  proposées  nW- 
mettent  que  les  valeurs  x  =  3,  y  =:  9.  Ces  valeurs  satisfont 
aux  équations  (1)  et  (2),  car  elles  donnent. . . 

^  — a:  =  9  — 34=6-,     a:+j^  =  3  +  9=#i3. 

Les  équations  (1) ,  (2) ,  traduites  en  langage  ordinaire,  condui- 
sent  à  ce  problème  :  Trouver  deux  nombres  jetx^  dont  la  diffe-' 
rence  soit  6  et  la  somme  la.  Ces  nombres  sont  9  et  3,  car  leur 
différence  est  6  et  leur  somme  est  la.  La  règle  du  n*  i5i  de 
mes  Notes  sur  rArithmétique  de  BeZOUT  ,  conduit  au  même 
résultat;  car  d'après  cette  règle. . . 

"le  phis  grand  nombre  ^  la  dcmUsomme ,  plas  la  demi-différ.'  =  —  -|-  -  =^  9  ; 

fi 
le  plof  petit  nombre  =:  la  demi-somme ,  moios  la  demî-diiFer.  =  — •  —  -.4=:  3- 

336.  .La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  résoudre  les 
équations  (1  )  et  (a) ,  pouvant  s'appliquer  à  deux  équations  quel- 
conques du  premier  degré  entre  deux  inconnues ,  nous  établi- 
rons cette  règle  générale  :  Pour  résoudre  deux  équations  du 
premier  degré  entre  deux  inconnues;  tirez  d'une  équation  la 
valeur  d'une  inconnue ,  comme  si  Vautre  inconnue  était  dé^ 
terminée.  Substituez  cette  valeur  de  l'inconnue  dans  Vautre 
équation.  Le  résultat  sera  une  équation  du  premier  degré  à 
une  seule  inconnue ,  que  vous  pourrez  résoudre  au  moyen  de 
la  règle  dun^  z^^.  L'une  des  inconnues  étant  ainsi  déterminée , 
on  substituera  sa  valeur  dans  l'expression  de  Vautre  inconnue  » 
ce  qui  déterminera  la  valeur  de  cette  seconde  inconnue.  Par 
,t2emplé^  étant  données  les  équations. . . 

^x  •¥  7y  =  27  ;    3ox  -h  60^  =  a4o  î 

jOB  tirera  la  Taleur  de  y  de  la  i'«  «équation,  comme  ri  x  était  connu;  o» 
li  donnera.... 

:r  =  27  — 3xj   J^  =  (a7— 3a:>:7       / 

ilîtaant  cette  Talenr  de  y  dans  la  2f  é^ation ,  le  résoltat  lera  l'e^alio» 
une  seule  inconnue 

3ojc  +  60  .  f  -2 j  =  a4o* 

Cette  ^fqiiation  ^  r^lae  d\'iprcs  la  r^gle  da  n^  3g5 ,  donne  ;r  :=:  3,  SoBciK^ 
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tuant  la  Talear  de  x ,  dans  celle  de  j: ,  on  anra. . . . 

37  —  3x 37  —  3. a 37  —  6 ai  __^  « 

'^"'        7       "^        7       ""       7*    ""T"" 

Ctff  valeurs  dé  x  et  y  satisfont  aux  équatic^ns  proposées ,  car  cQn 
donnent. ... 

Bx  -h    7/  =    3. a  4-    7.3  4=    6  -+-    ai  =^    ^7  î    ^'"^^^    ^7  ^  *7i 
Sojc  -♦-  60^  ==.  3o.a  +  60.3  =|a  60  -h  180  4a  ^o  }    d'où  a4o  =Ja  a|o. 

On  prouverait  ^  comme  dans  le  n^  335 ,  que  ces  valeurs  de  x 
tity  sont  les  seules  qui  puissent  satisfaire  au  système  des  écpia- 
tions  ptoposées. 

La  règle  du  n^  336  est  générale  ;  mais  quelquefois  on  peut 

abréger  les  c^culs,  en  profitant  des  simplifications  qui  se  pré« 

,  sentent;  par  exemple  ,  pour  résoudre  les  équations  du  n®  336^ 

on  peut  diviser  les  deux  membres  de  la  seconde  é^atioA 

par  lo^  ce  qui  donne. . . 

3af  -H  7/  =  a7  ;    3a:  4-  fy  =  a4* 
Retranchant  la  a«  équation -de  la  i^^,  on  aura..... 

(3a:-l-7/)  —  (3x+6^)  =  37  — a4;    on   x=-3., 
La  si^toitntion  de  cette  valeur  dejr  dans  réquatlon  3:t  -f-  7^^=  37 ,  donne....* 

3x  H-  ai  =£  37  9    d'oïl    j:  ==  a. 
Pour  rosondre  les  équations. . . 

•?-.a=o;   y-.x=3, 

on  chassera  Je  dénominateur  x ,  en  multipliant  les  dcns  membres,  de  hk 
!'«  ëquation  par  x  j  ce  qui  donnera. . . . 

^  —  ajc^  o.^ç";    ou   y— 2art=io;    ou   y  =r  or.. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  y  ,  dans  la  a^  eqnation  ,  donne. . .... 

aar— «==3,5    ou    a:  =  3  ;    ^  =  ar="6. 

537.  Deux  inconnues  ne  peuvent  pas  satisfaire  à  plus  Ji 
deux  équations.  De  sorte  qu*un  problème  à  deux  inconnue^ 
devient  impossible ,  lorsqu'il  conduit  à  plus  de  deux  équations^ 
En  effet-,  deux  équationa  déterminant  les  valeurs  des  deuxiihj 
connues  ;  ces  valeurs  ne  peuvent  pas  satisfaire  à  d'autres  éqiiaij 
^ona.  Par  exemple ,  si  Pon  demandait  deux,  nçmbr^s  dont,  m 
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différence  fât  6,  la  somme  iq  et  le  quotient  4-  En  désignant 
ces  nombres  par  x  ety  ,on  serait  conduit  aux  trois  équationê 

y  —  a:  =  G;     x  +y  •=:  la;    y  l  xriz^. 

Les  deux  premières  donnent  x  =  3  ,  j^  =  g  ;  ces  yaleurt 
4e  xety  ^  ne  satisfont  pas  à  la  3"  équation  ^  car  elles  donnent 
ylX=zg  l5c=z3.  Le  problème  proposé  est  doncimpossible. 

338.  Peur  résoudre  trois  équations  du  premier  degré  entre 
trois  inconnues  ;  tirez  d'une  équation  la  valeur  et  une  inconnue , 
comme  si  les  deux  autres  inconnues  étaient  déterminées,  Sub^ 
stituez  cette  valeur  de  l'inconnue  dans  les  deux  autres  équa^ 
lions;  vous  n  aurez  plus  que  deux  équations  du  i"  degré  entré 
deux  inconnues.  La  rè^le  du  n^  336 ,  conduira  aux  valeurs 
de  ces  deux  inconnues  ;  ces  valeurs  substituées  dans  l'expression 
dela^  inconnue  y  détermineront  cette  inconnue.  Par  exemple  ^ 
étant  données  les  équations . . . 

(i)....3x*t- aj^ -f-a=:  i6  j    3x4- 2^4-32=  iSj    aor 4- a/ -♦- «  =  i4 > 
en  tirera  de  ta  i^e  ëqnatîon...» 

5  =  iG—  3x —  aj^. 
Lasnbftîtotîon  de  cette  yaTear  de  z  dans  les  deux  aatrcs  ëqaauons^  donnen... 

aar  -^  ay  -^  a  (  16  —  3.T  —  a^  )  =  iS , 
ax  -h  a^  -h      (16  —  Sx  —  ajr  )  ^  14. 

€fs  épations  ,  rcsoLics  diaprés  b  règle  du  n^  336 ,  donnent  x=a ,  j^:=:S . 
iMTalears  snbiti tuées  dans  Texprcssion  de  Zy  donnent. . . . 

x  =  i6  —  3tr  —  ar  =  î6  — 3.a  —  a.3:4=>4* 
Let  Talenrs  de  x,y  y  z  qoi  satisfont  aux  équations  proposées;  lont  donc.  •  • 

a:r=aî    r=3j    «  =  4. 

Pour  T^rifÀer  rexactîtndc  de  ces  valeurs,  on  les  snbstitnert  dans  les  ^qoa- 
Inotpropose'es^  et  Ton  trouvera  que  les  deux  membres  de  chaque  •qjmtion 
jRnnent  la  raéme  vnlcar  nomeriq^ue^ 

La  forme  des  équations  (r)  permet  de  simplifier  les  calcnls  pr^tfcédent*  £a 
jCrt^  »  FoB  ' retranche  la  S*"  er^uation.de  la  i^e ,  on  aura. . . . 

.  (l3r-*-a^-f-z)-^(ar  4-2j-t-2)=  16— i4f    d'où    x=a* 
Jletnuichant  la 3«  équation  de  la  a«,  il  vient. . . . 

(axH-ajr-v-a*)  — (aar-t-ay-»- a)  =  i8— 14»    dTok    *=4^ 
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La  substitution  de  ces  valeurs  de  x  et/z  dans  la  ï'*  équation  ,  donne. .  •  • 
i6  =  3jf  »♦- 2/-f-«=6-+-2/-+-45    d'ôîi    ajr  =  6j    j^=3. 

339.  Dans  les  exemples  précédens ,  la  résolution  des  équa- 
"tions  du  1"  degré  entre  plusieurs  inconnues ,  a  toujours  conduit 
à  des  équations  du  premier  degré.  Cette  propriété  convient  à 
toutes  les  équations  du  premier  degré.  En  effet,  dans  ces  équa- 
tions ,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  les  inconnues  ne 
^ont  multipliées  que  par  des  nombres  ;  la  valeur  d'une  inconnue 
tirée  d'une  équation  du  1"  degré,  ne  peut  donc  jamais  con- 
tenir d'inconnue  au  dénominateur  ;  la  substitution  de  cette  valeur 
dans  les  autres  équations^  n'introduira  donc  pas  de  dénomi- 
nateurs affectés  d'inconnues  ;  et  les  inconnues  ne  seront  mul- 
tipliées ni  pai^  elles-mêmes-,  ni  par  d'autres  inconnues  *,  les 
'^  équations  qui  en  résulteront  seront  donc  du  premier  degré. 

340.  En  général ,  étant  donné  un  nombre  quelconque  d'équa-* 
,  tlons  du  i"  degré  entre  le  même  nombre  d* inconnues ,  on  pourra 
toujours  trouver  la  valeur  déterminée  de  chaque  inconnue,  Pofir 
y  parvenir  ,  on  prendra  dans  une  équation  la  valeur  d'une 
inconnue ,  comme  si  tout  le  reste  était  connu  ;  la  substitution 
de  cette  valeur  dans  les  autres  équations ,  conduira  à  des  équa^ 
lions  qui  ne  contiendront  plus  cette  inconnue.  Le  nombre  des 
équations  et  celui  des  inconnues  sera  ainsi  diminué  d'un\  Opé^ 
Tant  sur  ces  nouvelles  équations ,  comme  sur  les  proposées  y  on   , 
aura  deux  équations  de  moins  et  deua:  inconnues  de  moins. 
Continuant  ce  procédé  ^  on  parviendra  à  une  seule  équation  du 
1^'  degré  à  une  seule  inconnue.  Cette  dernière  équation  do'n-^     \ 
liera  la  valeur  de  V inconnue  qu'elle  renferme  ;  et  remontant 
aïix  équations  précédentes ,   on  parviendra  aux  valeurs  des    ^ 
autres  inconnues.  Pour  appliquer  cette  règle ,  proposons-nous    i 
le  problème  suivant . . ,  * 

341.  La  somme  de  quatre  nombres  est  14.  La  somme  des    \ 
trois  premiers  ,  augmentée  du  triple  du  4',  donne  24.  La  somme    ' 
fies  deux  premiers ,  augmentée  du  double  du  3^  et  du  triple  du  4%    ?^ 
donne  28.  En/în  le  double  du  1"  nombre  ,  augmenté  de  la' 
^omme  des  trois  autres ,  donne  16.  On  depiande  quels  sont  çe$   L 
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*r€S  ?  Si  l'on  désigna  les  nombres  inconnus  par  x^y^  s,  t  ; 
i  écriture  algébrique  des  quatre  conditions  du  problème ,  con-^ 
dra  aUx  quatre  équations ... 


(3). . .    X  -♦-  y  -♦-  a*  -h  3f  =  a8  - 
(4)...  ax -♦-/ -+•    «-h    c  =  16. 


(l).  ..XH-jr-+.«-+-     t=l4 

(2). . .  X  -♦-  ^  -h  «  -^  3t  =  24 
i'*  éqnadoni  donne. . . . 

«  =  14 — X — jr  —  «. 
rLa  sobstitation  de  cette  valeur  de  {  dans  les  trois  antres  équations ,  donne. % . 

^.  x-hjrn-    z  -+.  3  (14  — X  —  /  —  a)  =  a4 

jt  -♦-  jr  -+.  a«  -♦-  3  (  i4  —  *  —  7"  —  *  )  =  28 
!iX  -h  jr  •+•    Z  "¥•       (i4»-x— y  — s)  =  i6. 

Ces  ëqnations  se  re'duisent  à. . . . 

ar  -h  jr  -f-  a^  g  j    ox  -4-  ay*  -4-  2  =  i4  j    x  =  a. 

Sobstituant  cette  valcnr  de  x  dans  les  deux   éijuations  précédenteii  elles 
^bnnent. . . . 

/■f«=9 — *=9— 2437  ;   aiX-4-«=  14 — ax=i4  — 44=  *<'• 

1 

^  On  dre  de  la  t^^  équation  «  =;  7  — jr  ;  metunt  (7  — ^  )  au  lieu  de  a,  dans, 
^  la  a»  équation ,  on  aura. . . . 

^  io  =  ajr-+.a=:ajr^<7— jr)=jr+7j    d'où    /=3j 

^  on  en  déduit.... 

i.      .    ,  «  =  7--/  =  7— 3  4=4- 

\.  Enfin,  la  snbstitndon  de  ces  valeurs  de  x ,  / ,  2  dans  celle  de  t,  domte. . .  • 
V  t  =  i4  — X  — y  — s  =  i4^a  — 3  — 44=5i 

L 

\  àxmz x=:2;   j*  =  35    2  =  4)    <  =  5. 

r  Ces  nombres  satisfont  h  toutes  les  conditions  du- problème  ;  car  leur 
I  «HDme  est  14 ;  la  somme  des  trois  premiers,  augmentée  du  triple  du  4*« 
'  donne  34  7  ^^  somme  des  deux  premiers ,  augmentée  du  double  du  3«  et  du 

tnpie  du  4S  donne  a8;  enfin,  le  double  du  i^r,  augmenté  de  la  somme  des 

trois  autres  ,  donne  16. 

On  peut  simplifier  les  calculs  précédens.  En  effet ,  si  Ton  retranche  Téqua- 
tion  (i)  de  iMqnaiion  (a) ,  les  inconnues  x,y ,  z  disparaîtront ,  et  il  restera. . . 

Si  —  £  =  24  —  i^i  d'où  t  =  5. 
Reti;anchant  l'équation  (a)  de  Péquadon  (3) ,  on  tronvera.. . . . 

az  — «s=a8  —  a4  5  d'où  2  =  4* 
fictraacbloit  réqnadon  (i)  de  l'équation  (4);  il  reste  x=a.  Enfin,  la  snbsti- 
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tmion  des  valears  àt  x  ,  * ,  t  dans  l'une  des  ëqnatioi»  propOM^es,  coiu 

34^.  L'application  àe  la  règle  du  n°  34o  ,  peut  offrir  qu 
que  diiGcuhé ,  lorsque  toutes  les  inconnifes  n'entrent  pas  â-! 
fois  dans  chaque  équation.  Il  faut  alors  examiner  avec  soin 
forme  des  équations  proposées.  On  en  déduit  les  valeurs  ( 
inconnues.  £n  voici  des  exemples. . . 

/"*  exemple,  Rt'sondre  les  éqaations.... 

aT-+-i=;5;    jr — ;^  =  a;    x -*- a/ -*- 2  =s  17. 

f 

La  ii^e  ^nation  donne  jr  =  3  ;  la  substitution  de  cette  valeur  de  jr  du 
la  3*  équation  ,  conduit  à  ^  =.T-f-  3  =  4  j  la  3«  équation  donne.... 

«=  17— a:  — 3/ =17— 2  —  r.i=f=7>     *^^^^    x=2j    jr  =  4i    *  =  ; 
//*  exemple.  R<^soU'ii:e  les  <^quations. . . . 

La  même  inconnue  n'entrant  pas  dans  les  deux  premières  équations  >  ces  ëqu 
tions  n'établissent  aucune  liaison  entre  x,  yett  fZ.  On  ne  tirerlUt  doue  aoci 
parti  de  leur  combinaison.  Mais  avec  an  peu  d'attention ,  on  Toit  que  1 
deux  dernières  équations  conduisent  à  la  Taleur  de  y  ,  car  en  TeCnmdni 
la  4^  équation  de  la  3^,  il  vient. . .  « 

(x  —  z)  —  (jt— a— /)  =  a— êj    d'oîi    y  =  a. 

La^  1"  équation  donne  alors.  ...af  =  5  —   jr=:5  —  a=^3; 

La  3«    équation  donne 2  =  t—    a  =  3  —  asjsij 

La  a»    équation  donne t  =  4  •*"  3z  ='  4  •*"  2  =^  a. 

///*  exemple.  Résoudre  les  équations 

X'\-jr=zi2;    s.' — j^r=6;     arH- 2^  =  17;    ar4-2  +  <  =  i0' 

Comme  on  a  quatre  équations  pour  déterminer  quatre  inponnufs ,  t 
problème  paraît  possible  j  mais  les  inconnues  x  ,  y  entrant  seules  dam 
les  trois  premières  équations,  il  est  impossible  de  satisfaire  à  ces  éqnationi. 
En  efFet ,  \q.%  deux  premières  donnent  jr  =  9,  7"=  3  j  ces  valeurs  de  jr  eijf 
ne  satisfont  pas  à  la  3^  équation,  car  elles  donnent. .  • . 

a: -f- a/ =  9 -h  a .3  =  i5. 

//  est  donc  impossible  de  satisfaire  aux  équations  proposées^ 

343.  Les  t-emarques  du  n*  agS ,  conviennent  aux  équation! 
du  1*"^  degré  entre  plusieurs  inconnues  ;  car  ,  lorsqu'on  a  autant 
d'équations  que  d'inconnues ,  on  parvient  à  une  seule  équation 
€ontcjiani  une  seule  inconnue,  et  d'après  ce  quon  avu,  UpiH^ 
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^^mivef  (fu'e  cette  équation  soit  possible ,  impossible  y  ou  indé^ 
.  ixfminée,  Nons  nous  bornerons  à  en  donner  des  exemples , 
?podr  deux  équations  du  premier  degré  entre  deux  inconnues, 

f"^  exemple. ... 

j:-t-jr  =  5;    ar4-3^=ï3....    {équations  possibles ). 

Ces  équations  peuvent  exister ^  car  on  en  dodnit  arp:2,^  =  3.  Ces 
?aleim  sont  les  seules  qui  puissent  satisfaire  en  mdoie  temps  aux  équations 
(nroposées. 

Xf»  exemple...» 

a:+jr=:5j    aT+îij  =  T3....    (  équations  impossibles  ). 

R  n*existe  aucunes  valeurs  de  x  et  y  qui  puissent  satisfaire  en  même 
temps  au  système  de  ces  t'quatinns  ;  de  sorte  que  ces  équations  sont 
impossilfles.  En  ciFet,  la  ire  «quation  donno  y  raS— jr  j  la  substitution  àm 
cette  valeur  de  jr  dans  la  a*  tlquation ,  conduit  k 

'^.       ax-t-a  (5  — jr)  =  i3,     ou     ior=  i3 {résultat  ahsurde).^ 

fr  Le  système  des  équations  proposées  ne  peut  donc  pas  exister,  puisqn^il 
Mqppote  qnc  10  est  égal  à  i3.  Ainsi,  tout  problème  qui  conduirait  à  de 
\  -Ifàld  équation^  ,  serait  absurde. 

Pour  conceroir  comment  deux  tquaiîons  entre  deux  inconnues  pcnvent 
i  kn  absurdes  ,  il  faut  rcmai-quer  que  chaque  (iqaalion  en  parliculior  admet- 
t  tmt  une  infinité  de  solutions  ;  il  peut  arriver  qu'aucnne  solution  d'onc  ëqua- 
[^  tioB  ae  satisfasse  à  Tautre.  Dans  ce  cas ,  qui  est  celui  dos  équations  propo- 
;  ife,  ancunéa  valeurs  de  x  et  y  ne  peuvent  satisfaire  en  m^me  temps  aux  deux 
^,  ^^tions^Pensembledeces  cqviationsoxpn^ie  alfirs  une  al)sm'clitc,  etPalgôbre 
I  l'iadique  ,  en  conduisant  h  une  équation  impossible,  telle  que  10=  i3- 
;   En  examinant  avec  soin  les  éqnations  proposées ,  on  voit  qu'elles  ne  peuvent 

pas  exister  en  même  temps  j  car  la  i  '•  dit  que  (  x  r*-  K  /  <'*^  *  n^^  à  5  j  le  double 
,  ^e  (x -t-y) ,  ou  (ax  -^ ^f^,  est  doncjégal  à  10 ,  en  veitu  de  la  i»"»  équation. 
'  Mais  la  2*  équation  exige  que  la  m^me  quantiii.'  {2X  ■+•  ay  )  soit  t'palc  h  i3. 

Ia  a«  équation  est  donc  évidemment  en  contrafhciion  avec  la  prcmièrci 

///*  exemple 

x-f-jr=:5j     3x-+-3^y=îo..,.     (  équations  indéterminées). 

.  U  existe  une  infinité  de  valeurs  de  xet  y  qui  satisfont  au  système  de 
ces  équations  y  de  sorte^ue  le  problème  qui' conduirait  a  ces  équations , 
^ait  indéterminé.  En  effet ,  la  ire  équation  donne  y  ==  5  —  x  j  substi- 
tuant cette  valeur  àe y  dans  la  2^  équation  ^  il  vient. ... 

ar-t-2(5  —  x)  =  ioj    on    ax— arsja  10— ro. 

Ççtt^  iàentité  ad/nct  une  infinité  de.  valeurs  aibiin-urcs  de  x  j  ces  valeon 


r 
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f  _ 

sobsticii^s  dans  la  Tajcnr  (5-^qc)  âey,  donneront  nne  infinité  de  talenié 
correspondantes  de  y.  De  sorte  qne  les  équations  proposées  admettent  une  j 
infîniié  de  solutions;  on  dit  alors  qu'elles  sont  indéterminées»  Pac exemple  >-  - 

ar=  a,  donne  j^  ==  5 — jc=5  — a4=3. 

Ces Taknrs  satisfont  aux  équations  proposées,  car  elles  donnent. ... 

àr  +  jrrs  3 -♦- 3=f=5f    aj:-*-ay=  a.2  4- 2.34=  10. 

Pour  concevoir  comment  deux  équations  entre  deux  inconnues  peuvenC.  ^ 
admettre  une  infinité  de  solutions,  il  suffit  d'ohserver  que  la  a«  équation  ..j 
peut  être  une  conséquence  immédiate  de  la  i^^'^  de  sorte  que   toutes   les 
valeurs  de  j:  et  y  qui  satisfont  à  la  i'«  équation,  conviennent  à  la  a«.  On  n'a 
donc  alors  qu'une  équation  pour  deux  inconnues  ;  ces  inconnues  sont  donc 
susceptibles  d'une  Infini t^^  de  'Valeurs  (n«334)»  C'est   précisément   ce  qui 
arrive  dans  le  dernier  exemple  ;  la  Tfi  équation  n'est  que  la  T'e,idont  on   a 
multiplié  les  deux  membres  par  a.  Les  inconnues  :r  et  y  ne  sont  donc  assu-     • 
Jéties  qu'à   satisfaire   à    la  i^e  équation   x  -i^y  z=:5  j  ces  inconnues  sont   ^ 
donc  susceptibles  d'une  infinité  de  valeurs.  J 

344-'  Les  exemples  précédens  suffisent  pour  faire  voir  que  3 

dans  les  problèmes  déterminés,  le  nombre  des  équations  qui  j 

expriment  des  conditions  différentes ,  doit  être  égal  à  celui  des  1 
inconnues.  En  général ,  lorsqu'on  a  autant  d* équations  que 
d'inconnues ,  le  problème  est  déterminé.  Lorsque  le  nombre  des 

inconnues  surpasse  celui  des  équations  ^  le  problème  est  indé^  .  j 

terminé.  Enfin ^  lorsqu*on  a  plus  d' équations  que  d'inconnues ,  \ 

le  problème  est  impossible.  On  suppose  que  les  équations  [sont  ; 

essentiellement  dijférentes ,  c'est-^à-dire  ^  qu'elles  ne  peuvent  pas  3 

se  déduire  les  unes  des  autres.  .; 


Problèmes  qui  conduisent  à  un  nombre  d* équations 

égal  à  celui  des  inconnues. 


\ 


345.  Nous  sommes  parvenus  à  résoudre  des  questions  très- 
compliquées  ,  avec  une  seule  inconnue.  On  va  voir  que  des 
problèmes ,  dont  les  énoncés  sont  très-simples ,  peuvent  exiger 
remploi  de  plusieurs  inconnues. 

346.  Un  marchand  a  des  vins  de  liqueurs  de  deux  qualités. 

8  bhuteilles  de  la  1^'  qualité ,  plus  10  de  la  z' ,  valent  180^;    1 
st  3  houteilfes  de  laV*  qualité^  plus  7  de  la  2%  coûtent  87^-    i 
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On  demande  le  prix  de  la  bouteille  de  vin  de  chaque  espèce. 


fsay"'  le  prix  d'une  bouteille  de  22®  qualité.  Alors  »  8  bouteilles 
le  !'•  qualité ,  plus  10  de  a*  qualité ,  coûteront  Sx*  +  loy*"; 
çt  3  bouteilles  de  la  i"^*  qualité ,  plus  7  de  la  â""^  coûteront 
Sz**-!-  jy*.  yisisy  d'après  renoncé^  ces  deux  sommes  doivent 
ktt  iBo*"  et  87^  ;  donc. . . 

9      .  Q     >  5  on  en  dédait  {  ^ 

On  voit  donc ,  que  la  bouteille  de  vin  de  V  qualité  coûtm 

iS*,  et  que  celle  de  a'  qualité  coûte  6^.  En  effet,  8  bouteille» 

i5**,  pins  10  à  6*,  valent  lao^  plus  60^,  ou  180*"  ;  et  3 

tilles  à  i5^,  plus  7  à  G*",  valent  45^  plus  4»^,  ou  87^, 

347.  Deux  couriers ,  qui  marchent  l'un  vers  l'autre,  sont 

en  même  temps  de  deux  endroits  distans  de  io5  lieues  ; 

jour,  le  1"  Courier  parcourait  a  lieues  déplus  que  la 

précédent ,  et  le  second  parcourait  3  lieues  de  plus  que 

veille.  Ces  couriers  se  sont  rencontrés  après  six  jours  de 

xhe ,  et  le  second  a  parcouru  9  lieues  de  plus  que  le  pre^ 

'.  Combien  chaque  courier  a^t^il  parcouru  de  lieues  le  pre^ 

jour?  Si  l'on  désigne  ces  chemins  par  x  et  y  lieues,  on 

'a  que  d'après  l'énoncé ,  les  nombres  de  lieues  parcourues 

six  jours  par  les  couriers,  sont. . , 

*-f-(x-«-a)-»-(j:-4-4)  "♦•(jf-+"6)-+-(j^-^  8)-^(x^-Io)  ;    ou    (6a:H-3o)j 

ir'*-Cr-*-3)-^(r-+"6)-*"(r"+-9)-<-(/-+-ïî»)-*-(r->-i5);  ou  (6y^45). 

la  somme  des  chemins  parcourus  par  les  couriers,  pour 
river  au  point  de  rencontre,  doit  être  égale  à  la  distance 
lienes  des  points  de  départ ,  et  le  a^  courier  a  dû  par— 
9  lieues  de  plus  que  le  premier  ;  donc . . . 

+  3o)  +  (6y+45)  =  io5-,  (6y  +  45)=(Gx+3o)+9j 

Ces  éqnations  donnent  a:  =  3,  et  y  =  a.  Ainsi ,  les  chemins 

:ourus  le  i"jour  par  les  couriers, sont  3  lieues  et  a  lieues.  En 

ici  }apreuve^  pendant  six  jours,  le  i*^  courier  aura  parcouru 
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(3  +  5  +  7+  9  +  il  +  *3)  lieues,  ou  48  lieueô  ;  etiar 
du  2*  Courier  sera  (2  +  5  +  8  +  11  +  14+17)  lieues 
57  lieues.  Là  somme  de  ces  chemins  est  la  distance  io5Ii 
des  points  de  départ;  et  le  2*  courier  aura  fait  9  lieues 
plus  que  le  1",  comme  Ténoncé  l'exige. 

548.  Pour  résoudre  le  problème  du  n°  148,  par  l'algèl 
on  supposera  que  les  joueurs  entrent  au  jeu  avec  x*,  y*"^ 
'Comme  le  1"  joueur  perd  la  i'*"  partie  ,  il  donne  y^ 
2*  joueur  et  *"""  au  3*  ;  il  ne  lui  reste  donc  que  x^  —  y*"—; 
et  par  conséquent,  à  lafm  de  la  i^^  partie  y 

Le  i*^  joueur  a  (x  —  y  —  z)^ ,  le  2'  a  2y*",  et  le  3'  a  q 

A  la   seconde  partie ,   le   2*   joueur  ,    qui   a    sy*" ,  p 

Çx — y  —  z)*  avec  le  1"  joueur  ».  et  22»*  avec  le  3*  ;  il  ne 

"•reste  donc  que  zy^  —  (x  — y  —  z)^  —  qz^  ,  ou  (3^^ — a;  —  2 

les  deux  autres  ont  doublé  leur  argent  ;  donc  à  la  fin  d 

a*  partie... 

Le  1  '^joueur  a, .  2  (x— ^ — z)"^,  le  2  'a  (3y — x-^z)^,  et  leZ'ai 

Enfin ,  comme  à  la  3®  partie  >  le  3*  joueur,  qui  a  4^*",  ] 
a(x— j'  —  z)^  avec  le  i*"^  joueur,  et  (3y  — a;-^a)*"  î 
le  2*  *,  il  ne  lui  reste  que  /^^ —  2  (x  — j'  — ^  2.)^ —  (3^'  —  x — î 
ou  (72  —  X — yY'\  mais  les  deux  gagnans  ont  doublé 
argent;  donc  à  lafm  de  la  3'  partie ,  ... 

Le  i*"  joueur  a  4  (y-^ — ^V^}  le  1"  a  ^  (Sj* — x — 2)*,  le  3«  a  (75 — x~^ 

Mais ,  d'après  Ténoncé  ,  chaque  joueur  doit  alors  avoir  s 
Ou  a  donc. . . 

4(^ — y — z)z=zs^^\  2(3y — x— 2i)  =  24;  (jjz-^x — j')  = 

Pour  abréger  les   calculs,  on  divisera"  les  deux  meinb 
de  la  1"  équation  par  4  *  ®*  c^wx  de  la  2*  para,   ce 
donnera.  • . 

x-^y — 25=6;  Zy — x — z=i2  ;  'jz-^x — ^^1=24. 

-    La  résolution  de  ces  trois  équations,  donne... 

a?  =  3g;    ^  =  21;     5=12. 
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^joueurs  avaient  donc  39^9  ^i^,  et  loi^,  en  se  mettant  au 
Ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  du  n**  148. 

Si  l'on  applique  les  mémet  nifonnemens  an  probième  da  n9  1^9 ,  <m 

|jBHdiiic  aux  ëc£iiadoiu. ... 

Il 

dédaira ,  après  avoir  diyiii  les  deux  membres  de  la  i'*  par  4  >  et 
[dt  la  seconde  par  a  ;. . .  x  =  36  ,y  =:  30  ^  x  =  10.  De  sorte  quV/i  sa 
au  jeu  f  le  i""  joueur  await36^,  le  a*...  30'''',  et  le  3«..,  lo^. 
li  sVcoorde  avec  le  résultat  du  n^  i^g, 

isi.  Drnns  la  question  du  n*  i5o ,  on  supposera  que  les  joueurs  enirenê 
bs  atfec  n*,  j"^,  z^,  t^;  ce  qal  conduira  aux  équations. . . . 

»(  *— r— «-0  =  40;  4(3r-^  — «— «)=20i 

a  (7*  —  * — Y  —  t}  =  io;       i5«  — x — /  —  s  =5; 
pi  dédiûra. ... 

X  =  4^9  y  =  2M>5    «=105    «  =  5. 

que  les  joueurs  sortent  du  jeu  avec  autant  dC argent  qu'ils  em 
\t  d'abord  ^  ce  qui  s'accorde  avec  le  rcsoltac  du  n»  i5o. 

r.  En  comparant  les  solutions  des  no*  148,  i49  >  i^  >  &^^  celles  dca 

*>  349  y  35o  y  on  verra  que  pour  résoudre  les  problèmes  des  joueurs  , 

étiqum  a  davantage  sur  Valgèbre;  c«  qui  mifie  la  remarque  du 
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552.  jLIans  la  première  Partie  de  ces  Élémens ,  nou 
fait  connaître  comment  on  a  été  conduit  à  inventer  des 
pour  représenter  les  inconnues  et  indiquer  les  opération, 
en  avons  déduit  le  moyen  de  résoudre  les  problèmes  1 
compliqués.  Dans  cette  seconde  Partie,  nous  parvien( 
des  résultats  plus  généraux  ,  en  représentant  les  n 
connus,  par  des  caractères  indépend  an»  de  toute  valei 
ticulière.  Les  caractères  adoptés  sont  les  premières  let 
Talphabet.  On  verra ,  que  la  substitution  des  lettr 
nombres  connus ,  offre  les  avantages  suivans  : 

353.  Les  résultats  auxquels  on  parvient  sont  générai 
indiquent  quelles  sont  les  opérations  à  faire  sur  les  qu 
connues ,  pour  en  déduire  les  valeurs  des  inconnues  ;  il 
nissent  la  solution  de  toutes  les  questions  de  la  même  t 
et  ils  donnent  directement  la  valeur  de  l'une  quelconq 
quantités  qui  entrent  dans  renoncé  du  problème,  ce  qui^ 
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Jù  Solution  de  tous  les  problèmes  qui  résultent  de  celui  qu'on 
a  résolu ,  quand  on  y  considère  pour  inconnue  tune  quel"-- 

j  conque  des  quantités  qui  entrent  dans  son  énoncé.  Si  après 
avoir  résolu  une  question  en  attribuant  certaines  manières  d'être 
aux  quantités,  on  veut  la  résoudre  en  attribuant  des  manières 
d^être  directement  opposées  à  quelques-unes  de  ces  quantités  ; 
ilsiffity  dans  les  formules  relatives  à  la  1"  question  ^  de  chan^ 
ger  les  signes  des  quantités  qui  prennent  des  acceptions  opposées; 
et  réciproquement ,  si  deux  formules  ne  diffèrent  que  par  les 
signes  de  quelques  quantités ,  ces  formules  appartiennent  à  deux 

'  questions  qui  ne  diffèrent  quen  ce  que  les  quantités  affectées 
désignes  différens ,  ont  des  acceptions  opposées;  de  sorte  que 
connaissant  un  énoncé ,  on  peut  en  déduire  "t autre.  Ces  im- 
portantes propriétés  se  déduisent  des  problèmes  que  nous  allons 
résoudre. 

554-  ^  somme  de  deux  nombres  est  12  ;  leur  différence 
èft  6;  quels  sont  ces  nombres  ?  Désignons  par  x  le  plus  petit 
des  deux  nombres-,  le  plus  grand,  qui  est  égal  au  plu»  petit 
plus  la  différence ,  sera  (a;  -j-  6)  ;  mais  la  somme  de  ces  deux 
nombres  est  lâ  ;  donc 

III en  d^ait.... 

2x-t-6=:i2;    aj:  =  ia  — 6;    ax  =  6j    â:  =  3i. 

Le   plus  petit   nombre  x  =  3. 

Le  plus  grand  nombre  (x -4-6)  =3 -1-6=9. 

Les  nombres  3  et  g ,  satisfont  à  toutes   les    conditions  da 
^problème;  car  leur  somme  est  la,  et  leur  différence  est  6. 

■ 

Si  l'on  prenait  d'autres  nombres  pour  la  somme  et  la  dif-*». 
férence ,  le  résultat  changerait  -,  mais  les  raisonnemens  et  les 
^fpérations  à  faire ,  pour  déduire  le  plus  petit  nombre  et  le 
grand ,  de  la  somme  et  de  la  différence ,  resteraient  les 
les.  Par  exemple  ,  si  Ton  proposait  ce  problème ... 

355.  La  somme  de  deux  nombres  est  1 5  ;  leur  différences 

3.   (^uels  sont  ces  nombres  ?  Comme  cet  énoncé  ne  dif- 

rç  du  précédent  ^  qu'en  ce  que  les  nombres  1 5  et  3  ^  rem'* 

i3 
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placent  la  et  6  ^  il  suffirait  d'opérer  sur  la  somme  1 5  et  II 
difTérence  3  ,  comme  on  a  opéré  (n*  354)  sur  la  somme  'la  et 
la  différence  6  ;  de  sorte  que  la  solution  de  notre  problème 
se  déduirait  de  celle  du  n*  354  >  ^^  7  substituant  à  la  somme  la 
et  à  la  différence  6  ^  la  nouvelle  somme  1 5  et  la  nouvelle  dif* 
férence  3.  Ce  qui  conduirait  à  cette  solution. . . 

Désignons  par  x  le  plus  petit  des  deux  nombres  ;  le  plu 
grand,  qui  est  égal  au  plus  petit  plus  la  différence  ,  sera 
(x+  3)  ;  mais  la  somme  de  ces  deux  nombres  est  i5\  donc... 

jr  +  (x-+-3)r=:i5; 
on  en  déduit .... 

ar4"3=i5;    ar  =  i5  —  3j    aj:=:ia;    j:  =  fi.  \ 

Le  plus  petit  nombre  x  =  6. 

Le  plus  grand  nombre  (j:-f-3)=6  +  3  =  9. 

Les  nombres  6  et  9  ,  satisfont  à  toutes  les  conditions  Ai  < 
problème,  car  leur  somme  est  i5,  et  leur  différence  est  S.  - 

356.  Il  suit  de  la  comparaison  des  énoncés  et  des  solutioni 
des  deux  problèmes  précédens^  que  si  Ton  change  les  valeint  ^ 
numériques  des  quantités  connues^  alors  les  valeurs  numérique» 
des  inconnues  changent  aussi  ;  mais  les  raisonnemens  et  les  opé^ 
rations  à  faire ,  pour  déduire  les  inconnues  des  quantités  con« 
nues ,  restent  les  mêmes  ;  et  par  conséquent ,  pour  résondrs 
toutes  les  questions  qui  se  déduisent  d'un  même  énoncé ,  en  jr 
changeant  les  valeurs  numériques  des  quantités  connues ,  il  faat 
continuellement  répéter  les  mêmes  raisonnemens.  Ces  remar- 
ques sont  générales  -,  car  la  solution  d*un  problème  est  toujours 
composée  de  deux  parties  essentiellement  différentes  ;  savoir ^ 
la  valeur  numérique  du  résultat ,  et  les  opérations  faites  pour 
l'obtenir.  Comme  ces  dernières  ne  dépendent  que  des  condh 
lions  du  problème ,  dans  toutes  les  questions  de  même  es-^ 
pèce  (*),  on  parvient  au  résultat,  en  effectuant  les  mêmci 

'   '  '  '    '      \  '   '        '  '  "^ 

{*")  Par  questions  de  même  espèce,  nom  entendons  ici  celles  <pii  m 
dififêrent  que  par  les  valeurs  numériques  des  quantités  connues.  Dam  et 
t4;ns  ,  les  questions  des   no*  354  ^^  ^^^  *^"'  ^c  même  espèce.  Je  previeni 

2ue  les  quantités  connues   qui    entrent  dans  une  question,  s 'appellent  ks  ' 
années;  ainsi  dans  la  question  du  n*  354  >  Iw  données  sont  la  «t-6. 
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t)pératioii8  sur  les  données.  Conséquemment ,  si  le  résultat 
tonservait  la  trace  des  opérations  faites  pourTobtenir,  comme 
il  offrirait  le  tableau  exact  des  opérations  à  faire  sur  les  quan- 
tités  connues^  pour  en  déduire  les  valeurs  des  inconnues ,  il 
aurait  le  grand  avantage  de  donner  un  moyen  facile  de  résoudre 
toutes  les  questions  de  même  espèce  ,  sans  être  obligé  de  re- 
commencer continuellement  les  mêmes  raisonnemens.  On  ne 
peut  atteindre  ce  but  en  employant  des  nombres  déterminés , 
parce  qu'alors  on  effectue  tous  les  calculs ,  et  le  résultat  ne 
conserve  aucimes  traces  des  opérations  faites  sur  les  données 
delà  question  ;  ainsi,  par  exemple,  la  somme  de  deux  nom- 
bres étant  lâ  et  leur  différence  6  ,  nous  sommes  parvenus,  au 
moyen  de  certaines  opérations ,  à  découvrir  que  3  et  g  étaient 
^tes  deux  nombres;  mais  à  l'inspection  de  ces  résultats,  >I  est 
impossible  de  déterminer  par  quelles  opérations  ils  se  déduisent 
des  données  6  et  12.  Le  moyen  le  plus  naturel  de  le  décou- 
.  vrirjCst  de  chercher  à  résoudre  la  même  question,   en  ne 
donnant  aucunes  valeurs  particulières  à  la  somme  et  à  la  dif-« 
f  firence  ;  les  formes  des  résultats  auxquels  nous  parviendrons, 
étant  indépendantes  des  valeurs  numériques  des  données,  in- 
diqueront les  opérations  à  faire  sur  les  nombres  connus  pour 
*n  déduire  ,  dans  toutes  les  questions  de  la  même  espèce  ,  le*» 
-^  valeurs  des  inconnues.  Traitons  donc  le  problème  du  n*  354 
de  cette  manière  générale. . . 

357.  La  somme  et  la  différence  de  deux  nombres  sont  connues  ; 
i>n  demande  quels  sont  ces  nombres  (^B.  n°  i5i).  D*après  cet 
tQoncé . . . 

I  Le  plus  grand  nombre  )    .    1      M*  somme  > 
[  \     plus  le  plus  petit ,        )  i     donnée.    > 

Pour  que  cette  e'galité  ne  renferme  qu^une  inconnue  ,  on  remplacera  le 
1^  grand  nonxbre  par  sa  valeur ,  qui  est  le  plus  petit  nombre  plus  la 
ëifliSrence  j  ce  qui  donnera  .*. .  • 

(  Le  plus  petit  nombre  ;>/i«  la  différence  >    ,    ^^    Cl»  somme  1^ 
\  plus  le  plus  petit  nombre,       )   ^^      (  donnée,    f 

Comme  k  premier  membre  de  celle  dcmiifrc  égalité  renferoBc  4m  foîf . 


la  somme 
donnée. 
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ic  plus  petit  nombre  ei  la  différence,  on  peut  écrire... V 

f  ^  I  a  fois  le  plus  petit  nombre  )    ,    ,     ( 

^^ \        p/«.ladi£Krence         /  ^g»''  ( 

Retranchant  la  différence,  des  deux  membres  de  celte  égalité ,  on  aura. . .  ^ 

çp\  S  a  fois  le  plus  I    ,    "u  f  ^  somme  moins  \ 

^    ^ t    petit  nombre  j   ^^^  \      la  différence,     f 

Divisant  les  deux  membres  par  a ,  il  viendra. , . . 

/^  C  Le  plus  petit  >    .    .    (la  demi-somme  moins  \ 

\       nombre       /  i     la  demi-différence.     / 

Si  Ton  ajoute  la  différence  aux  deux  membres  de  Tégalité  ( C) ,  on  aura.,  ig 

C  Le  plus  petit  nombre  ï    ,    -     f  la  demi-somme  moins  la  demi-  1 
(     plus  la  différence     3  ^^^     \     différence  plus  la  différence.     / 

Mais  le  plus  grand  nombre  est  égal  an  plus  petit  nombre  augmenté  de  ta 
différence ,  et  lorsque  de  la  différence  on  6te  la  demi-différence ,  le  résultas 
nrprime  la  demi-différence.  L'égalité  précédente  devient  donc. . . . 

-yj.  i  Le  plus  grand  )    ,    ,     (  la  demi-somme  ;?/m5  > 
4      nombre        j     °       (    la  demi-différence.     / 

358.  Les  formules  (C) ,  (D) ,  donnent  les  valeurs  générale^ 
du  plus  petit  nombre  et  du  plus  grand;  elles  indiquent  quelle^ 
sont  les  opérations  à  faire  sur  les  nombres  connus ,  pour  en  dè^ 
duire  immédiatement  les  valeurs  des  inconnues.  En  voici  de» 
•xemple^ . .  ; 

10.  Si  la  somme  éuit  la  et  la  différence  6  (n<*  354)  >  ^^  formules  Cfl> 
donneraient..... 

Le  plus  petit  nombre  =  6  —  3  =  3; 

Le  plus  grand  nombre  =  6  +  3  =  9.  j 

ao.  Si  la  somme  étaif  1 5  et  la  différence  3  (n»  355),  les  mêmes  formulée 
4onneraient. .. . 

Le  plus  petit  nombre  = =  —  =6; 

I  r  r  2  2  3' 

Le  plus  grand  nombre  rr: 1 —  =  —  :=g. 

des  résultats  s^accordent  avec  ceux  des  n^*  354  ^^  ^^^* 

I 

359.  Ce  qui  précède  doit  faire  voir  que  pour  obtenir  des  ; 
formules  générales ,  propres  à  résoudre  toutes  les  questions  de  j 
Aémê,£spèGê,  il  ne  faut  assigner  aucunes  valeurs  particulier 


>t 
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;  DONNÉES.  Mais  ces  solutions  générales  entraînent  dans 
longueurs  qui  tiennent  à  ce  que  les  diverses  opérations  et 
quantités  connues  et  inconnues  sont  écrites  en  toutes  lettres, 
moyen  qui  dut  bientôt  s'oITrir,  pour  abréger  ces  solutions , 
sans  doute  d'employer  les  signes  algébriques ,  et  d'écriro 
abrégé  les  quantités  connues  et  inconnues.  On  représent» 
ic  chaque  quantité  connue  par  une  lettre;  et  pour  que  cetto 
re  pût  continuellement  rappeler  ce  qu'elle  représentait,  oa 
:  choisir  les  lettres  initiales  des  noms  des  données. 

)6o.  Si  Ton  applique  ces  remarques  au  problème  du  n°357« 
is  lequel  il  s'agissait ,  connaissant  la  somme  et  la  différence 
deux  nombres ,  de  trouuer  chacun  d'eux.  Ou  désignera  la 
ime  des  deux  nombres  par  s ,  leur  différence  par  d\  et  la 
s  petit  nombre ,  qui  est  inconnu  ^  par  x.  En  yeiitu  de-  cet 
éyiadons,  le  plus  grand  nombre^  égal  au  plus  petit  plus  la 
érence,  sera  (^x  -^  d).  Mais  la  somme  de  ces  deux  nom* 
s  est  S'y  on  a  donc ...  a?  +  (x  +  J)  =  ^  ;  d'où,  • . 

(A') ax  -+-  d  =  s. 

anchant  d,  des  dent  membres  de  cette  «^[uation ,  on  aura. . .  • 

(^Ov aa:  =  #- ci 

isant  les  deux  membres  par  a,  il  viendra.... 

(C) le  plus  petit  nombre  Xn=  -  —  -. 

'on  ajoute  d  aux  deux  membres  de  Tequation  (O),  on  aura. . . . 

(ar  -f-  J )  exprime  le  plus  grand  nombr,e  ,  et  d  —  -  ci  sja  -  <f.  Donc. .  .* 

(ly) le  plus  grand  nombre  (  a:  +  <^)  =  -  +  — 

i  voit  que  les  équations  A',  R,  C,  ly  sonl  les  égalités  A^B  ,C^D^ 
s  à  l'aide  des  abréviations  adoptées.  Les  formules  (y,  jy  offrent  I0 
au  des  opérations  a  effectuer  sur  les  quantités   connues  a  tt^df 
en  déduire  les  inconnues;  elles  disent  que.,., 

j  le  plus  petit  1     ,     .     i  la  demi-somme  moins  ^  , 
\       nombre       )  \     la  demi- différence     f  ' 

f  le  plus  grand  l     ,     .     i  la    demi-somme  plus  1 

\      nombre       >  ^^  ^  \    la  demi-différenç/ê     /*       ,    .    . 
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36 1.  Cet  exemple  suffît  pour  faire  sentir  combien  il  esP 
avantageux  de  substituer  des  lettrés  aux  nombres.  Quand  on 
emploie  des  nombres ,  on  obtient  un  résultat  numérique ,  qui 
ne  conservant  aucunes  traces  des  opérations  qui  l'ont  produit  > 
ne  convient  quà  la  question  qui  Ta  fourni  ;  de  sorte  que  si 
les  valeurs  numériques  des  données  changeaient  ;  pour  obtenir 
le  résultat ,  il  faudrait  répéter  les  mêmes  raisonnemens.  Lors" 
qu'on  emploie  des  lettres  ,  le  résultat ,  indiquant  par  quelles 
opérations  l'inconnue  se  déduit  des  quantités  connues,  a  le  grand 
avantage  de  fournir  la  solution  de  toutes  les  questions  de  la 
même  espèce  ;  pour  cela  il  suffit,  dans  le  résultat  général,  de 
remplacer  les  lettres  par  les  nombres  qui  conviennent  à  une 
question  particulière  ;  le  résultat  généiral  se  particularise ,  el 
devient  celui  qiii  convient  à  la  question  proposée. 

Par  exemple  ,  si  la  somme  de  deux  nombres  e'tait  loo  ,  et  leur  différence  20^, 
oa  aurait  6  =  100,  <7  =  30  ^  substituaat  dans  les  formules  O,  jy  pour  «  et  4 
hors  valeurs  ioq  et  ao,  il  en  résulterait. . ,.. 

■  s  .     d  . .  io«  .  .  ao       „  ,  . 

ar  = = —  —  ■=  DO  —  10  =  40  ; 

2       2         a  a  ^   ' 

•   •  •        .  • 

,    ,      5   ^  <£      100  ,    ao       ^^     ,  - 

a       a        a  a 

Les  uombres  demandes  sont  donc  60  et  4o«  Us  satisfont  h  toutes  les  con- 
ditions du  problème  j  car  leur  somme  est   100^  et  leur  diiFe'rence  est  ao«  S2 

.3  .a 

U  somme. était  79  et  la  différence  ?.   ou  aurait.... 

4  5 

3  ,      a        ,,  .»      *       3       d      1 
^  =  7  :     d=z-:     d'où     -  =  3  >     "  =  ?  > 

4  5'  a      y       a      5' 

les  formules  O,  U  donneraient. . . . 

s      d ^_  3       T i5       8  7  .   ■ 

a       a      b      5  ~"  40      4<^      4^  ' 

a       a      4^      4^      4^ 

a3         ^7 
Les  nombres  demandes  sont  donc  -7-  et  -r-*  En  effet,  la  somme  de  c«t 

40       4^ 

noml>re8  est  7- ou  7 ,  et  leur-  difi^ence  est  -r-  ou  •=• 

40      4   .   ■'        ■      '     .  '  4^      5  r 

Enfin  ^  si  la' somme  de  deux  nombres  est  la  ^  et  leur  difftifrence  18  y  on  auiri 
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v=l9  tt  dzzi9.  Les  formules  C^,  ly  donneront. . . . 

s  ^d la i8 g «_î5. 

Q       a       a        a  ^  * 

ar  4-é/=.-  -4--=: 1 =  6  +  9  =  -+-  i5 

2       a       a        a 

Le  plus  petit  nombre  est  donc  —  3 ,  et  le  plut  grand  +  i5.  Ces  noinbftti. 
•atisfont  à   contes  les  conditions  da  problème  ,  car  leur  somme  alge'briquc 
est  (  i5  —  3)  ou  la j  et  comme  pour  retrancher**  3^  il  fant  changer  son 
ci|pe,  leur  di£Fërence  est  (  i5  «H  3 }  ou  i8. 

3Gîâ.  Pour  ne  laisser  aucuns  doutes  sur  l'exactitude  des  ob- 
servations que  renferme  le  n*  36 1  ,  nous  généraliserons  les 
énoncés  de  plusieurs  problèmes  de  l'Introduction^  en  rem- 
plaçant les  nombres  par  des  lettres.  Il  en  résultera  des  for- 
mates générales ,  qui  comprendront  les  solutions  de  toutes  les 
questions  de  même  espèce» 

363.  Les  règles  que  nous  axions  données  dans  la  i^*  partie  de 
ces  Élémens  ,  pour  opérer  sur  les  INCONNUES ,  s  appliquent 
évidemment  aux  DONNEES  ,  car  les  unes  et  les  autres  repré-* 
sentent  toujours  des  nombres  abstraits ,  En  voici  des  exemples... 

(  aa  -4-  3&  )  -4-  (  5a  —  7^}  4=  aa  -f-  35  -+-  5fl  —  7^  =t=  7a  —  4^  j 
^(  aa  —  ^  )  —  (  aô  —  5a  )  r^  an  —  ô  —  aô  H-  5a  43  7a  —  3ô  ; 

a    ,    c      p  ^.a  .  dq       c  ,  bq       p  .  bd  .   adq  4-  cbq  —  pbd  ^ 
b  ■*■  d^q  ^TTd^  ■*"  dTbq  "  TT^T  bd^  ' 

(5tf — aô)  —  {3b  —  aa  — c)  4=  5a  —  a&  —  3& -f-  aa  H-  c4=7« — 5b -h  cj 

aa  X  3^  X  5cd^2.3.5.abcd::^zSoabcd^ 

.    ^  5-*aac\   j  aa  (3^ — c)       (5 — aac)  ^^^  6ab — aac — 5H-aac  _^  6ab — 5^ 

**      KSb—c  J"^   {ib—c)    ~"  (3*— cj"^  3&— c         ""^Jb^'^ 

fa—b\       /^'in^U\      (a  —  b)  (aa  — 3&)       aaa  — aa&-^3a^4-3/^&, 
Vaa  —  cj       \  c^d  J      {'2a  —  c)  {c — d)        ^ac-^cc  —  'jad-hcd  ' 
/^âj-^N,>^_c— ^N       ><a--^\       /"aa^3&\      aaa— aa&— 3a&-4-3&& 
vaa  —  cj*  Vaa  — 3b  J^  V^aa— cy      V  c—d  J^  aac-^cc^Mid'^cd  '• 

Les  eqnations. .... 

^          jT-f-arr^j    x-^c=zdi    pxr:^q       5    ar:r  =  f, 
*Min«at  (n©»  aSo  ,  a8i  ,  aSi) 
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.      Poor  résoudre  Téquation. ... 

ax  -i —  =:ar-f--» 

c  g 

on  efiPectuera  les  calculs  d'après  la  règle  du  n*  agS.  Ainsi ,  on  fera  d*abord 
disparaître  les  dénominateurs^  en  multipliant  les  deux  membres  par  cq ,  ce 
qui  donnera.. .. 

cg.ax  -+•  ^ ■    '  ■  =  cg,dx  -+-    ^  '   ■  j    ou    acqx  +  bq=:  edqx  +  ep. 

Passant  les  termes  en  x  dans  le  \^^  membre  ,  et  les  termes  tout  connus  daa» 
)e  a*  membre ,  on  aura. . . . 

acqx  —  cdqx  =zcp  —  èq ^    ou    ( acq -—  cdq )xr=zcp  -^bq^ 

•n  en  déduit 

X  =  {cp  —  hq)  :  (acq ^^ cdq). 

364'  Les  problèmes  des  n***  97,  98,  39,  etc.,  se  réduisent  à  par^ 
tager  un  nombre  connu,  en  parties  proportionnelles  à  des  nombres 
connus.  Pour  découvrir  les  formules  générales  qui  donnent  la 
solution  de  toutes  les  questions  de  cette  espèce,  nous  substi- 
tuerons des  lettres  aux  nombres  connus*,  ce  qui  fournira  cet 
énoncé  général . . . 

3S5.  Partager  un  nombre  connu  n,  en  parties  proportion^ 

nelles  aux  nombres  connus  p',  p',  p**  (*).  Pour  abréger,  nous 

représenterons  la  somme  (p'  +p"  +p'*)  par  s  ;  et  raisonnant 

comme  dans  le  n®  100,  on  dira  :  si  le  nombre  à  partager  était 

(p'+p*' -f"P*')>  ou  s  y  les  parties  seraient  p\  p*,  p".  Consé- 

quemment ,  si  le  noinbre  à  partager  était  s  divisé  par  ^ ,  ou  1 , 

les  nouvelles  parties  qui  seraient  les  précédentes  divisées  par  ^ , 

r/     n"     n" 
deviendraient  f- ,  £- ^  fL,  Mais  le  nombre  à  partager   est  n 


(*)  Les  lettres  ;>',  p",  p"  désignent  des  nombres  quelconques;  les 
accens'f  ",  ",  placés  au-dessus  de  la  lettre  pyse  jirononcent  prime ,  seconde  y 
tierce  ;  de  sorte  que  p',  p",  p^  se  prononcent  p  prime  ,  p  seconde  ,  p  tierce; 
la  lettre  p,  initiale  de  proportionnel ,  est  destinée  à  rappeler  qu'elle  reprc-* 
•ente  des  nombres  proportionnels  ,  et  le  nombre  des  accens  marque  le  rang 
des  parties  auxquelles  ces  nombres  sont  proportionnels  ;  ainsi  p^,  p",  p'*  ï 
•ont  respectivement  proportionnels  h  la  ir*  partie,  à  la  a®  et  à  la  3*.  ]^(ov%  !■ 
faon*  bientôt  coDuatcre  les  ariAtages  qui  rcsôltcat  de  c«tte  notation*  K 

i 
1 
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{ois  1  on  n  3  les  nouvelles  parties  sont  donc  n  fols  plus  grandes 
que  les  précédentes  ;  on  a  donc ... 

i'*  partie  =  -^  ;    a*  partie  =  -2-  ;    3*  partie  =  -^. 

*  s  s  s 

1 

Ces  parties  satisfont  à  toutes  les  conditions  du  problème»' 
Leur  somme  est  identiquement  égale  au  nombre  n  à  partager  i 

car.. . 

¥     y   »P'      l     "f^  -p  ^iP'-^P'+P"i  -f-  "^  rjnn. 

s  S  S  s  s 

mm 

Et  comme  en  supprimant  leur  facteur  commun  - ,  elles  de-v 

Tiennent  les  parties  proportionn  elles  p',  p",  p*,  elles  conservent 
les  rapports  demandés  (n**  loo). 

Voici  une  solution  plus  directe.  Puisque  les  trois  parties 
doivent  être  proportionnelles  aux  nombres  p',  p*',  p**  ;  si  la  i'* 
est  p'x  ;  la  a*  sera  p*x ,  et  la  3*  sera  p*x  ;  car  en  supprimant  le 
facteur  commun  x ,  on  voit  que  les  trois  parties  sont  dans  le» 
rapports  des  nombres  p\  p",  p"  ;  mais  la  somme  d%  ces  parties 
doit  coçiposer  le  nombre  à  partager  it  ;  on  a  donc . . . 

p'x  +  p'x  -f-  p^x  =  n. 

Le  premier  membre  est  composé  de  x  pris  un  nombre  da 
fois  marqué  par  (^  p'  -^  p"  -^  p"  )  ,  ce  qu'on  indique  ainsi 
Xp'  +  p" +P*')^>  l'équation  précédente  devient  donc... 

n 
(p' ^-p^+p*)  x  =  /i  ;  ou^a:  =  n;  donca7=-. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  x,  dans  les  expressions  des 
trois  parties ,  donne . . . 

(jP) !'•  partie  =p'j:=—;    a«=p*'x  =  ^— 5    3«=p^J:=i- 

-  36G.  L'examen  de  qes  formules  conduit  à  cette  règle  générale: 
hJPour  obtenir  une  partie,  divisez  le  nombre  donné,  par  la 
Isamme  des  nombres  proportionnels,  et  multipliez  le  quotieni 

,par  k  nombre  proportionnel  à  la  partie  que  vous  cherchez.  Le 
îtctf  sera  la  partie  demandée.  Il  est  évident  que  cela  a  lieu, 
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quel  que  soit  le  nombre  des  parties.  Si  l'on  applique  cette  T^^^ 
au  problème  du  n*  97 ,  dans  lequel  ils*agissait  de  partager  35 , 
en  deux  parties  proportionnelles  aux  nombres  Zet^\  on  divisera 
le  nombre  donné  35^  par  7,  qui  est  la  somme  des  nombres 
proportionnels  3  et  4  j  le  quotient  5 ,  multiplié  successivement 
par  les  nombres  3  et  4  >  proportionnels  à  la  i'*  et  à  la  a®  partie  ^ 
donnera  i5  et  120  pour  les  parties  demandées.  Ces  résultats  s'^ 
cordent  avec  ceux  du  n®  97.  La  même  règle  appliquée  à  la 
question  du  n*  99 ,  dans  laquelle  il  s'agissait  de  partager  45 , 
en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  3,/  5^  7,  con- 
duira à  diviser  le  nombre  donné  45  >  par  la  somme  i5  des 
♦nombres  proportionnels  3,  5,  7,  et  à  multiplier  le  quotient  3 
par  les  nombres  proportionnels  3,  5,  7,;  les  produits  9  ,  i5, 
âi  y  exprimeront  les  parties  demandées  :  ce  qui  s'accorde  avec 
les  résultats  du  n*'  100. 

3S7.  Les  formules  (F)  jouissent  d'une  propriété  remarquable  ; 
en  changeant  dans  la  valeur  de  la  i*^*  partie,  p'  en  p^,  et  ré-  ~ 
ciproquement  p"  en  p' ,  la  somme  s  des  nombres  p',  p",  p**,  ne 

tfn 
change  pas,  et  l'expression  de  la  !'•  partie  devient  i- —  -,  valeur 

qui  est  celle  de  la  »•  partie.  Il  est  facile  de  voir  à  quoi  tient 
cette  circonstance  ;  en  effet ,  si  au  lieu  de  chercher  la  1^*  partie , 
on  cherchait  la  a® ,  au  lieu  d'employer  p',  qui  est  relatif  à  la 
1'*  partie,  on  emploîraitp"  qui  est  relatif  à  la  a*;  et  les  nom- 
bres n  et  j,  n'ayant  pas  plutôt  rapport  à  une  partie  qu'à  une    * 
autre ,  entreraient  de  la  même  manière  dans  le  résultat.  La  -^ 
a*  partie  ne  doit  donc  effectivement  différer  de  la  i'*,  qu'en  .^ 
ce  ,que  p'  est  remplacé  par  p".  On  peut  encore  dire  :  puisque  9 
les  parties  demandées  sont  p'o; ,  p"a:,  p'^x  \  il  suffit ,  dans  Te^cpres-  S  ' 
«ion  de  la  1'®  partie ,  de  changer  p',  «n  p"  ou  en  p^ ,  pour  ob-'  t 
tenir  la  a®  ou  la  3*  partie,  car  par  ce  changement,  p^x  devient B- 
p"x  ou  p^'r.  Cette  propriété  est  de  la  plus  grande  importance.  L=. 
Pour  l'instant ,  nous  nous  bornerons  à  l'appliquer  au  problèxnM  ^ 
./qui  suit. . .  'If- 

368.  On  voudrait  partager  un  nombre  connu  n  ,  en  trok 


/■ 


J 
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Parties  telles  y  qu'en  ajoutant  ^  2!  à  la  i*"',  a"  à  la  a'  et  a**  ri 
la  3%  les  sommes  résultantes  soient  proportionnelles  aux  nom- 
bres donnés  p',  p^/p**.  Il  paraîtrait  naturel  de  choisir  pour  in- 
tïoimues  les  trois  parties  ;  mais  comme  cela  conduirait  à  des 
calcaltf  compliqués,  nous  remarquerons  que  les  parties  devant 
être  telles ,  que  si  Ton  ajoute  c'  à  la  1'*,  a"  à  la  a*  et  a"  à  la  3% 
les  sommes  résultantes  soient  proportionnelles  aux  nombres  p', 
f^p"'»  ces  sommes  peuvent  être  représentées  parp'j:,  p'x^p^x. 
Mais  ces  sommes  expriment  les  trois  parties  respectivement 
augmentées  de  a',  a",  a".  Ces  trois  parties  sont  donc. . . 

(M),...  1 '•  partie =(/7'x— a  )  ;  a*  =  (p^x— a")  ;  3^=p''x—a'^. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier ,  car  en  leur  ajoutant  a\  a"  > 
et  ûTy  elles  deviennent  p'x,  p^x ,  p'^x',  et  ces  sommes  eont 
proportionnelles  à  p\  p",  p" ,  comme  l'exige  l'énoncé.  Mais 
la  somme  des  trois  parties  doit  être  égale  au  nombre  à  par- 
tager 71  ;  donc . . . 

(p'x  —  a')  +  (p'jc  —  a"  )  4.  (^p'x  —  a")  =  n  ; 

on  en  déduit 

P  "tP  tp 

I 

;     La  substitution  de  cette  valeur  de  x,  dans  les  formules  (M)  , 

détermine  les  trois  parties  demandées.  Les  remarques  dun°3S7, 

l'appliquent  à  ces  formules.  En  effet;  si  dans  l'expression  de 

h  1"  partie ,  on  change  les  quantités  a\  p'  qui  ont  un  rapport 

[particulier  avec  cette  i"^'  partie  ^  en  a'\  p^,  qui  ont  le  même 

'i^pport  avec  la  a^  partie ,  la  valeur  de  x  ne  change  pas ,  et 

]Toa  obtient  la  valeur  {p"x  —  a")  de  la  a*  partie.  Les  causes 

ie  ces  effets  sont  les  mêmes  que  dans  le  n*  3G7. 

3og.  En  général ,  dans  tout  problème  qui  conduit  à  lîeê 
''Jéquations  où  les  quantités  relatives  à  chaque  inconnue ,  entrent 
]fSie  la  même  manière  y  et  sont  de  même  nature  et  en  mcmê 
['iiombrey  quand  on  a  calculé  la  valeur  générale  dune  inconnue^ 
jon  peut  en  déduire  les  valeurs  des  autres  inconnues  ;  //  suffit  ' 
^dans  la  valeur  <fo  cette  inconnue ^  de  changer  toutes  les  qua/k-- 
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tités  qui  y  ont  un  rapport  paHiculier^  en  celles  qui  ont  le  même 
rapport  avec  tinconnue  dont  on  veut  obtenir  la  valeur*  Pour 
simplifier  h  calcul  et  rendre  les  formules  plus  symétriques, 
on  adopte  une  lettre  particulière  pour  chaque  espèce  de  quan* 
tités;  on  affecte  d'un  accent  y  toutes  les  quantités  relatives' à 
la  première  inconnue  ,  de  deux  accens  toutes  les  quantités 
relatives  à  la  seconde  inconnue ,  et  ainsi  de  suite.  On  calcule   j 
2a  valeur  générale  de  la  première  inconnue;  alors,  en  mettant 
•dans  cette  valeur  ,  deux  accens  pour  un ,  et  réciproquement 
un  accent  pour  deux,  on  obtient  la  valeur  de  la  seconde  in-* 
connue,  La  valeur  de  la  3'  inconnue  s* obtiendrait  en  mettant    i 
trois  accents  pour  un,  et  ainsi  des  autres.  Cette  règle  sera 
d'un  grand  usage  dans  la  suite  du  cours. 

370.  Pour  appliquer  les  formules  du  n?  3G8  ,  à  un  exemple , 
proposonff^ious  de  partager  flo,  en  trois  parties  telles,  qu'en  ajou^  - 
tant  10  à  la  1'^ ,  a  à  la  a*  et  4  à  la  3%  les  sommes  résultantes 
soient  proportionnelles  aux  nombres  5  ,  S ,  4»  Si  l'on  compare 
cet  énoncé  à  celui  du  n^  368  ,  il  en  résultera. . . 

n=z2o,    af=zio,    ^"=9,    a^z=4>    j/ ^5,' p''=i3,    p^  =  4i 
0U  en  déduit 

n-*- fl'-f- «"^-û"       90-1- io+a-f-4      3^      •» 
p'^p'i^p'u  5-f-5-»-4  la         * 

!*■«  partie  zz  p'x  —  a'  =:  5.3  — •  10  =  5  ; 
a«  partie  z=  p"x  —  a"  =  3.3  —  3  =  7; 
3«    partie  ^  p^x  —  a**  =  4*3  —    4  =  ^• 

Ces  parties  satisfont  à  toutes  les  conditions  du  problème,  car 
leur  somme  est  le  nombre  ao  à  partager  ;  et  quand  on-  ajoute , 
10  à  la  1'%  a  à  la  2%  4  ^  ^^  3®,  les  sommes  16,9,  12 ,  qui  en    ^ 
résultent,  sont  entre  elles  comme  les  nombres  5,3,4*  \ 

371.  On  propose  de  partager  le  nombre  connu  n  ,  en  trois 
parties  telles,  qu'en  ajoutant  af  à  la  V ,  a"  à  la  fi,* ,  et 
RETRANCHANT  sT  de  la  3',  les  trois  résultats  soient  pro- 
portionnels aux  nombres  p',  p",  p*.  Si  Ton  compare  cet 
«nonce  à  celui  du  n°  3S8 ,  on  verra  qu'il  n'en  diffère  qu'en 
ce  que  la  quantité  a" ,  au  lieu  d'être  ajoutée  à  la  3®  partie , 
doit  au  contraire  en  être  retranchée  ;  de  sorte  que  a*  prend 


/ 
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l^lQie  acception  tont  opposée  à  ceUe  qui  lui  était  attribuée  ; 
iP  doit  donc  changer  de  signe  (n®  353)  ;  les  formules  relatives 
an  problème  actuel  se  déduiront  donc  des  formules  (M)  ^  en 
diangeant  le  signe  de  a*.  Ce  qui  donnera. . . 

{  1" partie  =//a; — a';  Q,*-=2p''x — a*  ; 3'=p*a: -f- a*. 

Telles  sont  les  formules  qui  appartiennent  à  la  question 
actuelle.  On  peut  s'assurer  de  leur  exactitude  «  en  résolvant 
directenîent  le  problème ,  ou  en  remarquant  que  retrancher 
'¥ti',  revient  à  ajouter  —  a^,  et  que  par  conséquent  notre 
question  peut  être  ainsi  énoncée  :  Partager  un  nombre  connu  n^ 
«i  trois  parties  telles,  qu*en  ajoutant  +a'  à  /a  i*^',  +  a"  à 
I  iï  a'  et  —  a*  à  /a  3' ,  les  sommes  résultantes  soient  propot^ 
uonnelles  aux  nombres  p',  p",  p*'.  Comme  cet  énoncé  ne  dif- 
fère de  celui  du  n®  368,  que  par  le  signe  de  a",  il  est  évident 
çi'il  suffit  de  changer  partout  le  signe  de  a"  y  ce  qui  transfor- 
mera les  formules  (M) ,  relatives  à  la  question  du  n°  368  ,  dans 
les  formides  (N)  relatives  à  la  question  du  n**  371. 

f  37a.  S),  Ton  voulait  partager  27  ,  en  trois  parties  telles , 
ça'eii  ajoutant  su  à  la  i*"',  6  à  /a  2%  et  retranchant  5  rf« 
la  5*,  les  trois  résultats  fussent  proportionnels  aux  nombres 
1 ,  a,  3.  En  comparant  cet  énoncé  à  celui  du  n^  371  ^  il  en 
résulterait. . . 

*=fl7,a'  =  a,û''  =  6,a*==5,  p' =  1 ,  p''  =  i»,  P*  =  3; 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  formules  (N) ,  donneraient, 
toute  réduction  faite .  • . 

i'*  partie  =  3 ,     a'  partie  =  4  >    3'  partie  =  ao  ; 

i  Ces  parties  satisfont  à  toutes  les  conditions  du  problème^ 
;c^  leur  sonune  est  le  nombre  à  partager  27  ;  ajoutant  a  à 
ila  !'•  partie ,  6  à  la  2» ,  et  retranchant  5  de  la  3* ,  les  nombres 
5,  lo,  i5,  qui  en  résultent,  sont  proportionnels  aux  nom- 
ires  l  ^  2^  3.  On  parvient  aux  mêmes  résultats  ^  en  comparant 
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les  énoncés  det  n**  368  ,  372  ;  car  cette  comparaison  donne,  é 

n=:Z'j  ^  a  =2,  ^"=6,  ar=3 — 5;  p'=i,  p"=2,  p*=^. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  formules  (M) ,  dom 
Z,  4'  ^^9  pour  les  parties  demandées. 

373.  Après  avoir  résoju  la  question  du  n®  35 ,  nous  avoi 
remarqué  (n**  36)  que  pour  Tanalyser  complètement ,  il  falla 
y' considérer  successivement  comme  inconnue  chacune  d< 
quantités  que  renfermait  son  énoncé  ;  ce  qui  nous  a  condo 
à  résoudre  autant  de  problèmes  qu*il  entrait  de  quantités  à 
nature  différente  dans  la  question  ;  les  solutions  de  ces  pro 
blêmes  ont  exigé  des  raisonnemens  et  des  calculs  absolumen 
différens.  On  évitera  les  uns  et  les  autres ,  en  substituant  de 
lettres  aux  nombres.  Par  cette  substitution ,  l'énoncé  du  n®  35 
prend  cette  forme  générale  : 

374-  n  ouvriers  ,  qui  travaillent  h  heures  par  jour  ,  ont  f ai 
en  i  jours ,  t  toises  d'ouvrage.  Combien  n'  ouvriers  ,  qui  ira- 
cailleraient  V  heures  par  jour ,  feraient-ils  du  même  ouvra^ 
en  i'  jours  ?  Pour  résoudre  ce  problème ,  il  suffit  de  raisonna 
comme  dans  le  n*  35 ,  en  remplaçant  les  nombres  par  les  lettré 
qui  les  représentent.  Ce  qui  conduit  au  calcul  suivant... 

n  onvricrs  traTaîIlant  h  heures  par  jour,  font  en  i  jours.*.,   t^oîses.^ 
1  buvricr h  fera  en  i  jours ....  •  j 

floises 

1 I  heure i  jours ....    — -.—  J     , 


n'  oayriers i   feront  en  i  jour. 

^ V  heures i  jour. 


nh 

I  jour»...      .   ,    î    I 

'  mil         ' 

• 

inh 


inh 
nf  ouvriers  travaillant  h^  heures  par  jour,  fieront  en  i  jours. . . . :-j 

Les  n^  ouvriers^  qui  trayaillent  h^  heures  par  jour  pendant  i^  jours ,  fe 

Vh'nft 
donc  nn  nombre  de  toises  marque  par  — .-  .  ■■>  Désignant  ce  nombre 

ioises  par  V,  on  aura. . . . 

inh  '■ 
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inlûpBsnt  ki  ànx  nombres  par  in^ ,  il  Mendia..». 

(«) i/i^'e=iWf. 

Jette  ëqnatkm  exprime  la  relation  ^i  doit  exister  entre  les  boit  quantité* 
pd  entrent  dans  Tënoncé.  De  ces  huit  quantités ,  quatre  sont  de  nature 
afférente  ;  les  nombres  de  jours  i  et  i%  les  nombres  d'heures  h  et  hf,  le» 
Mmbres  d'onniers  n  et  nf,  les  nombres  de  toises  t  et  f.  Si  dans  Tequa- 
âon  (#)  y  on  regarde  comme  inconnue  Tune  des  quantités  tf,  i%  hf^  n!  ^  on 
boinvray  en  divisant  les  deux  membres  par  les  facteurs  qui  multiplient 
fbconnne  qu'on  veut  dégager, 

f 

Ces  formules  donnent  les  solutions  des  problèmes ,  oîi  l'on  considère  comme 
Konnue ,  le  nombre  tf  des  toises ,  le  nombre  i*  des  jours,  celui  h'  des  hcuref, 
t  celui  nf  des  ouTricrs.  Ces  problèmes  comprennent ,  comme  cas  particuliers  , 
eux  des  n©»  35,  3; ,  38 ,  39.  En  effet , 

2*.  La  comparaison  des  énoncés  des  n<>*  35  et  Z'jl\ ,  donne .... 

nssa,    A=:3,    i=5,    «  =  90,    /i'z=3,    A'  =  ^,    i'izaj 

Poil 

iVA^<_ax3x7X9o_7X9o___       ,o_,^ 

WiVU9rage  cherché  est  donc  ia6  toises.  Ce  résultat  est  celui  du  n^  3dL 
-  a*.  Comparant  les  énonces  des  n»»  37  et  374»  il  en  résultera.... 


ns=a,    A=3,    i=5,    «  =  90,    /»'=-3,    ^'=7,    t'=ia6; 


-     iTi^t^ 5xax3XTa6 5xaxia6 ioxtqG  _  ia6 î8 

Ê         n'h't~^     3x7x90     ""     7x90  7X9Xio~*7X9~  9""". 

t  ^nombre  des  jours  cherché  est  donc  a.  Ce  résultat  est  celui  du  n*  37.  Om 
tirera  de  la  mcme  manière  ,  que  les  valeurs  générales  de  h'  et  t*  donnenC 
'^  aolutions  des  questions  des  no*  38  et  39. 

375.  On  voit  encore  ici  un  des  grands  avantages  qui  résultent 
5  f  emploi  des  lettres.  Lorsqu'on  prend  des  nombres  pourDOK- 
Êes  d^un  problème,  quand  il  est  résolu  ;  pour  résoudre  tous  ceuar 
^*  il  fournit ,  en  considérant  comme  inconnue  l'une  quelconque 
tg  quantités  qui  entrent  dans  l'énoncé  y  il  faut  employer  des 
tisonnemens  et  des  calculs  absolument  differens,  qui  présentent 
helquefois  des  difficultés  plus  grandes  que  celles  qui  étaient 
ilatives  à  la  question  proposée.  Si  l'on  représente  les  données 
tar  des  lettres,  quand  on  a  résolu  un  problème  en  regardant 

r 


/ 
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Comme  inconnue  une  des  quantités  qu'il  renferme^  on  a  une 
formule  générale  qui  présente  deux  grands  avantages  ;  le  pre- 
mier y  de  fournir  la  solution  de  tous  les  problèmes  de  l'espèce 
de  celui  qu'on  vient  de  résoudre  ;  le'  second  y  de  donner  direc" 
tentent  la  valeur  de  Pune  quelconque  des  quantités  qui  entrent 
dans  la  question ,  ce  qui  fournit'  la  solution  de  tous  les  pro^ 
blêmes  qui  résultent  de  celui  qu'on  a  résolu  en  y  regardant 
comme  inconnue  l'une  quelconque  des  quantités  qui  entrent  dans 
son  énoncé.  La  question  du  n®  374 ,  en  offre  un  exemple, 

376.  Pour  simplifier  les  calculs  ,  on  a  établi  des  conventions 
que  nous  allons  faire  connaître.  Nous  généraliserons  ensuite 
les  quatre  règles  de  Talgèhre ,  et  nous  verrons  comment  on 
peut  diviser  deux  polynôjnes  l'un  par  l autre,  - 

377.  Lorsque  les  facteurs  d'un  produit  sont  égaux  y  on  in^    \ 
dique  le  produit  dune  manière  abrégée  y  en  écrivant  une  seule  1 
fois  la  lettre  qui  représente  un  de  ces  facteurs  y  et  marquant  le 
nombre  des  facteurs  égaux  par  un  nombre.  Ce  nombre  a  reçu 
le  nom  Ôl  exposant;  pour  Ic  distinguer  du  coefficient  y  on  le  met 

à  droite  dfe  la  lettre  et  un  peu  au-dessus,  tandis  que  le  coeffi-  - 
aient  est  toujours  placé  à  gauche  de  la  lettre  et  sur  la  même 
ligne.  Ainsi ,  le  produit  de  b  par  b  indiqué  par  bb ,  devient  b^\ 
dans  i* ,  l'exposant  de  b  est  2  ;  cet  ■  exposant  indique  que  b 
est  2  fois  facteur.  On  doit  bien  se  garder  de  confondre  6* 
avec  ai  ;  la  première  quantité  indique  le  produit  de  deux  fac- 
teurs égaux  à  by  tandis  que  la  seconde  exprime  la  somme  de  deux 
quantités  égales  à  i.  Si  b  représentait  le  nombre  10,  alôVs  i*    >î 
.vaudrait  10  fois  10 ,  ou  100 ,  et  26  vaudrait  2  fois  10 ,  ou  20  ; . -^ 
l'expression  b^  vaudrait  10.10.10,  ou  1000;  et  3i  vaudrait  f: 
5  fois  10  ,  ou  3o.  D'après  cette  convention. . . 

Zb^{b  +  b  +  b)yb^r^i,h'z^i,bbb  .: 

5b::^ib  +  b  +  b  +  b  +  b)y    b^^l.b^z^l.bbbbb. 

578.  En  général,  /"EXPOSANT  d'une  lettre  indique  combiea^jt 

de  fois  l'unité  est  multipliée  par  cette  lettre.  De  sorte  que  pour  ^ 

obtenir  la  valeur  du  produit  indiqué  par  une  lettre  affectée  dun  ^ 

exposant,  il  suffit  décrire  l'unité,  et  de  mettre  à  sa  suite  la^ 

'4^ 
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fettnp  autant  de  fois  facteur  qu'il  y  a  d*unités  dans  l'exposant  / 
!e  résultat  exprime  le  produit.  Ainsi  ,  la  valeur  de  b^  est 
l  X*X  AX  î,  ou  i.Wi;  celle  de  c*  est  i  XcXCXcXc, 
on  1  .cccc  ;  celle  de  6î  est  i  X  i ,  ou  6.  Cette  convention  s*ap- 
jlique  aux  nombres  et  ;iux  polynômes  ;  la  valeur  de  5^,  est  3 
^atre  fois  facteur ,  ou  3.3.3.3,  ou  8i  ;  la  valeur  de  lo'  est 
lO.io.io,  ou  looo.  Pour  indiquer  le  produit  de  3  ^F'Vteurs 
^anx  au  binôme  (,a  +  b),  on  écrit  (a +  i)^;  rer.prèssioD 
(a— i  —  c)*  indique  le  produit  de  (a — i— c)  par  {a^^b — c). 

379.  Les  produits  de  facteurs  égaux  ont  reçu  le  nom  de 
fuissances.  On  désigne  cette  puissance  par  le  nombre  de  fac- 
Upn  égaux  dont  elle  est  formée  ;  et  Tun  des  facteurs  égaux 
Bnomme  la  racine.  Ainsi  y  b^  ou  b,  est  la  i*^^  puissance  de  6; 
Hou  M  y  est  la  a^  puissance  de  b  ;  b^  est  Ja  3*  puissance  de  6  ; 
■  eit  la  7*  puissance  de  b.  On  a  rompu  l'uniformité  de  cetto 
nomenclature,,  en  introduisant  des  notions  de  géométrie  ;  on  dit 
^e  i*  est  le  quarré  de  b,  et  que  b^  est  le  cube  de  b,  Récipro- 
(pement ,.  b  est  la  racine  2' ,  ou  la  racine  quarrée  de  i*  ;  b  est 
la  racine  3' ,  ou  la  racine  cubique  de  P  \  b  est  la  racine  7' 

38o.  En  général,  la  m*  puissance  rTune  quantité  est  le 
produit  formé  de  m  facteurs  égaux  à  cette  quantité  ;  et  réci- 
proquement f  la  RACINE  m*  d'une  puissance ,  est  la  quantité 
qtûy  prise  m  fois  facteur ,  reproduit  la  puissance.  Ainsi ,  b  eit 
h  racine  quatrième  de  M,  parce  que  b ,  4  fois  facteur ,  donne  b'^  ; 
là  racine  cinquième  de  Sa  est  2 ,  parce  que  a  cinq  fois  facteur, 
on  a. a. a. a. a  ,  donne  3a. 

D'après  ces  conventions;  la  a*  puissance  de  10 ,  ou  le  quarré 
de  10,  est  10  fois  10 ,  ou  100  ;  la  racine  a'  ou  quarrée  de  ico 
est  10.  Le  cube  de  a,  est  a  X  2  X  ^ ,  ou  8;  la  racine  cubique 
de  8  est  a  ;  la  4*  puissance  de  ^  est  ^  X  J-  X  -/  X  -J  ou  ^7;  la 
,ncine  4'  de  77  est  |. 

On  indique  la  RACINE  d'une  quantité,  en  couleront  o0 

\tpwntité  du  SIGNE  V/"~,  nommé  radical,  erttre  les  branc 
t\  auquel  on  met  le  nombre  qui  marque  le  DEGRÉ  ou  FlViUlCÉ 
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/a  racine.  Ainsi',  V^.o?  indique  la- racine  cinquième  de  cr;  sil 

valeur  est  a.  On  est  convenu  que  les  expressions  V'a*,  V/û% 
indiqueraient  également  la  racine  quarrée  de  a^;  l'indice  2  est 
alors  sous-^ntendu. 

38i .  Vaddition  et  la^oustractiondes  quantités  affectées  d-ex* 
posant  s* effectuent  d! après  les  règles  des  n^'  q3i  et  a33i  Ainsi. . 

Sa' +  70*=+=  120^;     iQa^-^St^^jc^. 

3822.  Le  produit^  de  deux  quantités  étant  forme  de  tous  les 
facteurs  dû  multiplicande  et  du  nmltipUcoiteur  ^  il  en  résulte 
que  le  produit  des  puissances  d'une  même  quantité-,  a  pour 
exposant  lasomnœ  des  exposons  des  facteurs.  Ainsi,  le  pro-" 
duit  de  a^  para^  est  a^  ;  car  a^  étant  5  fois  £actenr  dans  a'; 
et  a  fois  facteur  dans  a*,  doit  être  7  fois  facteur  dans  le  pro-** 
duit.  Par  la  même  raison.  • . 

En  général,  si  p  et  9  désignent  des  nombres  entiers  positifs-^, 
•|i  aura. . . 

Nous  démontrerons  que  la  même  propriété  subsiste ,  quand 
p  et  q  sont  quelconques. 

383.  lorsqu'un  produit  contient  plusieurs  puissances  d^une 
même  lettre,  on  peut  n  écrire  cette  lettre  quune  seule  fois,  en 
Fctffectant  d'un  exposant  égal  à  la  somme  des  nombres  qui  mar^ 
quent  combien  de  fois  elle  est  facteur.  Ainsi,  (B.  n*^  i54  et  i56)..- 

t^b^c'  X  a^b^'ù  =f=.  aV  X  i*3*  X  C'c'  4=  a^b^c^ 
aa5x5i♦x3a7=faa.5.3.a^a^M4:3oa^•M. 

384-  Le  nombre  des  facteurs  simples  contenus  dans  unpro^ 
duit,  en  constitue  le  DEGRÉ.  Ainsi ,  les  produits  abcde,  af'b^,  ab^ 
contenant  5  facteurs  simple»  (m  premiers ,  sont  du  cinquième 
degré  ;  on  disait  anciennement  que  chacun  de  ces*  produit» 
avait  5  dimensions.  Cette  dernière  manière  de  s'énoncer  est 
inexacte.  (Voyez  la  Note  de  la  page  42  de  la  5»  édition  d* 
'Algèbre  de  M.  Lacroix.) 
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8M.  Vhpôfynôjne  est  dit  homogÈHe  ,  lorsque  tous  ses  termes 
Wrttdii  même  degré.  Ainsi  (a^  -f  a*&)  >  ^st  un  polynôme  ho^ 
mogèriB  du  tfôisièmè  degré.  Les  coefficiens  numériques  ne 
comptient  poiht  dans  lestilnation  du  degré  des  quantités  algé«* 
briques  ;  on  n"a  égard  qu'aux  lettres.  Ainsi ,  aa*b^  —  76^ ,  est 
un  polynôme  homogène  du  cinquième  degré» 

386.  L'emploi  des  lettres  doit  rendre  les  démonstrations  plus 
faciles.  Eu  effet ,  conune  on  se  borne  alors  à  indiquer  les  cal- 
culs y  on  peut  fixer  toute  son  attention  sur  les  raisonnemens. 
Pour  en  donner  un  exemple ,  nous  démontrerons  la  règle  donnée 
(n**  a^S  ) ,  pour  la  multiplication  des  polynômes.  Le  produit 
de  a  par  A  étant  ab  ;  celui  de  (a  +  c)  par  b ,  sera  (ab  -}•  bc)  , 
carie  midtiplicande  a  augmentant  de  c,  le  produit  ab  doit 
augmentef  de  b  fois  c  ou  de  bc  (B.  n?  i53).  Le  produit  de 
(a  +  c)  par  d,  sera  (cd-+-  cd%  Le  produit  de  (d  -p  c)  par  5  ^ 
étant  (ai  -f-  6c)  ;  celui  de- (a  -|-  c)  par  (i  +  d)  sera  (afc  +  ic 
+  ofl  -}^  c£l)  y  car  le  multiplicateur  b  augmentant  de  d,  le  pro- 
duit (aé+ic)  doit  augmenter  de  rffoisle  multiplicande  (a  +  c), 
01- de  (arf-f-  crf).  Le  produit  de  a  par  c,  étant  ac;  si  le  mul- 
tiplicande a  diminue  de  S ,  le  produit  ac  diminuera  de.  c  fois  b , 
ou  de  6c;  le  produit  de  (a  — A)  par  c,  est  donc  (ac  —  bc). 
Par  la  même  raison ,  le  produit  de  (a — b)  par  rf  sera  (ad — W). 
Le  produit  de  (a  —  i)  par  c,  étaiït  (ac  —  bc)',  si  le  multipli- 
cateur c  diminue  de  Jet  devient  (c — d),  le  produit  (ac  —  bc) 
diminuera  de  J  fois  le  multiplicande  («— 6)  ,  oude.(œi — W)  ; 
le  produit  de  (a— 6)  par  (c— rf)  est  donc  (ac— Ôc-^ncf  •+-6rf)- 
On  a  donc . . . 

(a  +  b)  (c  +  di^ac  +  bc  +  ad-^M 
(a  —  b).(c  —  d)::jaac-^bc  —  ad-\^bd. 

La  comparaison  des  termes  des  facteurs  avec  ceux  du  pro- 
èuty-démontFe  la  règle  du  u''  7:éfi. 

K7.  Pour  mettre  plus  ffordf-edans  la  formation  du  produit 
Je  deux  polynômes ,  et  faciliter  les  réductions  dont  ce  produit 
êst  susceptible,  on  dispose  les  produits  partiels  de  manière  que 


212  É  L  É  M  EN  S 

les  termes  semblables  se  trouvent  les  uns  sous  les  autres.  A 
cet  effet ,  on  écrit  les  termes  du  multiplicande  et  du  muliipli' 
cateur\  suivant  tordre  indiqué  par  les  grandeurs  des  exposant 
d'une  même  lettre ,  prise  arbitrairement.  On  dit  alors  que  le$^ 
facteurs  sont  ORDONNÉS  (*).  Par  exemple,  pour  former  le 
produit  de  (  6^  -f-  a*i  +  o^  +  ab^  )  par  (46*  +  3a»— 3a*)  ,  on 
ordonnera  ces  facteurs  par' rapport  à  la  lettre  a\  et  disposant 
les  uns  sous  les  autres,  les  termes  semblables  des  produits  par- 
tiels, on  sera  conduit  au  calcul  suivant. . . 

Multiplicande....     a'-f-  a«i-f-    ah*-¥b^ 
Idoltiplicateur. . . .  3a* — ^ah  -+-    4^* 

■         .        fZa^-^^a'^b'^Za^b*-^^a*b^ (  i*' prodml) 

Produits    I       _3^4i_3a3i.— 3a«53-.3fl^4 ( a»  produit) 

parlieU     |^  -^^n^-^^^b^-^-^ab^-^ib^..,,  (3*  produil) 

Produit  total 3a«  •^l\a^b*'^^*b^-¥  ab^-^i^b** 

PoUr  effectuer  cette  multiplication^  on  a  d^aboid  multi|)lié  le  multiplicande 
par  le  lei*  terme  3a*  du  multiplicateur,  ce  qui  a  donné  le  iti^  prodoit  par- 
tiel. Passant  an  a^  terme  du  multiplicateur  >  #n  a  multiplie  chaque  terme 
dû  multiplicande  par  — ^ab ,  ce  qui  a  donne  le  a*  produit  paiptiel^Ja 
multiplication  par  le  dernier  terme  ^b*  du  multiplicateur,  a  donne'  le  3*  pro- 
duit partiel.  On  a  placé  le  i^r  terme  de  chaque  produit  partiel,  aoof  le 
terme  «emblable  du  produit  partiel  précédent ,  ce  qui  a  conduit  à  ayancer 
chaque  produit  partiel  d'un  rang  vers  la  droite.  ÀYec  cette  attention ,  l«i 
termes  semblables  des  produits  partiels  se  trouvent  naturellement  placés  les 
uns  sous  les  autres ,  et  les  réductions  qui  résultent  de  Taddition  de  ces 
produits  ,  8>fi%rtuent  sans  difficulté.  Par  exemple,  pour  ajouter  les  termes 
semblables  -♦•3a^i»,  — 3a'ô*,  -+•  ^a'^b* ,  il  suffit  de  regarder  a'^b*  comme 
une  quantité  qui  est  prise  un  nombre  de  fois  marqué  par  la  somme  algé- 
brique de  ses  coefficiens  H-  3,  —  3  ,  -4-  4  i  cette  somme  étant  -f-  4>  on  voit 
que  les  termes  eu  à^b*  se  réduisent  à  +  ê^'^b^.  On  a  effectué  les  autres  ré- 
ductions de  la  même  manière,  ce. qui  a  donné  le  produit  total.  On  parvien- 
drait au  même  résultat ,  en  chaugeant  Tordre  des  facteurs.  Si  l'on  donne 
des  valeurs  numériques  arbitraires  aux  lettres  a  et  6  ,  on  verra  que  la  valeur 
numérique  du  produit  total ,  sera  toujours  égale  au  produit  des  valeurs  . 


(*)  Cette  considération  n'est  pas  particulière  à  l'Algèbre  ;  car  en  Arith- 
métique, les  uuiiés]dee  différeus  ordres  se  tiouvent  nulurellemcut  .classées 
suivant  leurs  grandeurs. 
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HWnériqves  dei  fadeurs.  On  trouvera  de  la  même  manière.../ 

388.  Lorsqu'un  polynôme  est  ordonné  ,  chaque  terme  est 
la  somme  algébrique  des  monômes  affectés  de  la  même  puis^ 
'Sance  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné.  De  sorte 

que  le  premier  terme  est  la  somme  algébrique  des  monômes 
affectés  de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  petr  rapport  à 
laquelle  on  a  ordonné.  Les  coeffieiens  de  cette  lettre  peuvent 
donc  être  des  polynômes  ;  on  les  ordonne  par  rapport  à  une 
autre  lettre.  On  dit  alors  que  le  polynôme  proposé  est  ordonné 
par  rapport  à  deux  lettres.  Ainsi ,  le  polynôme.  • . 

a?**  — 3a*i  +  5a5i3  +  4a«i*_a3  4.M— 6*^  +  366  — 7, 

ordonné  par  rapport  aux  deux  lettres  a  et  i,  devient 

(Sfts+i*— i)a3  +  (46»— 3i)a*  +  (3is— i*  +  M— 7). 

Les  termes    sont   ordonnés   par  rapport   aux   puissances 
.décroissantes   de  a  ;   et  les  coeillciens   des   diverses  puis- 
sances de  a  sont  ordonnés  par  rapport  à  6.  Le  i*'  terme  est 
(Sé'+fc*—  i)  o^;  le  »•  terme  est  (4**—  36)  a*  ;  et  le  dernier 
terme  est  (3i^— 6*  +  64  _  7), 

389.  Si  Ton  proposait  de  mnltiplier  &a*  +  3  —  &a  —  a*  4-  <>  *  par 
e>  —  &  -f>  ah*  —  i-^ab  y  on  onlonnerait  ces  denz  polynômes  par  rapport 
aux  lettres  a  et  &  ;  ce  qaî  conduirait  au  calcul  suivant. . . . 

{h — \)a*~-{b — i)a-+-3    Multiplicande. 
(i*-4-&-f-i)«  — (^-hi)    Multiplicateur. 

(^iX*»-*-*-+-i)«î— (i— i)(i--+-A-»-i)a«-»-3(A--»-A-+-i)a  IproduÎM 

.— (fr— 1)(5  •¥\)a*      -+-(*— i)(5-+-i)a—3(5-hi)j  partiels» 

Pour  obtqpir  la  somme  de  ces  denz  produits  partiels ,  on  effectuera  Itt 
maltiplications  indicées ,  ce  qui  donnera. . . . 

(&— i)  (fc' -♦-&-+- i)=#iô'-i;     (ô—i )(&-+- 1)4=*' -M 
les  coefEcîens  de  à^^  de  a*  et  de  a  sont  donc. ... 

(^î— ,),    {«.^3.4.i_ft«+i),    et    (3^>+3ft4-3  +  6«  — tX 
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lu  se  réduisent  à..*. 

X«c  produit  demandé  est  donc .... 

( Aï— i)  «3— ( *»-♦- 6«  — a)  a* -4- <4A«^3* -♦•  a)  a  —  3  (* -♦- i). 

3go.  QuQjid  les  facteurs  et  le  produit  sont  ordonnés  par 
jrapport  d  la  même  lettre^  le  i*^  terme  duprQduit:exprime  né» 
xessairement  le  produit  dui^  terme  du  muUipiiccaide  parle 
1*^  terme  du  mult^licateur.  Cela,  est  évideot  >  carie  tMm 
affecté  du  plus  grand  exposant  dans  le  produit  »  ne  peut  t^ 
sulter  que  de  la  multiplication  des  termes  affectés  des  plas 
grands  exposans  dans  les  facteurs,  hà  division  dès  polynânmi 
se  déduira  de  ce  principe. 

Sq  1 .  Le  produit  du  diviseur  par  le  quotient ,  devant  être 
égal  au  dividende  (n°  a5o).^i  t'oH  supprime  ifans  le  diuidêndê 
tous  les  facteurs  du  diviseur ,  le  résultat  exprimer4i.  U  .;guotient* 
Les  règles  relatives  à  la  division  se  déduisent  avec  facilité  de 
ce-principe,  et  des  règles  données  pour ia  multiplication. 

3ga.  £a  règle  des  SIGNES ,  est  la  même  que  dans  la  mul^ 
tipUcation,  Lorsque  le  dividende 'et  le  diviseur  ont  le  mênui 
.signe  i  le  quotient  a  le  signe  ^;  et  lorsqu'ils  ont  des  signes 
■différens^  le^  quotient  a  le  signe '-^^  (ii°  «5i). 

5^5.  La  règle  des  COEFficiens  ,  est  de  diviser  le  cordent 
•du  dividende  par  celui  du  diviseur;  le  résultat  exprime  le  coef" 
■ficient  du  quotient.  £n  effet ,  le  coeificiûit  du  dividende  étant  i 
le  produit  du  'coefficient  du  diviseur  par  celui  du  quotient;  [ 
si  l'on  divise  le  premier  coefficient  p^r  le  second  ^  ^^  ^^^^  ; 
trouver  le  troisième, 

394'  La  r^gle  des  lettjies.,  e^t  de  supprimer  dans  le  êir    \ 
'i/idende  toutes  les  lettres  qui  composent  le  diviseur  ;  4e- résulkd    \ 
rexprime  les  lettres  du  quotient.  Cela  résulte  de  ce  giie  le  di** 
vidende  contient  toutes  les  lettres  du  diviseur  et  du  quotieét. 
Ainsi  ^  le  quotient  de  abcd  par  «J  ^  est  hci  c5elui  de  abcde  par 
acd  est  be. 

^5.  Lùfsqi^ie  dividende  ne.contient  pas  tous  les  facteuH 
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^diviseur,  -le  ifuotient  nestipas  ejoast  ;.on  supprime  les  fac- 
teurs communs;  la  fraction  irréductible  qui  en  résulte ,  exprime 
ia  valeur  du  quotient  y  réduite  à  sa  plus  simple,  expression. 

Ainsi. .  • 

iBabc   ,    5a.5'bc   ,    5bc 

■      -4-1  .~_i.._.«  3a  ^ 

aifloe   "^  Sa.'^de       j'de 

3g6.  Dans  ladivision  de  deux  puissances  d'une  même,  lettre  ^ 
Ta  règle  des  exposa NS  est  de  retrancher  V exposant  du  diviseur 
JU.cmbsi'du  dividende  ;  le  reste  exprime  l'exposant  du  quotient; 
ooTy  l'exposant,  dn  dividende  étant  la  somme  des  exposans  du 
divîacur  et  du  quotient ,  si  l'on  retranche  le  second  exposant 
du  .premier ,  le  reste  sera  l'exposant  du  quotient.  Ainsi  ;  lô 
quotient  de  i^  par  6^,  est  i*"',  ou  i';  celui'de  b^  par  M, 
est  i'"^4^  ou  V.  On  peut  le  démontrer  directement ^  car. .  • 

597.  'Jba,  démonstration  de  cette  règle  suppose  que'Fèxposant 
ditJitâdende  est  plus  grand  que  celui  du  diviseur.  Voyons  s'il, 
est  possible  de  la  rendre  générale  ^  en  appliquant  la  définition 
du  n**  aSj  ,  aux  exposans  : 

l^.  Lorsque  l'exposant  du  dividende  est  plus  grand  que  celui 
du  diviseur ,  on  peut  effectuer  la  soustraction  arithmétique ,  et 
ie  reste  positif  y  exprime  l'exposant  du  quotient  (n^  Sg^).  Ainsi  ^ 
le  quotient  de.  la  division  de  i^  par  b^  est  b^"^^  ou  b^  ;  oar  le  di- 
xiseur  i^,- multiplié  parle  quotient  ^'^/donne  le  dividende  &7.£n 
féoéral^  p  et  m  désignant  deux  nombres  entiers  positifs ,  si  p 
«?t  plus  grand  que  tm,^  le  quotient  de  bP  par  i"*  sera  4'*""'*. 
Cherchons  à  rendre  cette  formule  générale  >  p  étant  moindre 
que  m ,  ou  égal  à  m. 

â°.  Lorsque  l'exposant  du  dividende  est  moindre  que  celui  du 
diviseur  y  4»n  ne  peut  plus  effectuer  la  soustraction  arithmé- 
tique ,  ^et  si  l'on  appliquait  la  règle,  J^exposant  du  quotient 
serait  négatif.  Par  exemple ,  le  quotient  de  P  par  b^  serait 
Jf^  ou  b"*  \  kiterpréton^  ee  résultat.  D  aprèe  les  netîfens  4UnA« 
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métiqnes^  le  quotient  de  b^  par  b'  est  indiqué  pûr-v^  ou  par 

y.  i 3 ;  supprimant  le  facteur  i^ ^  commun  aux  deux  termes 

de  cette  fraction ,  le  résultat  -7-  indique  le  quotient  demandé. 

Mais  pour  que  la  règle  du  n"*  396,  soit  applicable  à  ce  dernier 

cas  y  il  faut  que  t-  soit  identiquement  égal  à  A"^;  examinons  | 

donc  ,  si  la  déCnition  des  exposans  ,  combinée  avec  celle  det  1 
signes,  peut  conduire  à  cette  identité.  Les  expressions  6^  i**, 
8ont  équivalentes  à  \,b.b,b.b\  de  sorte  que  Vexposftnt  positif  - 
-f-  4  >  indique  que  l'unité  doit  être  multipliée  par  4  facteun 
égaux  à  b  \  pour  que  b"'^ ,  soit  égal  à  1  ;  M ,  il  faut  que  texpo* 
9ant  négatif  —  4  >  indique  que  Tunité  doit  être  divisée  par    . 
4  facteurs  égaux  à  6;  TeaT^o^an^po^if/f  indiquant  des  mullipU^ 
cations  f  V exposant  négatif  doit ^  donc  indiquer  des  divisions; 
ce  qui  8*accorde  avec  la  propriété  reconnue  des  signes  +  et  —  >   i 
d'indiquer  lei^  manières  d*etre  opposées  des  quantités.  Nous    : 
adopterons  donc  cette  définition,  afin  de  donner  à  la  règle  du    ^ 
n®  396  ,  tQOte  la  généralité  qui  convient  à  Talgèbre.  s 

3®.  «Si  les  exposans  du  dividende  et  du  diviseur  étaient  égaux ^ 
en  appliquant  la  règle ,  on  trouverait  zéro  pour  t  exposant  du, 
quotient.  Par  exemple,  le  quotient  de  b^  par  insérait 6^""^,  ou  i*; 
mais  le  dividende  étant  égal  au  diviseur  »  le  quotient  est  Tunité; 
la  généralité  de  la  règle  exige  donc  que  ^°  =^  1 .  Il  s*agit  donc 
d'examiner  si  la  définition  des  exposans  conduit  à  ce  résultat. 
D'après  cett«  définition ,  i*  indique  un  produit  dont  les  facteur» 
sont  1 ,  A ,  A  ;  donc  b""  doit  indiquer  un  produit  qui  n'a  pour 
facteur  que  l'unité,  car  l'exposant  o  indique  que  b  n'est  pas 
facteur  dans  le  produit.  L'identité  i°=|=  1,  résulte  donc  delà 
définition  des  exposans  (u°  378}, 

398.  Ainsi,  pour  que  la  règle  du  n^  396,  soit  générale^  il 
suffit  de  regarder  les  signes  -f  ^^  —  >  comme  indiquant  Us 
manières  d'être  opposées^  des 'quantités.  L'exposant  POSITIF 

indique  des  mvltiplicahows  ,  l'exposant  jnégatîp  ràfifu* 
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les  DIVISIONS  ;  et  toute  quantité  affectée  de  l'exposant  o  ^  est 
'gaie  d  lunité.  D'après  cela. . . 

>£n  général^ P  ^^  Ç  étant  des  nombres  entiers  positifs. . . 
of  :  cfl^aaF-i;     û-'"4=i  :  a"»;  d'où  û^"=f=i  :  a"". 

Dans  ces  identités ,  a  et  &  désignent  des  quantités  quel- 
conques^ monômes  ou  polynômes.  Ainsi 

(x+  i)-3=#i  :  (x+  0^  (x  +  i )-44=  1  :  (a:  +  1)4. 

• 

Sgg.  La  règle  précédente  donne  le  moyen  d'écrire  les  frao« 
.tiens,  BOUS  Ta  forme  de  quantités  entières,  car  on  peut  faire 
{passer  les  facteurs  du  dénominateur,  au  numérateur  ^  en  chan- 
gpant  les  signes  des  exposons  de  ces  facteurs.  Ainsi. . . 

400.  Les  règles  des  n^*  383  et  3g6  conviennent  aux  exposant  entiers ^ 
positifs  et  négatifs  ;  le  produit  des  puissances  d'une  même* quantité  ,  a 
pour  exposant  la  somme  algébrique  des  exposons  des  facteurs.  Pour 
'  ^Mserdeux  puissances  d'une  même  quantité  Pune  par  l'autre,  il  su  fit 
de  retrancher  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende,  d'après  la 
f^gle  du  n**  3g6;  le  reste  exprime  l'exposant  du  quotient.  En  effet,  si 
ptîq  désignent  des  nombres  entiers  positifs ,  on  a  démontre  que. . . . 

.^ais^arHi    aPiai^iaf-ii    «-fs^i:a+^i    i:a-P=t=«+f. 

On  ea  déduit..*. 

•  af     af^ aP        i^^af^^  .  .        .«-,»• 

[€k  a  donc. . .  ^ 

^'lUfisions flf i«f4aa^-f  j  «^:Vr-f#w^H j  ertim  »H 
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')Les  résultats^ «9pvî«i4>l>«r«c«s  ldeniktti,xU!inentft»t  la  r^gle^^DOttcëe.  'Oa  ea 
déduit.... 

«3 .  tf-3  =|3  «5-5  ci.  fl«  43 1  ;  a»  .^^5  4r  n»-'  =t=  «•  ;  .«-««5  4»rfr-ît+î  a^<r-» 
(a  -4-  4)7  .  (a  -4-  A)-î.(«  rf-  A)»4:  (a  -♦-  A,)7r-î+5.4r  (a  -♦- é>. 

4oi.  La  division  des  monômes  ^e::pouvaot  plus  nMi^  ^ 

difficulté ,  passons  à  la  division  complexe.  JLe  dividende  .devant 

toujours  être  considéré  comme  un  produit  dont  le  diviseur  et 

le  quotient  sodt  les  farieurs  -,  il  est  naturel  d'examiner  com- 

.^nent  on  forme  le  produit  4e  deux  polynômes,  afin  ti'cn  dé- 

•,dttirele  procédé  >d'après  liequel  on*  pisut  décomposer  ce  prodknt. 

Multiplication  eu  for'- 

'J^wiiù>nyAMi,ééoompoÉitùm  éPun^^prodltk. 


mation  tUun  ^oduit» 


''■■■■!■  I 


i*»"  reste,'. .  aa*54-7tf5A«:+-34i«4» 


»  ■'«« 
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3'  rMfe ,., o. 


Si  Ton  (Compare  le  {u-od^  a(-4-  5a13.7f-  ^a^*  f^^a^b^,  vimc^-m^^um^ 
(a^  -4-3flr*ft  j  et  (a*  +  ^^b  4-  4*) ,  on  verra  gue  les  factean  ^tant  ordonnée- 
par  rapport  à  a  ,  les  prcklints  partiels  et  le  proldùit  tothl  sont  aassi  ordonnés f 
et  le  i«ir  terme  a^  du  produit  total  est  le  prodnitdu  i*' tciOiftÀ^dn  «Millii^ 
cande ,  par  le  itr  terme  <i*  du  multiplicateur  (n^'Bgs).  Le  diuidende ,  le  di^ir 
teur  et  le  quotient  étant  donc  ordonnés  ^  le  i***   terme  du  diyidem 
exprime  le  produit  du  i*»"  ^r^me  du  dit^iseurpt^r  le  i«'"terfne  du  que*^ 
tient;  de  sorte  qu'yen  divisant  le  i***  terme  a*  du  dividende ,  par  lei^. 
terme  a^  du  diiHsewr  ^  le  résultat   tfii  jbï^  r>«i  a*,  sera  le  i*'  terme 
quotient.  CherçhQus  le  ;i«  terme  de  ce  quotient.  Si  le  produit  du  i«'  tei^ 
du  diviseur  par  le  a*  terme  du  quotient  était-  connu ,  en  divisant  ce  prodoir 
par  le  i^^^çcme  du.,dix.iseur_,  1b  résultat,  scrah  le;i«  terme  du  q^otient•  Ot| 
avec  un  peu  d^attrntion,  on  voit  que  pour  trouver  ce  produit,  il, suffit  Jn^ 
retrancher  du  dividende  le  produit  («*4-3a44)  du  diviseur  d^-h  \à^t 
le  1er  terme  a*  du  quotient,  car  le  dividende  exprimant  la  somme  ^àesi 
'j>ix><faiits  paxtida.  du  idi^ÛMsar  .a^-iH^a*!^:  psur  Jes  tEois  iexmcs  a?^  %ak  9.  J* 
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■9timt.>  m  Von-.ntXMnthe  do  dividende  le  |>rodujt  du  diriseor  par  le 
**  MVIQC/i*  dp  ^potieat,  \e  reste  aa46  4- ^«3^*  ^-3a>^)  exprime^  le 
Rodnit  da  diviseur  par  lei  deux  autres  termes  du  quotiept  ;  le  i«r  tenue 
m*b  de  ce  produit  aéra  donc  le  produit  du  i«r  terme  du  diviseur  par  le 
i«-lpiaiu  dn  <fM>tient  (n^dgo)'.  La  diuiêion  du  \*'  terme  aa^b  du  \*'  reste 
mr.ic  9^^^rmeA*  du  diviseur  p  donnera  donc  le  a*  tenue  aab  du  quotient. 
ISfifiltft^i  l'on  retrancbedu  i*r  reste,* Je  produit  du  diviseur  jiar  le  i*  tern^B 
da  <pio|icnt^  le  résultai  a^b*  -4-  3a*&^  sera  le  produit  du  diviseur  par  le 
S*  teroie  da  quopent.  Le  i«v  terme  a^b*  de  ce  a*  reste,  sera  donc  .le 
frodnit  du  i«r  terme  dn  diviseur  par  le  dernier  terme  du  quotient  (  n<>  890  )  ; 
k  diniiMijde  ét^b^  par  m>,  donncsa  donc  le  dernier  •  terne  b*  du  quotient. 
3l«irmclniU<dtt-a«  reste  le  ■  produit  du  diviseur  par  le  dernier  terme  du 
MMiticpt  s.le  3*  reste  sera  zéro.  Pe  sor^e  que  le  quotient  total  est  A*H-!ki&-4-&*. 
^  en  cfièt ,  le  ^viseur  multiplié  par  ce  quotient ,  reproduit  le  dividende. 

4oa.  On   doit  remarquer  que  pour  effectuer  cette  division,  il  suffit  de 
'^  \imisoQ9cni«V  €»ployës  dans   l'Aritbmétique.  La  recbfrclie 
IBQn^QPI^  qui  compoient  :1e  quotient  littéral ,  correspond  à  la  rechercha 
tfla  duKâens  chiffres  du  quotient  numérique)  mais  comme  dans  chaque  veste 
iyie  produit  du  i^^  terme  du  diviseur  par  le  i*"*  des  termes  du  quotient 
h-mUnt  k  découvrir ,  eat  en- évidence^  -la  division  algébrique  a  le  grand 
i^m^exiger  tkttçMn-tdtoanemeMt  ;  et  .sous  œ  point  de  vue,  elle 
\m  pinurXiçtlie  que  |a  division  ff;ritl)]uéL|que. 

4o3,  En, général  >  le  dividende  exprimai^  le  produit  du  divi-»- 
•eur  par  le  .quotient ,  lorsque  le  dividende ,  U  diviseur  et  le 
jouent  sont  ordonnés  par  tçpport  à  la  même  lettre ,  le  i"*  ternie 
du  dii/îdende  est  le  produit  du  i*^  terme  du  diviseur  par  le 
X*^  terme  du  quotient;  on  obtiendra  donc  toujours  le  i"  terme 
du  quo^ienjt,  en  divisantle  1  ^r  terme  du  dividende  par  le  1  ""  terme 
<Iu  'diyisB\ir.  .Le  dividende  exprimant  la  somme  des  produit^ 
]0rti/el8  du  diviseur  par  tous  les  termes  du  quotient;  «i  roa 

C Tanche  du  dividende  ^  le  produit  du  diviseur  par  le  i^**  terme 
^  .Retient ^  le  reste  exprim^era  le  produit  du  diviseur  par 
4ons  les  termes  dû  quotient ,  excepté  le  i**".  Ce  1"  reste 
it  donc  être  coq^idéré  comme  le  produit  de  deux  facteurs  ; 
•de-c^es'facteurs  est  le  diviseur;  l'autre  facteur  est  coin- 
de  tous '^es' termes  du  quotient  »  excepté  le  i**^  ;  \% 
^ttitm»  de  ce  dernier  facteur  est  donc  le  a^  terme  du 
>Bt.  Le  -ï*^  terme  du.  1"  reste  sera  donc  le  produit  du 
■terme  du  diviseur  pKr  le  a*  terme  du  quotient  (n*  Sqo); 
^taii^isiondu  i*^  terme- de  ce  1'^  reste,  par  h  1''  tsmie  du 
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•  diviseur,  donnera  donc  le  fl*  terme  du  quotient.  Par  laf  liiÀol>| 
rason,  si  Ton  retranche  du  i*"^  reste ,  le  produit  du  diTisetf] 
par  le  a*  terme  du  quotient,  on  obtiendra  un  a*  reste  .qa^ 
exprimera  le  produit  du  diviseur  partons  les  termes  du  quo-j 
.tient,  excepté  les  deux  premiers;  le  i*"^  terme  du  a^rest»  sei»^ 
donc  le  produit  du  i**"  terme  du  diviseur  par  le  3*  terme  dà 
quotient;  la  division  dit  i"  ternie  du  a'  reste, par  le  i'*"  U 
du  diviseur ,  donnera  donc  le  5'  terme  du, quotient.  Si  ton  cot^ 
tinue  les  mêmes  raisonnemens  et  les  mêmes  opérations ,  olk  \ 
obtiendra  successivement  tous  les  terpies  du  quotient^  en  di* 
irisant  chaque  fois  le  i''  terme  du  resté  ^ par  le  i^  terme  i^j 
diviseur.  ' 

•  t  ■    ' 

•  4^^-'  Lorsqu'on  parvient  à  un  reste  égal  à  zéro ,  le  quotiaâ' 
obtenu  est  exact  y  car  ayant  successivement  retranché  dpdî^ 
vidende,  les  produits  partiels  du  diviseur  par  les  termes  du  quch* 
tient ,  c*est  comme  si  Ton  eût  retranché  du  dividende ,  le  produit; 
du  diviseur  par  le  quotient  obtenu  ;  mais  le  reste  de  cette  «ois-; 
traction  est  zéro;  le  dividende 'est  donc  égal  au  produit  dà, 
diviseur  par  le  qiiotîent'  obtenu.  Ce  quotient  est  donc  exact. 

405.  Cette  démonstration  de  la  méthode  que  l'on  suit  pourl 
effectuer  la  division  algébrique ,  fait  seiitir  la  nécessité  dorA 
donner  le  dividende  y  le  diviseur  et  les  ^restes  successifs ,  pat\ 
rapport  à  la  même  lettre;  car  sans  cette  précaution ,  le  i*'  termi 
de  chaque  reste ,  pouvant  provenir  de  la  réduction  de  plusîeanj 
termes  deo  produits  partiels ,  ce  i**"  terme  ne  serait  plus  le  pnirl 
duit  d'un  terme  du  diviseur  par  un  terme  du  quotient;  ladi-i 
vision  de  ce  i*'  terme  par  un  terme  du  diviseur,  ne  dpnnera^j 
donc  pas  un  terme  du  quotient,  it  est  donc  nécessaire  dot^ 

donner.  '  ■ 

•  »•....,  -t    •  • . 

406.  Les  raisonnemens  précédent  conduisent  à  cette  r< 
générale  :  Pour  diviser ^deux  poiyt^ômçs  lun  par  Vautfe, 
posez  les  calculs  comme  en  arithmétique^  (A.  n°  90  ).  OfdoniaA 
le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  dune  même  lettre-^ 
commentant  par  les  plus  hauts  expasans.  Divisez  le.i'-tfi 
du  dividende  par  le  i'^  terme  du  diviseur j  le  résultaê  sera} 
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l*'  terme  du  quotient.  Retranchez  du  dividende  le  produit  du 

lùdseurparle  i*^  terme  du  quotient;  vous  obtiendrez  un  i"  reste. 

J^iHsez  le  1*^  terme  du  i""  reste  par  le  i*^  terme  du  diviseur,  le 

'ésubat  sera  le  a'  terjne  du  quotient.  Retranchez  du  dividende , 

Db  produit  du  diviseur  par  le  a'  terme  du  quotient;  vous  trou^ 

Hrez  un  u*  reste.  Divisez  le  \*^  terme  de  ce  a'  reste ,  par  lé 

1"  terme  du  diviseur  y  le  résultat  sera  le  3'  terme  du  quotient. 

Continuez  à  opérer  de  la  même  manière  ;  vous  obtiendrez  suc^ 

usswement  tous  les  termes  du  quotient ,  en  divisant  chaque  fois 

h  1*^ terme  du  dernier  reste  obtenu ,  par  le  i"  terme  du  diviseur. 

Lorsque  vous  parviendrez  au  reste  zéro ,  le  quotient  obtenu  sera 

eocttct;  et  si  vous  n'avez  pas  commis  de  faute  de  calcul,  le  di" 

viseur  multiplié  par  ce  quotient,  donnera  un  produit  qui  sera 

^égal  au  dividende.  En  appliquant  cette  règlk  à  des  exemples, 

\ûn  doit  avoir  soin  d* ordonner  le  dividende,  le  diviseur  et  les 

■■  restes  successifs ,  par  rapport  à  la  même  lettre.  Pour  soustraire 

les  produits  partiels  du  diviseur  par  les  termes  du  quotient ,  on 

écrit  les  termes  de  ces  produits ,  en  changeant  les  signes  -f^ 

CI»  —  ,  et  les  signes  —  en  -^  (n?  233).  On  effectue  ensuite  les 

réductions,  et  l'on  ordonne  le  reste.  Les  coejfficiens  de  la  lettre 

par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné ,  pouvant  être  des  poly-^ 

nomes  ;  on  les  ordonne  alors  par  rapport  à  une  autre  lettre. 

Appliquons  cette  règle  à  la  décomposition  du  produit  forma 

dans  le  n^  387  ',  et  proposons-nous ,  connaissant  le  produit  et 

le  multiplicande ,  de  trouver  le  multiplicateur.  Yoici  le  calcul.. . 


-.3tf«— 3<i4ft— 3aîi«— 3fl»ô3 


ZTéste....  — 3a*&-*-  a^b*-^  a*b^-k*  ab^-h^b^ 
'^3a*b'h^a^b*'*-3a»b^'h3ab^ 


Zab-h/^b*  quoi. 


reste -+-4fl'^*-»-4«**^-»-4«^*'»"4^* 

— 4aîA>— 4fl«&5— 4aA4— 4A« 


^  reste « o 


3a  5  i^'' terme 

a'    '  du  quot. 

— 'ia^b  ,      -    , 

r-  r±>— 3ao,2«  terme. 

•+-a* 

^        :|>+-4^*,3«  terme. 


-+-a^ 


Le  !•'  terme  3fl*  da  <1ividende  ,  divise  par  le  i«r  terme  a'  du  divisent , 
dàanié  l»  i«'  Urme  3a*  du  quotient.  Ou  a  multiplié  les  termes  du  diviseur 
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par  3ff«-;«t  paÂTMiiittaîreJe  produit  du  dhrîkea^  pin*- lè^tiM'tèittl 
quotient,,  on  a  écrit  8ou«  le  dividende  les-  prodiiitS'partieli'd^'tieinii 
"viseur  par  3a^,  en  changeant  leS'  signet  de  cef  produits  (n*'  a23).;^f 
lès  réductions,  on  a  trouvé  le  i*^  reste.  La  dirisiondu  i«r  terme  -— 
ce  reste,  [lar  1er  i««*  terinerH- a^  dn diVisrar,  adcmtié'— -Sh&'pour  lé  î 
da  quotient.  Où  tt  émince  multiplié  lé' diviliMir  pèr  -•  3ab^  etr  ch 
les  signes  des  produits  partiels,  pour  effectuer- la  soAostractiou ,  on  a' 
résultat  sous  le  i*^-  reste  j  les 'réductions- effectuées  ont  donné  l^'^^  r 
i*!*  terme  -+•  4a'6"  dcce  a*  reste,  divisé  par  le  i*^  terme  a^  du  di^ 
dmmé  le  3«  terme  +  4^>  dc^  quotient.  Itettatfâhant  du  a<  reste  le  prc 
diviseur  par  le  3*  terme  dtt  quotient,  lè»re9Ce*-9''est  rédnit  à^ëfo:  tie\ 
exact  est  donc  3a*  —  3ah  +  4^**  Et-  eu  effet.,  le  diviseur  nknlt^ 
quotient ,  reproduit  tt  dividende  (n*387}.  On' peut- remapqpcx'f 
«xemplé  ,  que  les  multiplications  du  diviseur  par  les  differens  te/ 
quotient,  peuvent- produire  dbs  termes  qui  ne  se  trouvent  pas 
dividende;  ces  •termes  sont  ceux  qui?  onV  disparu  lorsqu'on  a  n 
produit  du  divUeUr  par  le-  quotient»  C'est  ainsi  que'  dttn»  l*èflei 
n<*  387  ,  le  produit  —  3aAh.  du  i«r  terme  da  multiplicande- par- le  2 
dii  multiplicateur,  ayant  disparu  du  produit  total;  dans  la  divisio 
pi-odiiitpar  le  multi^liisande ,  là  multiplication  du  diviseur  par  le  i« 
dtt-qnoâeoC'a  déiihé-' lé- terme*  —  3«i4^,  qui-  ne*  s^  trouvait  pas 
divîdendo. 

]^  ËU^i^  pMirront*  s^exereer  sur  leS'âoemptes  qnt  suivent: 
a*-^  B*     fxi  --  b 

L  Ifl'  -+-•  a*b  "h  ab*    -f-  b^     Quotient* 

Preuve, 

flî  -4-  'a»b  -*-  ab*    -f^  b^'    Multiplicam 
a        —  ô      MultiplicatB 

a*  -+-  a^b  -f^  a*b*  -+-  ab^ 

—  a^b  —  a'b»  —  ab^  —  ^fi 


«U£ 

ai  -ff  a^b' 

-4^ 

ml* 

a^b 
a^h 

-4- 

b* 
a*y» 

-^ 

aib*' 
<r»ft* 

-+* 

54 

ab^ 

2, 

ab^ 

z 

*4 

bi 

Mester. . . .  o  J  «4  —  ^  Produit  total 

IJonc... 

(«4— ô<)  î(a— ft)=f=tfî-4-a*fe-+-flô'  •+-  b^, 

PbtÉT  diviser  b^à*  —  ^4  —  ab^  -+-  a^b»  -h  aa*Ô  -h  lab*  ^a^b  — 
a*b —  b*  -4-  la.  On-  ordonnera  le  dividende  et  le  divifieur  par  rapf 
j|tftM"'â^j  c%  qiii  cdndaûra  au  calcul  suivant. 
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i)a*r^b»(b^i)a 


• +^îa«-f-a6««— .A4 

•  •••• t..  o 


^*^'^#.i^q^î±i:WA-0- 


•^b^a*     ba»,b* 


on  dn  i>*r  terme^  (  £^-^  i }  a'da  dÎTidende,  ptr.  1<  i^r  terme -Am*' 
,  a  donne  le  !•' terme* (&—i}a  du  quotient.  On  a  ensuite  i«i» 

dÎTiHende  ,  le  produit  du  divÎMurpar  le  i*'  terme  du  quotient* 
onn^  le  i*r  reste.  On  a  réduit  ce  !•'  reste  à  êa  plus  simple  e»- 
f  diTÎsîon  du  i«r  terme  b^a*  de  ce  reste,  par  le  i*r  terme  Âa*  du 
donné  le  9*'terme.-H  ^*do  quotient  On  a  rèMinrhe  du  i«r  resta 
)rodiilt  do  diviseur  par  Iç'a*  terme  du  quotient^  la  reste  tém  a  in* 
e  qootient  exact  était  (b  —  i  )  a  -4-  A*.  Et  a»  effipt ,  si  Ton  eiftccn* 

on  trouvera  que  le  divisem^  multiplié  pi»  oa  qaotMiiC>  rapvadâv 


e. 


and  les  coefficieru  de  la  lettre  par  rapport  à  léNfuelle-on-ét 
}nt  dés  polynômes  y  la  recherche  dt  chaque  terme  du  quotient- 
ire  à  une  ditnsion  complexe.  La  décomposition  da  produit  formé 
1^9  en  offire  m  exemple.  Voici  le-caleal .... 

-(6^-1- A«—a)a« -t-C/IA* -t-SA-t-a)*!— 3(^-1- 1)  r(*—i)  ««—f  A— I  >-*-S 


)a5-t.(Aî_,)  a«— 3(A«-f-6-»-i)a 


i(b* 


H•^-♦•I>l^^^*^l)■ 


— (^•-.i)a«-h(A«— i)a^3  (A-fi) 
^^t^'^l)a•^b^^l)a^^b^l) 


enltle  i«»  tertee  du  qœcient ,  on  a  divisé  (iM—i)  «3  paf{l>— !)«•{' 
le  (/>'— I  )  par  (b —  i)  a  donuc  (b*  •¥-  b-^i);  âe  soctaqqe' 
î  du  quotient  fst  (  A*  -4-  6  -h  i }  a.  On  a  retranché  du  t]'mt\ew\e , 
lu  diviseur  par  le  i^f  terme  du  quotient  i  dansi  la  reste,  le  coef&* 
cftt  —  A*  —  iSr» -♦-  a-l-  ifr'  —  I ,  ou  —  A»  -•-  I  ,  on  —  (b*  —  i  ) ; 
it    de    a   est  4£»* -♦- 3A-f-a— 3A*  — 3ifr— î^  p«  (A*  — i).  f-i« 
t   donc  — (^  — 1)«"  -•-  (A«  —  i)« — 3(A^-  i).  La  divisi/m 
-  I  )  a"  par  -♦•  (  A  —  i  )  a*,  a  donné  —  {  A  -4-  i  )  pour  le  «•  trrm^i 
i;  on  a  retrancbe  dir  !•'  reste,  le  prodoii  da-divifeiir  par  la 
1  quotient ,  ce  qui  a  donné  zéro  pour  le  o^  rrehi,  Iai  qiMCfriMi* 
•aç  (  b'  -f  A'4- 1  ;  a  —  r^-f-  V }'  Et  en  eflrt,  le  divisevr  mit lliplî^ 
tiens»  lefMdgnHè  dixiikiidt  (n^  38^;. 


^S4  ELEMENT 

£a  appliquant  la  règle  da  n*  4^  >  ^^  troutera  qne  le  qfaotieiit 
de  laa*'— 3ia*M-(»o/»«— a9c»)a'-+-^376c*-+-i8c')fl*4-(i5c< — :àibe^)wm 
par. . . .  3a* — ^b — 5c* ,    est. . . .     4^' — 5a*lh--^c*-+-6e^  ; 

•  ■  •  •  • 

que  celui  de.  «*— ifr*    par    a — b    est    a*H-A(a'+^*a»+i'fl4^ 

que  celui  de  '  a*-i-^*    par    a4-^    ««t    «^ — ^a'+A'a*— ^'tf+^ 

. .  •  .    .  -    ■ 

Pour  faire  la  preuNre  de  chaque  division  ,  on  multipliera  le  diviieii 
le  quotient  ;  le  produi,t  sera  égal  au  dividende. 

4o8.  Le  quotient  ne  changeant  pas  lorsq\i^on  divise,  le  dividende 
divisenr  par  une  même  quantité,  on  simplifie  les  calculs  en  suppri 
dans  le  dividende  et  le  diviseur ,  les  facteurs  communs  que  l'en 
appercetfoir.  Par  exemple,  si  Ton  voulait  diviser  (a^bcd  —  ab^cd 
{^a^bcd'^ab^cd) ,  on  mettrait  ces  quai^titës  sous  cette  forme... •• 

abc4  (  «^  —  b^)    et    abcd  (.«  —  b). 

Supprimant  le  factetir  commun  abcd,  la  question  serait  réduite  à  ' 
(a 4 — ^4)  par  {a — b)  ;  eiFectuant  celte  division, on  trouverait  a^^ba*-¥b* 
'    pour  le  quotient  demandé. 

4og.  Lorsque  le  diviseur  n'est  pas  Vun  des  facteurs  du 

dende,  le  quotient  n*est  pas  exacte  et  la  division  se  pro 

indéfiniment ,  sans  quon  puisse  parvenir  au  reste  zéro; 

ce  cas  f  si  ton  ne  veut  pas  admettre  au  quotient  des  exp 

négatifs  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonn 

doit  arrêter  la  division  lorsqu'on  phrvient  à  un  reste  à 

1'*"  terme  ne  contient  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on 

donné ,  qu'à  une  puissance  inférieure  à  celle  de  la  menu 

dans  le  i"  terme  du  diviseur»  Par  exemple,  si  l'on  c 

(a*+  ^^  —  3A*)  par  (a" —  i)  ,  après  avoir  trouvé  (a*-|-  a 

au  quotient,  le  reste  serait  ak^ —  ai*  ;  le  i**"  termede  c 

ii*étant  pas  divisible  par  le  i*'  terme  a*  du  diviseur,  < 

arrêter  la  division.  Le  quotient  est  alors  composé  de  ! 

(ji^ -{- ab '•\-  b)  et  de  la  fraction  — 2—.  On  a  donc 

a  —  b 

I 

•  4^0  Lorsque  la  division  ne  s'effectue  pas  exactemi 
fait  la  PREUVE  comme  en  arithmétique  (A.  n®  iSy)  ;  0 
tiplie  le  diviseur  par  les  entiers  obtenm  au  quotient  ;  le 


D'ALGEBRE.  aaS 

igmenté  du  dernier  reste  -^  doit  donner  une  sommé  égale  au 
wiâende.  En  appliquant  cette  preuve  à  la  division  précédente, 
n  trouvera  que. . . 

(a^—  b)  (a^+  ab  +  h)  +  (a  —  îi)b^t^a^  +  t^b  —  3b\ 
3e  qui  vérifie  l'exactitude  de  Topération. 

r 

in.  Pour  que  les  exposons  de  la  lettre  pur  rapport  à  laquelle 
a  ordonné ,  diminuent  dans  les  restes  successifs ,  il  est  indis» 
}le  de  réunir  en  un  seul  terme ,  les  monômes  affectés  de 
même  puisscmce  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a 
mé,  ■  Par  exemple  »  si  dans  la  division  de  4^  +  fi^fr  par 
'4-  ba^^^  5a  +  7  ,  on  regardait  aa*  comme  le  i**"  terme 
diviseur  ^  les  restes  successifs  contiendraient  toujours  a^, 
sorte  qu'on  ne  parviendrait  pas  à  un  reste  moindre  que  le 
ir  (n^  4^^)*  Mais  en  prenant  pour  i***  terme  du  diviseur 
smble  des  monômes  affectés  de  a^ ,  ce  qui  revient  à  or- 
ler,  on  seira  conduit  à  diviser  4a^  +  siab,  par  (b  -f*  â)  a* 
^-Sfl-f-j;  le  i^'  terme  du  diviseur  sera  (i  +  a)a*.  Effîeo- 
lant  la  division  ^  d*après  la  règle  du  n^'^oG,  et  admettait  des 
fteflBfdeas  fractionnaires  de  a,  les  entiers  du  quotient  seront 


(Âd- 


lO 


**"  (/>-4-a)  (/>-+-  a;* 
.;,k  mte  sera... 

\  ^-+-a '*"(/»-+-a)(^-+-aJ5  ^       (^-+-a;«' 

Sb  mte  le  réduit  à 

(a/>^+86«  —  ao^+44)  .  i4o 

(^+a)«  *"*(/»-+-a)« 

On  tronyera  de  la  même  manière,  que  le  qnotient 

6a'  4-  if^a*  -f- 1^  (6— i)  a  —  (^  —  i)  c—  6  (  6  —  i  )  «t-« 
r.  _^    J  g»  4- 6«a  —  ca-' ,    est    (6— i)  a +/»  (^  — i). 

4i3.  Désormais,  lorsque  nous  parlerons  du  reste  d*une 

ion ,  nous  supposerons  toujours  que  le  plus  haut  expo^ 

de  la.  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné ,  est 

dans  le  reste  que  dans  U  diviseur,  Cest  dans  ce  sen€ 

i5 
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gue  l'on  dit  que  le  reste  est  MOINDRE  que  h  diviseur,  l 
s'agit  que  des  grandeurs  des  exposans  de  la  lettre  par  rap 
à  laquelle  on  a  ordonné, 

4i3,  En  géniral ,  on  juge  des  grandeurs  des  quantités  a 
briques  ^  d'après  les  exposans.  Ainsi;  sous  le  rapport  de  I 
gèbre,  o^  est  plus  grand  que  a*  ;  mais  il  ne  s*agit  pas  des  lù 
Amériques  ^  car  si  a  était  moindre  que  rqnité ,  a  X  «i*«f! 
plus  petit  que  2  X  a*;  la  valeur  nninjériqne  de  a^  fieannit  k 
moindre  que  celle  de  a^  P'après  cette  convendon ,  a?-^^, 
itft  plu«  gr«iiid  que  û*  +  (i —  1)  a+  6 -f  2. 

41 4'  -^^ès  avoir  ordonné  les  deux  termes  d^une  frmA 
par  rapport  à  la  même  lettre,  la  lettre  a  par  exemple,  qaà 
le  plus  haut  exposant  de  a  dans  le  numérateur  n'est  pas  fn&ià 
que  dans  le  dénominateur,  on  peut  extraire  tous  tes  eni 
contenus  dans  ta  fraction,  en  effectuant  la  division  jusqu'à 
quon  parvienne  à  un  reste  dans  lequel  la  plus  hoiUe  puisaf 
de  a  soit  moindre  que  dans  le  diviseur.  La  fraction  propH 
est  ainsi  décomposée  en  un  entier  plus  une  fractioum  L'm 
est  le  quotient  obtenu;  et  la  fraction  qui  accompagne  cetemi 
a  pour  numérateur  le  dernier  Peste ,  et  pour  dénominéUm^ 
dénominateur  de  la  fraction  proposée;  le  plus  haut 
de  a  dans  le  numérateur  est  moindre  que  dans  le  âéi 
teur;  le  numérateur  est  donc  moindre  que  le  déi 
Çn**  4^5).  Cette  règle  conduit  aux  résultats  qui  suivent:.] 

tP'^ab^  +  P  p 


i i ! —  ±  a^  -4-  Qa^b  +  1  H ^, 

a  —  o  '   a—*  , 

4i5.  INFoqs  avoxis  exposa ,  dans  l^ArithmélHjiie  «  giielqaes  méthoden 
gées  pour  simplifier  le  calcul  des  fractions  n\imériques.  Cet 
s'appliquent  aux  fractions  littérales  ;  nous  rappellerons  Jet  plot  û 

416.  Lorsque  le  dénominateur  commun   de  pltuieurs  fractiom 
obtenu ,  pour  calculer  les  nouveaux  numérateurs ,  il  suffit  de  âùnatti 
cessiuement  le  dénominateur  commun ,  par  le  dénoimnmtmtr  de 
des  fractions  proposées  ;  les  quotiens  ,  multipliés  par  lût  ni 
votmpQndanSi  (Lannfront  pour  prodmU  les  immér^rte&in  dufii 
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s  ilÉiflwrfugitar  oowummru  Qn  ifef fil  touj&urs  mmifêoym  e^itm 

ndles  dénominateun  àêsfnLctionê  proffosées  éiéùithomlknuXf 

du  dénon^ùnsieur  cpmmfinjuar  o<»  dénominateurs  s'effectuera 

(B.  n*  aia).  Aixiii^  p^or  réduire  an  mém^  i^éjffémw^^ffçvr  U^ 

1-  ■    a    •  'S        1 
ojc      ox      ôx      7x   • 

Tera  ^e  x  inknt  Aéik  facteur  conteran  dam  tons  Im  d^omina- 
fic  4e  emaMénr  1«  cocffcms  de  «  et  de  kv  lendi*  ici  néqi«i.* 
iendra  en  prenant  powr  d^ominateor  cormmni  le  pfodnit  atojr 
tes  coeffiGÎevf  s ,  3  ,  5  ,  7.  Pour  calcnler  les  winTeaaz  nume'ra- 
îvisera  U  d^nominauiir  coaunou  aKur^fnccefmement  par  chacun 
inateuTB  ix^  3^/  5f  »  7X  des  Cracûont  proppsé»^  lea  <)uoiiens 
I,  3oy  mnitipliëa  par  les  numérateurs  correspondans  1 1  a,  3,  i  p 
To5 1  14»  »  I4i6  y  3o  pQur  Jes  nonveans  numértlévi.  De  sorte  que 
is  proposées,  réduites  au  même  dénominateur ,  sont* . . . 

10^        i4o        i?6         3o 
910X  '   3^ox  '    >iopc  '   aïox* 

ne  çst  -2 — • 

rsqv^on  vpudra  réduire  au  même  dénominateur  des  JractionM 

ir  dénominateurs  les  produits  tPune  même  quantité  pan  des 

Ufé'rent  ;  on  multipliera  d'abord  le  facteur  commun  par  Us 

\férens;le  produit  sera  le  dénominateur  commun.  Multipliant 

igue  numérateur,  par  le  produit  des  faetmurs  différens  contenus 

lénominateur$  dm  autres  fractions  ;  les  prodwtUs  affectés  du 

'iOMr  commun ,  seront  les  fractions  propo^ée^  réduites  Ii^  méjpkc 

II        7 
leur  (B.  H*  tti4J-  S'H  s^agit  des  fractioBS  7g- ,    -^,  dont  les 

enrs  sont  les  produits  de  la  rûé)ne  quantité  lax ,  par  les  Caçteurs 
,  5  ;  on  e^èctnera  le  calcul  de  la  manière  suivante. . . . 

4ftr^  41^      4- "î^  5^  5  ^  a4ex  ^ 

6ox^5.|>x^5.iax  X  4      a4ox 
dnire  a»  même  dénominateur  les  cinq  (ractions 
9  7         ti         9         i 

acMT     lAiv     9iMr     >&r    3Sip 

lénonûnatenrs  sont  les  produiu  d^ine  même  quantité  5r,  par  leg 
litRÊrens  a,  3,  4,  5>  7  ;  on  multipliera  le  facteur  commun  Sx, 
odnit  840  des  CiK^iann  dtfnrvit  i^çe  (ffk  ifenncra  4aoox  pour  déno« 
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minatear  oônaamif  divisant  430Qr;  par  let  déM>minatcton  t<âr,  i5 
95ûr,  35x  dis  fractions  proposées  y  les  qnotiens. . . 

4^0  ,    aSo  ,    âjo  V    168  y    lao  ^ 

ihnli^éi  pat  ies^mnëratears  correspottdàns'.  w 

3,       7-,      II,    ..  a  ,       3, 

donneront  pour  prodaits. . .  '    ■    ';  x  •    ' 

^     ia6o  >  igSo  ^  aSio  9    336,    36o  ; 

«es  produits  sont  les  aouTeauz  nomérateurs.  De  sorte  que  les  firacti< 
posées  aopt  eiprimëes  par  les  fractions  équivalentes . . . 

ia6o       i960       !b3io        336         36o 
/^soox*  {iôôx  '  4^oodr~'    /^^toox*   4'^'^'* 
'  Pour  réduire  an  même  dénominateiir  les  fractions. . . 

f 

nx  7  5x 

^  '.36(70:- 3)*  48(7*  — 3}  '   24(7x--3)  ' 

dont  les  dénominateurs  sont  les  produits  d'une  même  quantité  1^(7. 
par  les  facteurs  difiPérens  3 1 4  ^  ^  >-  ^^  multipliera  le  facteur  commun  la  ( 
par  les  facteurs  diSérens  3 ,  4  >  ^  i  '^  produit  a88  (70:  —  3 }  sera  le  déi 
teur  commun;  multipliant  ensuite  le  numérateur  iio:  de  la  première  : 
par  8 ,  produit  des  facteurs  différens  a  et  4  ^^^  dénominateurs  d 
autres  fracfions ,  le  résultat  88:ç  exprimera  le  numérateur  de  la  p 
fraction  réduite  au  dénominateur  commun.  Opérant  de  la  même  ] 
sur  les  deux  autres  fractions,  on  trouvera  que  les  fractions  pro] 
réduites  au  même  dénominateur ,  4»nt ... 

88a?  4a  6ox 

a88(7x— 3)'   â38(7x  — 3)'  a88(7x-.3> 

418.  Pour  réduire  au  même  dénominateur  plusieurs  fractions  t 
plus  grand  dénominateur  est  multiple  de  tous  les  autres  ;  il  s 
diviser  successivement  le  plus  grand  dénominateur  par  felui  de  4 
fraction ,  dont  on  multipliera  le  numérateur  par  ce  quotient 
donner  ensuite  pour  dénominateur  h  chaque  numérateur  ainsi 
plié  y  le  plus  grand  dénominateur  des  fractions  proposées  (B.  n* 
D'après  cette  règle ,  pour  réduire  au  même  dénominateur  les  fracti 

I        a        57 

ax  3x  4^  lax 
dont  le  plus  grand  dénominateur  lax  est  multiple  des  autres  dénomiu) 
on  diviser^  successivement  lax ,  par  les  dénominateurs  ax ,  3x,  4x,  is 
quotïens 6, 4/  3 ,  i ,  multipliés  par  les  numérateurs  correspondans  i ,  a 
donneront  pour  produits  les  nouveaux  numérateurs  6,  8,  i5,  7jd< 
IQie  In  fraatîoos  proposées  deviennent. .  • 

6         8        i5        7 
im'   lax'   lax'   lair' 
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redaîre  '  va.  mtec  d^owinatenr  les  fractions ... 

3  (7Jf  ^4)      ia3  (Sx  — i)      i3(ia7jr— 53) 
5(ax  — 3)'    ao(ax  — 3)'     6o(ax-.3)   ' 

quelles   le  plus  grand  dënominatenr  6o  (ax  — 3).ett  multiple  dsi 
fnominatears  ;  on  divisera  snccessivement  ce  plus  grand  d^nominattol^. 
lénominateurs  de  diaque  fracdon  5  les  quotiens. ... 

12       ,  3  ,  1, 

es  par  les  numérateurs  correspondans... 

3(74p — 4)*    ia3(5jc  — i)j    i3(ia7x  — 53), 
>nt  pour  produits  les  nouveaux  numérateurs. . . . 

36(7r— 4);    369(5ar  — i);    13(1270:  — 53). 
i  que  les  fractions  proposées  sont  transformées  en  celles-ci. . . 

36 (7a: —4)  .    369 (5g -^i)  .    i3(ia7g— 53) 
6o(îig— 3)  '      6o(ax  — 3)'      6o(ajt  — 3)   * 

n  pourrait  se  faire  que  le  plus  grand  dénominateur  ne  f&t  pas  mnl-* 
s  autres  dénominateurs  ,  mais  qu'un  léger  cltaiigement  pût  le  xendrt 
l'on  avait,  par  exemple ,  Us  fractions. ...  • 

II      oa      5       i3      7«t       8       17 
2a      0       4^      6a       13      ^      loa 

ait  facilement  que  si  au  lieu  de  la  fraction  J^,  on  écrivait 'la 

34    .  *   . 

équivalente  5^ ,  le   nouveau  dénominateur  36a  ^  deviendrait  un 

3   exact  des  autres  dénominateurs  ;  opérant  alors  comme  dans  lea 
s  précédens ,  on  trouverait  que  les  fractions  proposées  sont  exprimées 
fractions  équivalentes.... 

198      a4a*       45       78       aig*       3a        34 
36a'    36a'    36a'36a'    IST'   36a'   ÎSi' 

45a» -+-387  5a>-f-43 

>mme  est        ^^ i-,  ou    — ;— 2-. 

ooa  4^ 

Toutes  les  méthodes  abrégées  relatives  à  la  multiplication  dci  firao* 
Igébriques ,  sont  comprises  dans  cette  règle  générale.  Pour  obtenir 
ment ,  la  fraction  équii^alente  au  produit  de  plusieurs  fractions  ; 
i  d'abord  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  produit^ 
(quant  les  multiplications  (  n<*  a4a  j.  Supprimez  ensuite  ceux  dee 
rs  communs  aux  deUx  termes  de  la  fraction^roduU ,  que  vouê 
z  découvrit*;  effectuez  les  multiplications  qui  restent  indiquée» i 
iltat  sera  le  produit  demandé.  En  yoici^f  etiatii^n,.., 

j3xN     /"  i5  \     7(jr-»-a)   .   i3jr.i5.7.(j^4-a)^  l3jr.7  ,    gig 
ï-fay  •  Vx-ïJ  '  """15"  ^(x4.»)(x-i).i5'^  «-I  ^x^i^ 


y 
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4^1*  ^*  ditision  offre  des  amplifications  analogiM*  ;  indigttoht  let  ptûi- 
eipales.  lo.  Pour  diviser  Pune  par  rentre  deux  fractioFU  de  même  dé" 
nominateur,  il  suffit  de  diviser  té  numéfaU'ui'de  Id  fraction  iUvidende^ par, 
celui  de  la  fraction  diviseur  ;  ^^pour  ohtenir  le  quotient  de  dmxjractioiu 
de  tnême  numérateur ,  il  suffit  de  diviser  le  dénominateur  de  ta  fraction 
^Afiiieur  par  àehtt  dé'  là  fraction  dividende  ;  Z^  lorsqu^on  divise  Vunitié 
par  une  fraction,  te  quotient  est  égal  a  cettéfraeiion  renversée(À*  n*  i^ 
Voici  des  exemples. .  «  « 

4^a;  Les  calculs  algébriquiss  ne  pouvant  plu&  oiFrir  tticulieî 
difficultés^  nous  allons  faire  connaître  quelqfues  propriétés  qui 
existent  entre  les  grandeurs  et  lês  signes  des  facteur^  et  du  pr(h 
duit.  Ces  propriétés  setont  utiles  dans  la  suite  du  cours. 

4^3.  ZjO  produit  aXb  étant  divisible  par  c,  et  h  et  c% 
n*  ayant  aucune  facteurs  communs  ;  on  peut  en  conclure  que  o 
divise  à.  (^'Les  iettres  a,  b,  c,  désignent  des  nombres  entic^j 
positif  s'y  jExk  efffst,  i  et  c,  étaut  premiers  entre  eux,  leur  pi 
^and  txmmtan  âiyiseur  est  f  unité  ;  la  réctierche  du  plus  gci 
commun  diviseur  entre  &  et  c ,  conduira  donc  toujours  à  njjj 
reste  égal  à  l'unité  (A.  n*  i4i)*  La  démonstrafioR  étant  indé 
pendante  du  nombre  des  divisions  effectuées  pour  obtenir  I^ 
redte  i  y  nous  supposerons  que  cela  arrive  à  la  3®  division.  CeJ 
posé  y  h  peut  être  plus  grand  ou'  plus  petit  que  c. 

1^.  Si  b  est  plus  grand  que  c  ;  on  divisera  b  par  c^  ce 
donneiraun  quotient  q^  et  un  reste  r;  la  dWisioa  de  c  par 
.donnera  un  quotient  <f  et -un  reste  /  \  enfiâ  la  diriiiow  de 
'p«  /  ^otmxt0.  un  quotient  èf  et  Mn  teste  égal  à  Tunité.  Dî 
èhaqtte  <fivisîon^  leAridendè  étant  identiquement  égal  au 
duit  du  diviseur  parie  quotient  ^  plus  le  reste  (A.  n®  lî?}; 
doit  avoir. . . 


J 


9 

D*  A  L  G  i  B  H  E.  aSt 

liS( Hitijtîfklîeation  des  deux  membres  de  chaque  identité, 
pure,'  A)Hik«. .. 

On  a  vn  en  Arithmétique  (B.  n*  60)  que,  tout  nombre  qui 
}iwB  la  somme  de  deux  quantités  et  l'une  de  cer  quantités  ^ 
vise  nécessairement  l'autre  quantité.  Or  dans  la  i***  identité, 
f^  et  acq ,  sont  divisibles  par  c;  le  nombre  ar  est  donc  divisible 
par  c.  Dans  la  a*  identité ,  ac  et  artf  sont  divisibles  par  c  ;. 
^c  a/  e^  divisible  par  c.  Enfin ,  dans  la  3*  identité ,  ar  et 
0^q*  étant  divisibles  par  c,  il  faut  que  a  soit  divisible  par  c. 

a,^.  Si  h  est  plus  petit  que  c,  on  divisera  c  par  b ,  ce  qui 

donnera  le  quotient  q  et  le  reste  r;  la  division  de  b  par  r , 

donnera  le  quotient  q^  et  le  reste  /;  enfin  la  division  de  r 

jpar  f* ,  donnera  le  quotient  ^'^  et  lé  feste  1 .  Indiquant  là  preuve 

!de  chaque  division ,  et  multipliant  les  deux  membres  de  chaque 

identité  par  a,  on  tttfdvera. . . 

acs^ahq  +  ar\    abz^arq' -{'  a/ \    ar^ipa/qf  +  a. 

Dans  la  i**  identité,  ac  et  ab  sont  divisibles  par  c,  donc  ar 
-4St  divisible  par  c.  Dans  la  a' ,  ab  et  ar  sont  divisibles  par  c , 
Ifkaïc  a/  est  divisible  par  c  ;  enfin  dans  la  dernière  identité , 
linr  et  al^  étant  divisibles  par  c ,  il  faut  que  c  diVûe  a.  Le  prin- 
iiàpe  énoncé  se  trouve  ainsi  démontré.  Nous  allons  en  déduire 
"des  propriétés  importantes. 

I  4^*  Lorsque  le  nombre  c  rta  aucuns  facteurs  communs 
pBvec  ^  et  b;  les  deux  nombres  ab  e^  c,  sont  premiers  entre 
eux;  f2é  sorte  que  ab  nest  pas  divisible  par  c.  En  effet ,  si  ab 
^  c  pouvaient  avoir  un  facteur  commun  m ,  on  aurait 

ab^=imqi    c  =j=  mq^ , 

€  et  a ,  ou  mq^  et  a  étant  premiers  entre  eux ,  m  et  a  n*ont  aucuns 
enrs  communs  ;  mais  m  divise  ab  ,   donc  m  diviserait  b 

(11^4^3)  ;  mais  m  divise  c  ;  les  nombres  cet  &  ,  auraient  donc  m 
''pcur  facteur  commun,  ce  qui  est  contraire  à  rh3rpothèse ;  ab 
et  c  ne  peuvent  donc  pas  ayoir  de  facteur  commun  ;  ab  n'ei( 
4onc  pas  ditiaiUe  par  c^ 
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426.  Lorsque  le  nombre  q.n'a  aucuns  factturs  communs 
avec  ay  b ,  c,  à',  les  produits  ab ^  ac ,  ad ,  bc y  bd ^  cd,  abc ^ 
abd^  acd,  bcd^  abcd^  n  ont , aucuns  facteurs  communs  avec  q. 
Par  exemple^  abc  et  q  sont  premiers  entre  eux;  en  efFet, 
d'après  le  principe  du  n®  J^^ ,  q  n'a  aucuns  facteurs  communs 
avec  ab  et  c,  donc  q  et  ab  X,  c  seront  premiers  entre  eux. 

42S.  Pour  qu'un  nombre  premier  puisse  diviser  un  produit, 
il  faut  que  ce  nombre  premier  divise  Fun  des  facteurs.  Par 
exemple,  pour  que  abc  soit  divisible  par  le  nombre  premier  p, 
il  faut  que  p  divise  Tun  des  facteurs  a ,  3 ,  c  ;  car  si  p  ne  divisait 
pas  l'un  de  ces  facteurs ,  p  n^aurait  aucuns  facteurs  communs 
avec  a  y  b^  c;  donc  aie  et  p  seraient  premiers  entre  eux;  p  no 
diviserait  donc  pas  abc  ;  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

4^7 •  Lorsquon  a  supprimé  tous  les  facteurs  communs  aux 

deux  termes  d^une  frctction ,  elle  est  IRRÉDUCTIBLE^  cest-à-    . 

dire  quon  ne  peut  pas  l'exprimer  par  un$Mutre  fraction  cyant  .] 

des  termes  plus  petits.  De  sorte  que  pour  réduire  une  fraction 

à  sa  plus^  simple  expression  ^  il  suffit  de  diviser  ses  deux  termes    - 

A 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur  (*).  Soit  la  fraction  —, 

dans  laquelle  A  et  B  n'ont  aucuns  facteurs  communs.  Je  dis  ; 
que  a  et  6  désignant  des  nombres  entiers  moindres  que  AetB^  ^ 
on  ne  peut  pas  avoir. . . 

A    ,    a  ,    bA 

^=f=j;    on    a=#-^: 


:-J 


En  effet.,  si  ces  identités  pouvaient  subsister,  comme  a^h^ 
Ay  B ^  désignent  des  nombres  entiers,  le  produit  bA  serait 

di^sible  par  B  ;  mais  B  et  A  sont  premiers  entre  eux ,  ^  di-*  i 

viserait  donc  6 (n®  4^33),  ce  qui  est  absurde,  puisque  b  esX  \ 

B  ^ 

moindre  que  B.  La  &aotion  -j  est  donc  irréductible.  J 

_- . — ^ --^_ ,  I 

(*)  Cette  proposition  mërite  toute  Pattcntion  des  Elèves ,  ear  dans  '  le»  'j 

tndtés  d'Arilhmëti<pie  j  on  suppose,  Sans  le  démontrer,  qu'une  fraction  donc  i 

tti  deux  termw  n'oa  tplus  de  f«ct«an  «onuauos ,  est  irre'dttctible  (  B.  vfi  65}.  ^1 
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.  4aS.  n  en  résulte  que  deux  fractions  irréductibles  égales , 
^nt,\lewrs  termes  correspondans  égaux,  car  autrement,  une 
fraction  irréductible  pourrait  être  exprimée  par  une  autre 
fraction  ayant  des  termes  moindres  ,  ce  qui  est  impossible 

{»•  4*7). 

a  a"* 

4i3g-  Si  la  fraction  r  ^st  irréductible,  la  fraction  |—  sera  • 

éfpdemetU  irréductible  ( a^  b,  m ,  n  ,  sont  des  nombres  entiers 

positf^).  En  effet,  si  la  fraction  p-  n'était  pas  irréductible, 

il  existerait  un  nombre  premier  p  qui  diviserait  ses  deux  termes  ; 

:  p  diviserait  donc  l'un  des  facteurs  a,  du  produit  a"*,  et  Tua 

'  des  facteurs  b  du  produit  b^  \  donc  p  diviserait  a  et  &  ;  la  frac- 

tion  -T  ne  serait  donc  pas  irréductible  ;  ce  qui  est  contraire  à 
llijpothèse.  T7  est  donc  irréductible. 

Bdations  qui  existent  entre  les  signes  des  facteurs ,  et  le 

signe  du  produit. 

jpo.  Dn  produit  a  le  signe  «4-  quand  tous  ses  facteurs  sont  positifs  ; 
ctr  le  prodoit  des  deux  premiers  facteurs ,  qui  a  le  signe  -f- ,  multiplie  par  le 
3*&ctenr,  donnera  un  produit  positif  j  ce  dernier  produit ,  multiplié  par 
le  4^  fjsu:teiir  I  donnera  on  résultat  positif;  et  ainsi  de  suite.  Par  exemple. . .  • 

(-4-<i)(-+-&)(+c)43(-4-fl*)(-4-c)4=-»-  abc. 

43i.  Le  produit  d'un  nombre  pair  de  facteurs  négatifs  a  le  signe  -f-." 
Pttot  que  ces  facteurs ,  pris  deux  à  deux ,  donnent  des  produits  positiiik 
Abmî.*  •  • . 

(-a)(-3)(-4)(-5)=#C-4-a.3)(-h4.5)  +  (-h6)(-hio)4=-»-iîio; 
(-a)(— *)(— c)C— rf)=#(-^rt3)  {'^cd)dp-^~abcd, 

433.  Le  produit  d'un  nombre  impair  de  facteurs  négatifs  a  le  signe  — . 
b  effet,  le  produit  -de  tous   les  facteurs  négatifs,  excepté  le  dernier,  a  ki 
Â|iie  -^  (nP  4^1 }  ;  ce  produit  positif,  multiplié  par  le  dernier  facteur,  qui 
'l  t  k  i^gne  — - ,  donnera  un  résultat  négatif.  Ainsi .... 

M(^3) (-4)  (-^)  (-6) 4=  {-hii.3.4.5) (-6) 4=-a. 3.4.5.643-720. 


aS4  i  t  È  M  t  n  % 

.433.  Une  quantité  ne  changeant  pas  de  jàkenr  wutéfitfÊê ,  ionqtiVs 
cbange  feulement  les  signes  des  ternies  qui  la  compoi«ni  f  il  on  ràiHi& 
c[u'iin  produit  conserve  la  même  valeur  numérique ,  lorsqu'on  change 
les  signes  des  monômes  qui  composent  un  ou  plusieurs  facteurs.  Koot 
allons*  examiner  te  signe  que  pren^  ce  prcxlnit. 

434*  Le  produit  de  deux  facteurs  ne  change  pas  de  signe,  quand  on 
change  les  signes  de  ses  facteurs;  jcar  si  leasignea  des  deux  fàct^^énaiot 
•en4)lables  ,  ils  le  seront  encore  après  les  avoir  changés  ^  leur  produit  restera 
donc  positif;  et  ai  les  signes  étaient  diiërens,  ils  le  seront  eneoke  «^ics 
avoir  changés  ;  leur  produit  restera  donc  négatif.  Par  exemple ,  ayant  \ts 
produits^... 

(-hfl)(4-A)4=4-aA5  (-û)(-6)4<-»-«iS');  (-hfl)(-ft>+H-*&  ;  (-a)(-^^)4M.*, 

si  Ton  change  les  signes  des  &cteuis,  les  produits  ne  changent  pas  de  sigdet , 
car  ils  deviennent 

(^aX-^by^-hab  i  (•^a)(-hb)=^'^ab',  |(-fl)(-4-A)43-aib  ;  (-huX— ^)4»-«*- 

435.  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  change  pas  de  signe ,  quand 
on  change  les  signes  d'un  nombre  pair  de  facteurs.  Gela  résulte  de  et 
qne  ies  produits  des  facteurs  pris  deux  à  deiot  ne  changent  pU  àé  «Ignei 
(no  434)*  P^'  exemple  ,  ayant  le  produit. . .  * 

si  Von  change  les  signes  d^vm  nombre  pair  de  facteurs  ,  des  quatre  preàiien 
par  exemple ,  le  produit  ne  change  pas  de  signe  y  car  il  devient. . . . 

{-4-fl)  (  — A){-*.c)(-t*d)  {•¥è)i^^dbcdé. 

436.  Le  produit  de  deux  facteurs  change  de  signe ,  quand  on  change 
le  signe  d'un  seul  facteur  ;  car  par  ce  changement ,  si  les  signes  étaient 
semblaîbles,  ils  devienûent  différens;  le  produit  qui  était  positif  devient  donc 
négatif  ;  et  si  les  signes  étaient  différens ,  ils  deviennent  Semblables  ;  le 
produit  qui  était  négatif  devient  donc  positif.  Ainsi ,  lorsque  dans  lesprodoiti 

("haX-^-bJz^ab 'j  (—«)(— ^)4H-aib  ;  (-hfl)(-£»)4^a£»;  (— «)(-4-é»)=J»-^^, 

on  change  le  signe  d^un  seul  facteur ,  du  i«x'  par  exemple  ,  les  prodflki 
chai^gent  de  signe  ,  car  ils  deviennent. . . . 

(— fl)(-h^)s^a^  .  ç^a)i-^b)=i:>^ab  ;  (-fl)(-/»>4a+a^  5  (4-fl)(+i&>:H-«^- 

437.  Un  produit  change  de  signe,  quand  on  change  les  signes  d'un 
nombre  impair  de  facteurs  ;  car  lorsqu'on  aura  changé  les  signes  de  tons 
les  facteurs ,  excepté  le  dernier ,  ce  qui  revient  à  changer  les  signes  d'an 
nombre  {)air  de  facteurs ,  le  produit  n'aura  pas  encote  changé  de  signé 
(n*  435) }  le  dernier  facteur,  qui  changé  de  signe,  fait  donc  clitinger  le  signe 
Au  produit  (  no  436).  On  peut  vérifier  ce  principe  s«if  le  produit. ... 

(— fl)  (-f:  b)  (^  c)  (-.rf) (  •+•  O  ^  -  obcde. 
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0 

Kl  dnBfHBt  le»  m^ptà  ^mb  nombre  ûnpeir  de  fectam,  de»  trois  premiera 
pur  exemple,  il  change  de  signe  et  devient  • . . . 

( -f- «)(— ^ )  (-h  c )(—«?)(-*- e ) 4= -♦- û^^^*- 

a 

438l  PoÊtf  êottêtmira  wi  produit,  il  su/it  de  changer  les  signet  d*um 
nombre  i^^pair  de  facteurs  ;  car  par  ce  changement ,  le  produit,  qui  chang€ 
àê  aifiie  (n*  4^7);  ^  trouTe  soustrait  (n«  aSSj.  Par  exemple 

-.  ,-.(-^*)(-^6)(--•)(^rf)#:a^(-iI)(4-ib)(-^c)(-•.|^). 

43g.  Un  produit  ne  change  pas  de  signe ,  quand  on  change  en  même 
temps  le  signé  fui  le  précède ,  et  le  signe  d'un  nombre  impair  de  facteurs  ; 
car  après  eeite  dout>le  opération ,  le  prodaii ,  qui  a  change  denz  fois  ds 
signe  (  û*  4^7  )  f  a  'cpns  son  signé  primitif  (  *  ).  Soit  le  'produit. . .  • 

-•- (-ha)  (  4-1»)  ( -4- c)  (-4- rf)  t+: -♦- «6«/. 

¥m  ch— gtMit  le  ligne  4-  qo>  le  précède,  et  les  signes  des  trois  premiers 
tsctmBa ,  il  oè  cbaiige  pas  de  signe ,  car  il  devient. . . . 

—  (~  a)  (  —  ^)  (—c)  (•*-</),    on    —  (-1— ai&crf),    on    -^abcd. 

44o.  £ê  produit  ê?un  nombre  pair  de  facteur»  égaux  a  le  signe  -f*  E«> 
efiet ,  ar  let  ftetenrs  Sôai  positifs,  lenr  produit  aura  le  signe  +  (n»  4^0)  ; 
et  s^  «ont  négàtifîi ,  comme  leur  nombre  est  pair  ,  leur  produit  aura  encora 
h  signe  -h  (ne^  4^).  Il  est  donc  impossible  d'obtenir  un  produit  négatif, 
àpee  un  nombre  pair  de  facteurs  égaux.  Cette  conséquent  nous  sera  fort 
utile  par  1^  suite  ^  elle  expliquera  la  théorie  des  imaginaires.  Voici  quelqnaa 
cxemjdea, ... 

(-^*)  (-♦.6)4s  +  *t  I   {  +  b)  (+b)  {-fb)  (H- A)  41  + M 
(-A)  (-*)»>=  ^**|  (_6H-*)(-*M-*)++'^«- 

44'^  ^  produit  d'un  nombre  impair  de  facteurs  égaux  y  a  le  sigfiB 
ie  ses  facteurs  ;  car  si  les  factenrs  égaux  sont  positifs ,  leur  produit  sera 
positif  (  n*  4^0)  9  et  s''ils  sont  négatifs  ,  comme  leur  nombre  est  impair,  lent 
produit  sera  n^atif  (n**  43a)*  D'après  cela 


(-hb)  i^b)  i^b)  +  +  b^ 


(4W)  (+3)  (+3)  (-h3)  (+3)=J=4.îi43 
(-3)  (-3)  (-3^  (*-3)  (-3)=ta~a43. 


44^*  Thute  ptrissAircE  paire,  d'une  quantité  positive  ou  négatîi>e ,  m. 
Itf  sigkê  «f»;  fi  mute  puisséinee  impaire  d'une  qmtntité,  a  le  signe  dû 
cette  quantité;  car  une  puissance  étant  le  produit  de  (acteurs  égaux  (u9  38o)  ^ 


^m^mmmmm>,^m^t^m. 


(*)  tM.  changeant  le  signe  qui  précède  le  produit ,  on  change  le  signe  dn 
produit  ;  ohangeant  ensuite  le  signe  d'nn  nombre  impair  de  fadeurs ,  on 
bhange  de  noùTêMi  le  ligne  da  prodnit;  ce  qni  lui  reiMl  s<ni  sigot  fiwtt^ 


st'SS  é  L  é  M  E  N  s 

les  principes  des  n^  44^  ^'  44'  >  conviennent  aux  poissancet.  Tlur  «i8iii^.V 

(+*i)*+-f-(«i);    (-a)44=4.(a4);    (+a)'#3  +  (a')*;    (--«)»=:- («^j.  • 

Si  a  =  a;  alors  a' =13  X  a  X  3  =  8;  a4  =  3.a.a.a=S  i6;  d'oii  # 

(^2)4434-16    i    (la)4=^+i6     ;     (^.î»)»4=  +  8      5    (^3)>4:-& 

443*  i^5  règles  précédentes  cprufiennent  a  des  facteurs ,  tiMtêmes  on 
polynômes  ;  de  sorte  que  a,  b ,  c ,  d  ye,  peuTenC  représenter  des  p<Jyn6niei. 
On  doit  se  rappeler  que  pour  changer  ie  signed'un  polynôme  >  il  suffit  de 
thanger  les  signes  des  monômes  dont  il  est  composé'.  Ainsi. . . 

(-*-r)  (-*-2)=*3  +  (*^..y)(a:^a)+ (n«  434) 

<-;r-a)  (-:t-3)(-x-4)=t=-(^+a){*+3)(a>H)  i^"" ^) 

fl  — (x— /  —  S)  (a— a:)  =+:«-♦•  (3+ r— a:)  (a— a:) (n«  438) 

(— *  — i)»c|3+(ar+i)*=|aJC*-4-aj:-+-i (n®  44°) 

(— *  — l)î=#— (x4-l)»=#  — (a:'-+-3a:»-4-5r+i) ....(no44f) 

444*  Lorsque  le  numérateur  et  le  dénominateur  d'une  fraction  sont 
formés  du  produit  indiqué  de  facteurs ,  monSmes  ou  polynômes ,  on  peut 
changer  les  signes  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs ,  sans  changer  la 
valeur  numérique  de  la  fraction  i  il  faut  seulement  observer  que  si'U 
nombre  total  des  facteurs  qui  changent  de  signe ,  tant  dans  le  numé- 
rateur  que  dans  le  dénominateur ,  est  pair ,  la  fraction  ne  change  pat 
de  signe  ,  et  que  s* il  est  impair ,  eUe  change  de  signe  ;  ce  qui  produit 
le  même  effet  que  de 'la  soustraire.  Ces  propriétés  r^ultent  de  la  corn-, 
litnaison  des  principes  établis  dans  les  no*  39a,  4^3;  ifiS  t%  437.  En  Toid 
des  «umples.  Les  deux  fractions 

(-a)(--3)(~5)  r-f-7)    ^j     (■ha)(-^3)^(-h5)(-»-7)  ' 

(—  II)  (-4-  100)  (-♦-  II)    (-h  100) 

dont  la  seconde  n'est  que  la  première  y  dans  laquelle  on  a  changé  les  signes 

des  quatre  facteurs  négatifs  — a,  —  3,  —  5y-«ir,  ont  la  même  valeur 

numérique  et  le  même  signe  ;  ce  qu'on  peut  vérifier  en  effectuant  les  ope* 

ratiogtis  qui   ne   sont  qu'indiquées  \  on  trouve  que  ces  deux  fractions  se 

ai 
réduisent  à   +  — • 

iio 

Si  dans  la  fraction  ^7 — ^7 '-~~, ^^ ,  on  change  les  signes  des  trois 

facteurs   négatifs    (—.7  —  a),   (  —  5-4-3)  ,   (  —  4  —  '  )  >  «Ue    devievt 

p-4 i  ,   '^,^\'  C**""'^*  ïc  nombre  des  facteurs  qui  ont  changé  de  signe  » 

lïst  impair,  la  fraction  doit  avoir  changé  de  signe  ^  et  en  effet. .... 

<-7-a)(-5-»-3)       (-9)  (-a)    .   +^8    .  _  i8   .         9  , 
.   (-4-«)(7-3)^(-5)(+4)^-ao  =P,     m'^~j<,'    . 

(7-n)(5-3)  a,  {+9)i±j0    .   ±2^  j.  j.'  '8  ^  j.  0 
.f4  +  iH7^3)  ^  (  +  5)  (■*  4)  ^  -t-  ao  ^  '•'  ao  T  ■*■  w' 
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^  44^  La  règle  préeèdênte  donne  le  moyen  de  rendre  potitifi  chacun 
det.faeUnrM  du  nwnéraieur  et  du  dénominateur ^  sans  altérer  la  valeur 
de  lmfraetk>n  ;  car  Jt  changeant  les  signes  des  facteurs  négatifs  ,  si 
leur  nombre  est  pair  ^  la  fraction  ne  change  pas  (n^  444^  »  ^^  '^  ^^^^ 
nombre  est  impair  ^  comme  la  fraction  change  de  signe  (n<*  444^  >  ^'^ 
peut  restituer  le  signe  primitifs  en  changeant  le  signe  d'opérathn,  qui 
précède  la  fraction  proposée.  Par  exemple  la  fraction. . . . 

renfermant  ([natre  factenn  négatifa ,  on  peat  changer  leurs  signes  sans  alt^ 
ttr  la  valcnr  de  cette  fraction  ;  car  elle  devient. . . . 

J — --^-^ — ,      ^    , — ' ,  qni  se  rëdoit  anssi  à  H 

Ayint  la  fraction .... 

fti  l'on  ^ange  les  aignes  des  trois  facteurs  négatifs .—  a  1  —  3^  —  5,  e(  le 
éigue  qui  ia. précède ,  elle  ne  devra  pas  changer  ^  et  en  effet ,  elle  deviendra. .  • 

+  (-H5)(+7)  *       ^+15J  =*"+  35- 

446'  Appliquons  ces  prînciî)cs  à  la  solution  des  problèaaes. 

Connaissant  les  produits  deux  à  deux  des  nombres  i,  a,  3, 4»^/  po^r 

<n  déduire,  at^ec  le  seul  secours  des  doigts,  les  produits  deux  à  deux  des 

nombres  6 ,  7  ,  8 ,  g  ;  ic  suffit ,  après  at^oir  levé  les  dix  doigts  des  deux 

nains ,  de  retrancher  chaque  facteur  de  dix  ;  on  abaisse  ensuite  autant 

de  doigts  dans  chaque  main  qu'il  y  a  d'unités  dans  chaque  reste.  La 

tamme  des  doigts  levés  exprime  les  dixaines  du  produit  demandé;  ses 

imités  s'oktiennera,  en  multipliant  l'un  par  Vautre ,  les  nombres  de  doigts 

laissés  dansehaque  main.  Quand  la  somme  des  facteurs  surpasse  i3, 

la  somme  des  doigts  leifés  exprime  le  chiffre  des  dixaines  ;  et  le  produit 

des  doigts  baissés  donne  le  chiffre  des  unités  du  produit  demandé.  Ainsi , 

Jpoo^  multiplier  7  par  8,  il  suffît,  après  avoir  Icv^  les  dix  doigts  des  deux 

maios,  de  soustraire  7  et  8  de  10,  ce  qui  donne  les  restes  3  et  2  j  on  abaisse 

ensuite  3  doigts  d'une  main ,   et  a  doigts  de  l'autre  ;  la  somme  5  des  doives 

levés,  exprime  le  chiffre  des  dixaines  du  produit  cherche  j  et  le  nombre  3  des 

doigts  baissés  dans  une  main ,  multiplié  par  le  nombre  a  des  doigts  baissés 

dans  l'antre  main,  donne  6  pour  le  chiffre  des  unités  j  de  sorte  que  le  pro' 

doit  de  7  par  8  est  5  dixaines  et  6  unités ,  ou  56.  On  verrait  de  même  qût 

6  fois  6, valent  a  dixaines  et  16  unités,  ou  36. 

Ponr  démontrer  cette  règle  ;  soient  n  et  n'  les  nombres  proposés  \  en  lei 
feiraochant soccestircïaent  de  10 ,  on  obtient  les  restes  (  10 «—n }  et  (  10 -^ n^) , 


SSS     ^  .ÉLÉMEKS 

<[ue  nous  déiigtterons  {»ar  b  tt  l/j  ayant  i«vc  ks  «lis  doigts,  on  îihfctiinrp  b 
doigts  dan«  une  ma» ,  et  ^  doigts  danc  l'aiiow  :  d«s«gaaBC  fsx  i  ec  /  i» 
iiomfares  des  doigts  qui  veste&t  kvés  dans  clifiqiic  mmn ,  -on  iiwa  ôrîdf  ayntac 

tn  en  déâfiit*  •  •  • 

# 
R  =  10  —  ^  =  a. 5  —  6  =  a(ib-+-/)— ^ib  =  ^-»-ai/ 

«'=  10—  ycx  a.ôr^yoç  3>{i>'-4-  ^7— />'=  //-+.  ar. 

JSffeçnWit  le  produit  de  b^!ïl ,  ou  n ,  par  £/  +  3/' ,  on  n',  on  trouveqi. . . 

nn'  =  ib//  •*-  a  <  A  ^  i  )  /  -♦-  o  <  ^  -4.  i'  )  /. 

Remplaçant  (  J&  4-  />  J^ i^  4-/')  >  P^r  5u  Jï  '^ient-  •  •  • 

un'  =  10  (  /  -♦■  Z')  -h  bb'  zzz^l-h  If)  dixaines  -f-  /^A'  unités. 

Cette  formule  alg^isjue  ^^montre  la  règlie ,  £ir  le  ^jirpdnit  nnf  est  compose 
de  (/  +  T)  dizaines  t%  de  ib^^  utiit^.  Si  les  ùiCievr»  n  et  n'étaient  moindres 
ou^  5  i  alors  (10  —  it  )  o.u^ ,  et  (  10  -^-nf)  ou  bf^  surpasseraient  5;  on  serait 
donc  conduit  à  baissa  plus'-de  5  doigts  dans  chaque  main  j'ce  ^ii  «st  impos- 
sible. La  règle  n'est  donc  applicable  qu*à  dies  facteurs  plus  grands  que  5. 

On  trouve  dans  plusieurs  ouvrages  ^  que  toa»  Jc«  |irpduits  deux  à  deux 
des  nombres  dW  seul  cbilT»,  penTcntsc  ^ofOMr  2^«B»oyen  de  la  règle  qne 
nous  Tenons  d'râiQiter.  Cela  est  iw^j. ,  car  »i  rpX>  Voulfût  fojrmei  le  prodoit 
de  6  par.3|  on  serait  conduit  à  baj^sçr  7  joig^Mans  uçe  main,  ce  qui 
^  impraticaU^. 

447.  liOnqu'<xn  €i4>m/t  b  «#(  nymérti$êm  d'vnç  frflc$ipn ,  plf^  9^  né^if 

à^  i  et  lorsqt^on  ajoute  W  à  son  dénominateur ,  ellà  se  réduit  h  £-• 

On  dfimModc  qufiUi»  4sH  ki  fmçxioé  ^ui  joujit  ^  a^  frvyiiété^^  0« 

jteur  par  sp  et  X  h  W^  J'  ^  i>^  «If^HK  i^azpcWMM:  J^denjc  .tei:w«  df  I4 
faction  4ty«c  la  jeule  jncAnQ^iw  ^,  Vokû  .cpAMO^ni  oa  7  p^pviom.  ■Af'^j^^ 
jivpir  ajouta  b  au  nupiératcfir  (]bs  la  Dçacûon  «b«ctji«e^  .eJUi:  dpit  ^  x^mt 

à  J  j  donc,  si  on  appelle  x\e  commun  dWisetnr  qui existeca  alow  entre  ses  deus 
tonnes ,  elle  sera  de  la  forme  ^  ^  donc  avant  qu'on  eût*  ajoute  6  à  son 
mmécmayàké^k  ^^^5  ccttTjfr^ctJi^n  Wi»fai>  à  1^  Jfremàm  9^^ 
Mon  dtt  prpbtkow,  car  en  ajoutant^  à  sqû  ii\un«raieur ^  elle  dçvieni  C^. 
et  se  réduit  2u^*  En  vertu  de  la  seconde  condition  /si  on  ajonie  ^  an 
AfeMuakiamy  de  h  facww  dwiwd^  T^^-^Ji  <4)(i  (bU^t  tc^iûrt  ^^l^l 


V 
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OB  JoU  donc  aroir. . .. 

OS  en  oMott. .  • 

I  '  ■  • 

Ces  deux  termes  de  la  fraction  demandée  satisfont  à  tontes  les  conditions 


do  prolbjème  i  car  «n  ajomapt  If  fiia  nv|xiératear  ,  il  devient^  /      '^L.J'  y 


Ce  jrésiiltat ,  .^yisé  par  If  d^Ofnipfklepr ,  donne  -  ^  la  pren^^xip  condition 

est  donc  r^m|^e.  Si  on  ajoute  b'  ap'dénominaiear,  il  devien^^ra  q^  (  —^ — ^  J^ 

It  BonaârÉUar  ;  divise  par  cette  qnantît^,  dooaera  ponr  quotient  ^,  comOD^ 
Tevge  la  seconde  condition. 


Si  Fôn  elEectnaît  la  dirision  du  nomàrateur  de  la  fraction  demandée ,  pat 

ion  .d^ominatenr.  la  fraction    }^., — -^  >  qui  en  résulterait,  ne  ^tisferait 

ç{piy-!k-q'o)     * 

^bs  wx  covdidons  du  problème.  De.  sorte  <^^in  peut  changer  les  pro^ 

priétéê  d'i^ne  fraction  en  supprimant  un  facteur  commun  à  ses  deux 

termes,  Ponr  appliquer  ces  formules  h  un   exemple ,  proposons-nous  ^ 

r'  trouver  une  fraction  qui  se  réduise  a  - ,  lorsqu'on  ajoute  i  h  soiLnumé" 
:\  rateur  f  et  à  y^  lorsqu'on  ajoute  4  à  son  dénominateur.  On  aura. . . . 

b=zii    p^ii    9==2j    /»'=4j    /^==i>    ;^'=t4- 

Sa  iVû  mbstîtae  C9  Talew ,  dans  les  expressions  générales  des  deux  tomAs 

3 
de  la  fractton  demandée  ,  on  trouvera  que  cette  fraction  est  égale  à  ^r*  Kl 

'  ta  tÊ&t,  lorsqu'on  ajoute  i   à  son   numérateur,  elle  devient  n  ou  -;  el 
L  o        a 

^onmi'on  ajoute  4  ^  son  dénominateur ,  elle  devient  —  on  -t' 
^  .  la       4 

;  JKxamen  des  circonstances  particulières  que  peut 
offrir  la  solution  des  problèmes. 

i 

L    44^*  I^^i^  les^questions  précédentes ,  la  valeur  de  V inconnue  » 
fuie  d'unfi  équation^  a  toujours  satisfait  au  problème  qui  avait 


ï 
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fourni  cette  équation;  mais  cela  n'a  pas  toujours  lieu;  quelque»^ 
fois  la  valeur  de  t inconnue ,  qui  satisfait  à  une  équation ,  n$ 
satisfait  pas  au  problème.  Pour  sentir  à  quoi  tient  cette  cir- 
<x>n8tancey.  il  faut  observer  qu*il  existe  .des  problèmes,  dm' 
lesquels  l'inconnue  doit  satisfaire  à  certaines  conditions  par- 
ticulières^ qui  ne  sont  pas  susceptibles  â*être  exprimées  dans 
l'équation  \  alors  la  valeur  de  l'inconnue ,  ne  satisfaisant  qu'aux 
conditions  du  problème  exprimées  par  l'équation,  peut  ne  pas  : 
eatisfaire  aux  autres  conditions.  £n  voici  un  exemple  : 

449*'  ^^  c^^^  'v^u^  distribuer  une  somme  d^ argent  auk 
pauvres  de  sa  paroisse.  S'il  donnait  ai^  à  chaque  pauvre  ^  il 
hd  resterait  7*;  il  lui  manque  6^,  pour  donner  ^  à  chaqui 
pauvre»  On  propose  de  découvrir  le  nombre  des  pauvres  ei là- 
somme  d'argent.  Désignons  le  nombre,  des  pauvres  par  x  ;  s 
1^  curé  donnait  d^  à  chaque  pauvre^  les  x  pauvres reçeirraisRl 
çc  fois  afl" ,  ou  ^x*  ;  mais  il  lui  resterait  7^  ;  le  curé  a  donc? 
(207^  -)-  7*").  Pour  donner  4*"  à  chacun  des  x  pàu vires ,  il  êuh 
drait  4^^  ;  mais  pour  cela  il  manque  6^  au  curé;  le  ciiré  nt 
donc  que  (4a;*"  —  G^).  Égalant  les  deux  valeurs  de  la  se; 
d'argent  que  le  curé  veut  distribuer,  on  aura. . . 

■ 

4^ — S=:2r  +  7;    d'où    a:=i3:a. 

•  ■ 

Cette  valeur  de  x  satisfait  à  l'équation  du  problème,  car. 
elle  réduit  chaque  membre  au  même  nombre  iao  ;  et  cepen* 
dant  elle  ne  satisfait  pas  au  problème ,  c^  le  nombre 
pauvres,  devant  être  nécessairement  un  nombre  entier,  ne  peutj 
pas  être  ■—.  Cette  valeur  fractionnaire  que  F  on  obtient  pont 
r inconnue ,  indique  donc  ici  V impossibilité  de  la  questiod» 
Cela  tient  à  ce  ^e  la  nature  du  problème ,  impose  à  ImconiH 
la  condition  particulière  d'être  un  nombre  entier  positif, 
que  cette  condition  ne  pouvant  pas  être  exprimée  dans  Té 
tion,  la  valeur  de  l'inconnue  n'est  pas  assiijétie  à  la  remplir 
et  par  conséquent ,  cette  valeur  pouvait  satisfaire  à  l'équation 
sans  satisfaire  au  problème. 

45o.  Des  problèmes  dont  les  énoncés  sont  différons  peuvm 
conduire  à  la  même  équation.  Si  l'on  proposait  de  trouver  i 


d'algèbre.  a^l 

ttOfTiire  dont  le  quadruple  diminué  de  6 ,  fût  égal  au  double 
•itugmenté  die  7.  En  désignant  ce  nombre  par  x^  on  serait  con- 
fit à  l'équation  du  problème  précédent  ;  comme  elle  exprime 
tontes  les  conditions  du  dernier  énoncé ,  la  valeur  •—  de  x 
y  satisfait^  car  le  quadruple  de  ^  ,  diminué  de  6^  est  220,  et 
le  double  de  -^^  augihenté  de  7^  est  également  âo. 

45 1.  On  voit  par  cet  exemple^  que  si  la  nature  d'une  ques^ 

Ùon  impose  à  t inconnue  quelques  conditions  particulières ,  non 

exprimées  dans  V équation  ;  alors  la  valeur  de  l'inconnue  peut 

ne  pas  satisfaire  cm  problème  qui  a  fourni  cette  équation;  mais 

elle  satisfcàt  à  toutes  les  questions  qui  conduiraient  à  la  même 

équation\  et  dans  lesquelles  l'inconnue  ne  serait  pas  assujétie 

à  des  conditions  particulières ,  non  exprimées  dans  l'équation, 

462.  Un  nombre  est  composé  de  deux  chiffres  ;  le  chiffre  des 

unités  est  double  de  celui  des  dixaines  ;  et  lorsqu'on  lui  ajoute 

/f>^  on  obtient  une  somme  qui  est  égale  au  premier  nombre 

IftENYERSÉ.  On  demande  le  nombre  qui  jouit  de  ces  propriétés. 

Si  X  désigne  le  chiffre  des  dixaines^  celui  des  unités  sera  sx  ; 

le  nombre  sera, , ,   - 

.    (x  diacaines  -f-  ax  unités)  4=  (z.io  •+•  ax)  unités  rfa  lax  unités  ; 

k  nombre  reevenë  sera 

(x  unités  -4-  ax  dixaines)  d^  (x  -f-  ax.io)  unités  4=  aix  unités, 

'     Or  le  nombre  proposé,  augmenté  de  4^  >  ^oit  être  égal  au 
.Sombre  renversé.  Donc. . . 

iax  +  45  =  2ix;  aoùx  =  5;    ax=io. 

Le  chiffre  des  dixaines  est  donc  5,  et  celui  des  unités  vaut  dix. 
Itlais  dans  le  système  décimal ,  un  chiffre  ne  peut  pas  expri- 
tUer  plus  de  neuf  unités  ;  la  question  n'est  donc  pas  possible, 
l-e  nombre  entier  positif,  5 ,  que  l'on  obtient  pour  x ,  don- 
nant 10  pour  le  chiffre  des  unités,  indique  donc  l'impossibilité 
de  la  question  ;  cela  tient  à  ce  que  l'énoncé  particularise  la 
système  décimal ,  et  que  dans  celui-ci,  la  valeur  de  l'inconnue  - 
«àt  assujétie  à  la  condition  particulière ,  de  donner  pour  les 
diiffres  des  nombres  entiers  positifs  plus  petits  que  dix.  La 

16 
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question  dcTOnt  po^s&le  eh  admettant  pour  les  chiiFres  ât9 
nombres  entiers  plus  grands  qùç  g.  Gât  alofà  le  ïiômbre  de- 
mandé kant  foriné  de. . . 

5  diçcmnes  ^t  lo  unités^ 

en  lui  ajoutant  i^ ,  U  dtvivitdra  to5^  que  Ion  peut  ceintâérer 
comme  formé  ik... 

to  dixûines  tt  5  unités^. 

test  ettectîvèmefït  1^  "nombre  proposé  rthoené.  Aînsî ,  «oûs 
ce  point-dé-vue  y  qui  est  telui  qu^indique  la  valwr  dex^  là 
qnestion  devient  possible. 

«03«  Trouver  un  nombre  tel  que  ses^^  écoutés  à  ses  ^^  soient 
égaux  â  ses  f^.  Soit  x  le  nombre  inconnu  ;  on  sera  conduit 
à  réqttatîoB^ . . 

|x  +  Jxiit'IJx-,  éHe  donne   i3d&xs:o;   oiiâ;=o. 

CeÉle  valeur  de  x.  satisfait  à  Téquation ,  car  elle  réduit 
chaque  membre  à  zéro^  niais  elle  ne  satisfit  pas  au  problème^ 
parce  que  zéro  n'est  pas  un  nombre.  £t  en  effet,  lès  |  d^uû 
nombre,  plus  se^  J,  valent  ses  |^;  il  s'^igit  donede  troiVer 
un  nombre ,  dont  les  ||  soient  égaux  aux  ^  ;  te  qui  né  peut 
avoir  &««i. 

•^^^  Qmid  est  h  nombre  ^daiUies^  plus  les  ^^ég4dent  les  \i? 
Désignant  ce  nombre  par  iïàx,  on  sera  conduit  à  ï identité» . . 

ix^  ^xtjsiiyxy  ou  47a?=^i7jc. 

Cettttîdentitéadàtetttnefai&iilé  de  valeiffs  arbitraires  de  x;  le 
problème  est  donc  entièrement  indéterminé.  Et  en  effet  ^  comme 
I  plus  f ,  font  j4  ;  Qu^  9P^  9<Ht  un  nombre  ,  ses  |  plus  ses  |, 
sont  toujours  égaux  à  ses  f|-  ;  le  nombre  désigné  par  x  devait 
iimc  «rester  ibâéterminé  ;  on  4evait  donc  être  cofidiût  à  «a», 
«eâtité.  ~ 

455.  Trouver  un  nomire  dont  te?  |  ttàgmenfêis  ée  7,  iètèNl 
égaux  aux  ^  moins  les  |  dé  ce  nombre,  aUgfnefriJtés  de  ).  "Sk 
le  nombre  inconnu  est  x  ;  on  aura. . . 


D'  A  L  G  £  B  R  E.  %Jp 

4olM....  ^^-H7^ri:-f-9;    d'où    7  =  9. 

Mais  aucune  yakur  de  oc  ne  peut  satisfaire  à  cette  condition  ;  im 
question  proposée  et  l'é^éUion  i^u'ellefoumit,  sont  donc  impQs» 
sibles. 

4â6.  Un  père  de  famille  ordonne ,  par  son  testament,  que 
l'uiné  de  sKesJils  prendra  100^  sur  la  totalité  de  ses  biens,  plus 
le  dixième  de  ce  qui  restera;  le  second  soo^,  et  le  dixiénie  de 
ce  qui  restera  ;  le  troisième  3oo^  ^  plus  le  dixième  de  ce  qui 
restera  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier ,  en  augmentant 
toujours  de  100^.  Les  enjkns  sont  également  pco'tagés.  Il  s'agit 
de  découvrir  la  valeur  de  L'héritage ,  le  nombre  des  enfans  , 
et  la  part  de  chaque  enfant.  Désignons  l'héritage  par  x'^.  Le 
fils  aîné  prélève  loo**,  plus  le  dixième  du  reste  (a;** —  100*)  ; 

sa  part  est  ddBC  f  100*^  -J j  ,  ou  f — -^-^ J  ; 

a  né  wte donc  que  àF^{f  +^»°°^ .  ou  (3^^~ 9°°^ 

â  partager  entre  les  autres  eafans.  Sur  cette  dernière  somme  ^ 
le  a*  enfant  prélève  d'abord  aoo^  ;  le  reste  est  donc ....  : 

^7,    ,77"    ...j  .^  200*",  ou  (2 S y  dont  le  dixième 

est  ( ~ j  ;  la  part  du  second   fils    est  donc . . . 

(SfÈL-.^ÈS^J^aocA,  oura^+'7i£g!Y  MaU  cett. 
V  100  .  /  \  loo         / 

seconde  part  doit  être  égale  à  la  première  ;  donc. . . 

jc*4-qoo       OJC4-17IOO     «   ,  «  a:  +  ûoo 

^^^ —  =  ^    ^    ^ ;  d  où  X  =  8ioo  -,  — -^ —  =  ooo. 

I.*héritagé  8loo^,  divisé  par  la  portion  d  un  enfant,  qui  est 
joo*,  donnera  9 ,  pouf  le  nombre  des  enfans.  Si  ion  effectue 
ït  t>attage  suivant  les  volontés  du  testateur  ,  on  trouvera  que 
ces  nombres  satisfont  à  toutes  les  conditions  du  problènâe. 

Cette  solution  conduit  à  des  remarques  importantes.  Eiji 


V  \ 
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effet;  poiir  déterminer  la  valeur  de  x^  nous  n'ayons  exprimé 
qu'une  très  petite  partie  des  conditions  du  problème ,  et  ce- 
pendant les  autres  conditions  se  sont  trouvées  remplies  ;  il  est 
très-rare  que  cela  arrive  ainsi.  Les  valeurs  des  inconnues  ne 
satisfont  ordinairement  qu'aux  conditions  du  problème  expri- 
mées par  les  équations  qui  les  déterminent  ;  les  seuls  cas  qui 
fassent  exception ,  sont  ceux  ou  les  conditions  non  exprimées 
sont  des  conséquences  immédiates  des  conditions  exprimées, 
La  question  actuelle  est  de  cette  espèce.  £n  effet ,  si  Iob 
effectue  les  calculs ,  on  trouvera. . . 

ir«  pan  =  ^^^    y      a«  part  =  ^ 5 

*^  10  *^  100 

3«    part  =  li22L-}       A*  part  =  ^-2- -^Z, j 

*^         1000     '  ^    '^  loooo     ■ 

la  i«  part  —  la  a«  =  —  (x  —  8100  )*"; 
'^  100  ^        '  ' 


_  _9 
iwy 

la  3»  part  --  la  4»  =  -^  .  -^  (  a:— 8100)*. 


la  2»   part  —  la  3»  =  — ^  (  x  —  8100  )*: 
^  1000  '    ' 


100      100 

et  ainsi  de  suite.  Mais  toutes  les  parts  doivent  être  égales  ;  il 
faut  donc  que  chaque  différence  soit  zéro  ;  et  comme  il  arrive 
qu'elles  ont  (x —  8icx))  pour  facteur  commun ,  on  les  réduiFa 
toutes  à  zéro  ,  en  prenant  x  =  8100.  Ainsi,  dans  la  questioa 
actuelle ,  les  relations  qui  lient  l'inconnue  x ,  aux  quantités 
connues  sont  telles  ,  que  la  valeur  a:  =  8100,  rend  toutes  les 
parts  égales  ;  comme  l'exige  Ténoncé. 

4^7.  Passons  à  V examen  des  solutions  négatives.  Lorsqu'on 
n'a  égard  qu'aux  valeurs  absolues  des  quantités  (*),  les  nombre» 
sufRsent  pour  les  représenter.  Mais  en  réfléchissant  sur  la  na- 
ture du  calcul ,  on  voit  qu'une  même  quantité  peut  être  con-  ^ 
sidérée  sous  deux  points  de  vue  directement  opposés ,  ou  comme 
capable  d'augmenter  une  autre  quantité,  ou  comme  capable 
de  la  diminuer.  Tant  qu'on  ne  représentera  les  quantités  qae 
par  des  nombres ,  rien  ne  désignera  quel  est  celui  de  ces  deux 
aspects  sous  lequel  on  les  considère.  Le  moyen  le  plus  naturel 

(*)  La  valeur  absolue  d'une  quantité  est  celle  qui  est  indépendante  de 
0/1  signe,  Mm'i ,  -f-  3  et  —  3  ont  3  pour  yalcar  aUolae. 
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de  le  faire  connaître,  est  d'aflecter  ces  quantités  du  signe  + 
pour  indiquer  une  manière  d'être ,  et  du  signe  — ,  pour  indi- 
quer la  manière  d  être  opposée. 

458.  Ainsi ,  lorsquon  veut  résoudre  une  question ,  comme 
<tn  ne  connaît  pas  le  signe  de  l'inconnue  ,  on  affecte  cette 
inconnue  du  signe  -f-  ;  on  résout  le  problème  dans  cette  hypo^ 
thèse  ;  et  suivant  qu'on  obtient  pour  l'inconnue  un  nombre  po^ 
sitif  ou  négatif,  cette  inconnue  doit  être  prise  dans  C acception 
qu'on  lui  a  donnée,  ou  dans  une  acception  directement  opposée. 
En  effet,  les  signes  +  et-7-  n'étant  introduits' dans  le  calcul 
que  pour  indiquer  les  manières  d'être  opposées  des  quantités  , 
-comme  on  part  d'une  équation  rigoureuse ,  qui  exprime  les 
conditions  du  problème,  dans  les  résultats  qu'on  en  déduit,  par 
une  suite  d'opérations  rigoureuses ,  les  signes  +  et  —  ne  peuvent 
pas  être  dénaturés  ;  ils  doivent  donc  encore  indiquer  les  ma- 
nières d'être  opposées  des  quantités. 

459.  Les  signes  -f-  e^— -,  qui  n'ont  servi  jusquiici  quà  in- 
diquer l'addition  et  la  soustraction  (/!•  197),  ou  la  multiplia 
cation  et  la  division  (n*  SgS) ,  vont  donc  recevoir  une  accep" 
tionplus  généiale  ;  ils  indiqueront  les  manières  d'être  opposées 
des  quantités  les  unes  à  t égard  des  autres.  Sans  cette  con- 
ifention ,  les  formules  algébriques  et  les  règles  qu'on  en  déduit , 
ne  seraient  pas  générales  (ji*  SgS). 

Pour  jeter  plus  de  jour  sur  les' raisonnemens  précédens ,  noui 
allons  résoudre  plusieurs  problèmes  qui  conduiront  à  des  valeurs 
négatives  de  l'inconnue. 

4S0,  Quel  nombre  doit-on  AJOUTER  à  7 ,  pour  obtenir  5  ? 
Si  X  désigne  ce  nombre ,  on  aura .... 

7  -f-  X  =  5  ;  d'où  j:  =  5  —  7  =  —  2. 

Cette  valeur  négative  de  x  indique  que  l'on  doit  ajouter  à  7 , 
le  nombre  négatif  —  2 ,  pour  obtenir  5.  Et  en  effet,  lorsqu'on 
^onte  —  2  à  7,  la  somme  7  — a  se  réduit  à  5.  Si  l'on  voulait 
prendre  les  mots  ajouter  et  retrancher ,  dans  l'acception  arith^ 
métique ,  la  valeur  négative  de  x  indiquerait  que  la  queatiom 
lurait  dû  être  ainsi  posée  :  ^         "^      .        ^ 
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.  46 1  •  Quel  nombre  doit-on  retrancher  de  7, pour  obêenir  5? 
En  désignant  ce  nombre  paf  x,  on  aura. .  • 

7  — x=5  ;  d*où  x  =  a; 

le  nombre  positif  qu'il  faut  retrancher  de  7»  pour  obtenir  5, 
est  donc  a.  Ainsi  ,^  sous  le  rapport  de  l'arithmétique ,  la  valt^ 
négative  de  x^  correspondait  à  un  énoncé  vicieux  ;  aUe  iniEr 
quait  la  correction ,  en  ce  qu'elle  marqi^ait  que  la  quatU^é 
cherchée  devait  être  prise  dans  un  sens  opposé  à  celui  ^'09 
lui  avait  attribué  ^  au  lieu  détre  AJOUTÉE  ^  elle  dmfmt,  6^ 

RETRANCHÉE. 

463.  Dans  la  question  que  nous  venons  de  résoudre ,  oa 
n*avait  pas  besoin  du  secours  des  signes  algébriques  pour  apper- 
cevoir  le  yice  de  l'énoncé  ;  car  il  est  évident  que  loin  â^a}outer  ua 
nombre  à  7,  pour  obtenir  5 ,  il  faut  au  contraire  en  retranober  s. 
Mais  souvent  la  complication  de  dénoncé  étunprohlème^  ne  iaiste 
pas  appercevoir  s'il  est  vicieux.  C'est  alors  que  les  signes  -J-el  — 
sont  d'une  grande  utihté.  On  met  le  problème  en  équali0u;om 
résout  cette  équation.  Si  la  vc^ur  dé  finconmie  xale  signe  ^, 
elle  donne  la  solution  directe  du  problème  ;  si  elle  a  le  sign^-^f 
elle  indique  que  t énoncé  est  yicieuXy  en  ce  que  kl  qmmtité 
représentée  par  x ,  doit  être  prise  dans  une  acception  tout  opr 
posée  à  celle  qu'on  lui  avait  attribuée.  Ce  nouvel  avantage  dei 
lignes  -f-  et  -—sera  mis  en  évidence  dîna  les  probl^eâ  auivans. 

463.  Dix  aunes  de  drap  à  \y  ont  coûté  600*.  Quelle  doit  être 
la  DIMINUTION  de  prix  d'une  aune  de  drap  de  même  qualité 
^  i>  P^^^  queS aunes  de  ce  dernier  drap  ne  coûtent  que  4^^ 

3 

lû  ^.ujuts  à  -^  coûtant 600**" 

3 

X  aiUM    à  ^  coûtera 60"^ 

5 

I  apne    à  «  coûter^ 4o^ 

I  aime   à  ^  coûtera i/jo^ 

Cela  posé  ^  désignons  par  x^  la  diminution  du  prix  de  l'auBt 


1 
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de  drap  à  ^  ;  après  cette  diminution ,  Taune  ne  coûtera  que 
(i^o  — :ï:)*~^  les  5  aunes  ne  coûteront  donc  que  5  fois 
(140 —  a:)^  ou  (420  — 3x)*;  mais  ce  dernier  prix  doit  être 
480*.  On  doit  donc  avoir . . . 

420  —  5x  =  48o;   d'où  x=  —  20. 

Cette  valeur  négative  de  x  y  indique  que  Ténoncé  est  vicieux  ; 
en  ce  que  la  quantité  désignée  par  x ,  doit  être  pri^  dans  une 
acception  opposée  à  celle  qu*on  lui  avait  attribuée  ;  de  sorte 
que  le  prix  de  Taune  de  drap  à  ^ ,  que  nous  supposions  devoir 
diminuer  j,  doit  au  contraire  augmenter  de  20*.  Pour  s*en  con- 
vaincre «  il  sufllt  d'observer  qu*une  aune  de  drap  â  |  coûtant 
140^  ;  si  ce  prix  augmente  de  20^^  l*âuae  de  drap  à|  coûtera 
160*;  3  aunes  de  ce  drap  à  5  coûteront  donc  480*,  comme 
l'exige  renoncé  du  problème.  La  valeur  négative  de  x  indique 
doQG  qii#  FiBeoBBue  x ,  au  Keu  de  fopréaeiKtev  vae  dimitn4ion , 
vepréeesto  «ne  augmenMitm.  La  quastion  doit  doBC  sa  poaer 
de  la  numàèf  SHivaste  : 

4fi4'  P^  aunes  de  drap  à\y  ont  coûté  Boo*.  ÇueUe  doit  être 
f  AUGMENTATION  dé  prix  d*une  aune  de  drap  de  même  qwitHé 
à  \^pour  que  3  aunes  do  ce  dernier  drap^  coûtent  48o*-  Cette 
ougment€Uiojt  de  prix  étant  désignée  par  x^ ,  on  sera  conduit 
À  TéquatioB. . . 

490  +  3br  2ZC  480 ,  qui  doanef a  om  -f-  so. 
L'augmantation  de  prix  est  donc  ao^. 

465.  Si  Ton  compare  les  énoncés  et  tes  solutions  dee  denx 
problèmes  précédens^  on  verra  que  le  premier,  dans  lequel j; 
Teprésentait  une  dilninution,  a  fotirni  Téquation . . . 
4î40  —  Sx  =  480 ,  dont  a  tiré  x  =  —  20. 
Cette  v^levr  négative  ayant  fait  connaître  le  vice  du  premier 
énoncé ,  au  lieu  de  supposer  qi^  x  représentait  une  diminution, 
ou  a  pris  x  dans  une  acception  directement  opposée;  de  sorte 
que  disiQS.  le  second  problème  (n*  4^4)  *  ^  *  représenté  ui^e 
çugmenkifiîon  ;  eu  vertu  de  ce  cb^ngepajent  ^  x  a  changé  de 
signe  dans  la.  seconde  solution ,  car  ^Ue  a  conduit  à  Téquatioa 
4ap  4. Sk  —  48q,  qui  ^  doofté  x:=5  +  ac\ 
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Comme,  ces  remarques  pourraient  s'appliquer  à  tontes  les  ,' 
questions  qui  conduisent  à  des  valeurs  négatives  de  x;  nous 
en  déduirons  cette  règle  générale. 

4^6.  Lorsqu'on  a  résolu  une  question ,  en  supposant  cer- 
taines manières  d'être  aux  quantités  >  si  [on  veut  résoudre  k 
même  question  en  prenant  quelques  quantités  dans  des  sens 
opposes ,  il  suffit  de  changer  dans  les  résultats,  les  signes  des 
quantités  qui  prennent  des  acceptions  opposées  à  celles  qu'elles 
as/aient  dans  la  question  primitive.  Lorsque  la  valeur  de  tin" 
connue  est  affectée  du  signe  — ,  cela  indique  que  l'énoncé  cb 
la  question  est  vicieux ,  en  ce  que  l'inconnue  doit  être  prise 
dans  une  acception  directement  opposée  à  celle  qu^on  lui  avait  S 
attribuée.  ■ 

àjSrj.  ha  valeur  négative  de  Cinconnue  indique  quelquefois  , 
l impossibilité  absolue  du  problème.  En  voici  un  exemple.  V» 
général  interrogé  sur  le  nombre  des  soldats  de  son  armée,  . 
répond:  ce  nombre  est  tel,  que  son  triple  diminué  de  looo^ 
est  égal  à  son  quadruple  augmenté  de  âooo.  Quel  est  le  nombre 
des  soldats  ?  Si  a;  désigne  ce  nombre ,  on  sera  conduit  à  Féqua- 
tidh.  •• 

5x  —  1000  =  4^  -f-  2000  ;  d'où  x  =  —  3ooo. 

D*après  les  remarques  faites  dans  les  questions  précédentes; 
la  valeur  négative  de  x  indique  que  le  problème  sera  possil^e, 
si  la  quantité  représentée  par  x  peut  être  prise  dans  une  ac- 
ception opposée.  Mais  cela  est  impossible^  car  .t,  qui  repré- 
sente un  nombre  d*hommes^  est  ess^tiellement  positif ',i(i 
valeur  négative  de  x,  indique  donc  que  le  problème  nest  sus" 
ceptibie  d^ aucune  solution.  Il  n'en  était  pas  de  même  dans  les 
jproblèmes  des  n°*  4G0  et  463,  parce  que  x  désignant  un  nombre 
à  ajouter  et  une  diminution  de  prix  ,  on  pouvait  prendre 
ces  quantités  dans  une  acceptidn  opposée  ;  le  nombre  à  ajouter 
devient  un  nombre  à  soustraire ,  et  la  diminution  de  prix  de^ 
vient  une  augmentation.  On  pouvait  d'ailleurs  prévoir  que  le 
problème  serait  impossible,  car  le  triple  d'un  nombre  étant 
plus  petit  que  son  quadruple;  ce  triple^  diminué  de  Ijco^ 
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est  a  plus  forte  raison  plus  petit  que  son  quadruple  augmenté 
de  aooo  ;  le  nombre  des  soldats  ne  peut  donc  pas  être  tel  ^ 
que  son  triple  diminué  de  looo  ,soit  égal  à  son  quadruple  aug- 
menté de  âooo  ;  cette  condition  du  problème  ne  peut  donc 
pas  être  remplie  ;  le  problème  est  donc  absurde; 

4^8.  On  voit ,  par  ce  qui  précède ,  quil  existe  deux  espèces 
de  quantités;  les  unes  susceptibles  d'être  prises  dans  des  sens 
différens ;  les  autres^  qui  ne  peuvent  l'être  que  dans  un  seuL 
D'après  cela,  quand  on  obtient  une  valeur  négative  de  Tin- 
connue ,  si  elle  représente  une  quantité  de  la  i  ''*  espèce ,  la 
question  devient  possible,  en  prenant  la  quantité  représentée 
par  Xy  dans  une  acception  opposée  à  celle  qu*on  lui  avait 
attribuée  ;  (  les  questions  des  n°'  4^0  et  4^5 ,  en  offrent  des 
exemples).  Si  Tinconnue  représente  au  contraire  une  quantité 
de  la  seconde  espèce ,  sa  valeur  négative  indique  Timpossibilité 
du  problème.  (La  question  du  n"  4^7  ^^  offre  un  exemple.) 

Si  l'on  réunit  tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  les  valeurs  que 
peut  prendre  l'inconnue ,  on  en  déduira  ce  principe  général  : 
1*.  Lorsque  toutes  les  conditions  d'un  problème  sont  exprimées 
dans  une  équation ,  la  valeur  positive  de  l'inconnue  satisfait 
toujours  au  problème,  a".  Si  la  nature  d'un  problème  impose 
à  l'inconnue  quelques  conditions  particulières ,  non  exprimées 
■  dans  l'équation  ;  alors  la  valeur  positive  de  l'inconnue  peut  ne 
pas  convenir  à  la  question  ;  elle  rCy  convient  que  dans  le  seul 
cas  où  elle  satisfait  aux  conditions  particulières  qui  lui  sont 
imposées.  Si  l'inconnue  est  suscpptible  d'être  prise  dans  des 
sens  opposés  ,  sa  valeur  négative  indique  que  le  problème  est 
possible ,  mais  que  V énonce  est  vicieux ,  en  ce  que  l'inconnue 
doit  être  prise  dans  une  acception  opposée  à  celle  qui  lui  était 
attribuée.  3^.  Enfin  ,  quand  l'inconnue  représente  une  quantité 
qui  nest  pas  susceptible  d'être  prise  dans  des  acceptions  oppo^ 
sées ,sa  vcdeur  négative  indique  l'impossibilité  absolue  du  pro" 
blême.  Ces  diverses  propriétés  résultent  de  ce  que  la  valeur  de 
t inconnue ,  tirée  d'une  équation  ,  ne  peut  et  ne  doit  satisfaire  en 
général  y  qu'aux  conditions  du  problème  exprimccs  par  Cette 
équation. 


^  , 
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46g.  Nous  avons  résolu  dans  Y  Introduction  »  pliisieurs  pro» 
blêmes  relatifs  aux  couriers;  nous  allons  reprendre  les  ènonctf  '  j 
de  ces  problèmes  ,  et  substituer  des  lettres  aux  nombres  ;  il  en 
résultera  des  formules  généralea,  qui  donneront  les  solutions  de 
toutes  les  questions  de  la  même  espèce.  Nous  ferons  voir  en;- 
suite  comment  ^  à  l'aide  des  lettres  et  des  signes  ^  on  peut  com- 
.prendre  dans  une  seule  formule  les  solqtiona  de  toutes  cet 
questioAS.  Nous^  analyserons  avec  soin  les  circonstances  parti- 
culières qui  peuvent  avoir  Ueu;  cela  conduira  à  des  expresâaas 

de  ta  forme  -,  ^  ^  -,  dans  lesquelles  p  est  un  nombre.  On  a 

vu  (B.  n®*  fl46,  ^47)»  que  la  première  expression  est  égs^çi 
séro  ;  que  la  seconde ,  qui  surpasse  tout^  quantité  as^goaUè, 
est  yifirUment  grande ,  qu'on  la  désigne  par  lé  signe  00  *  qui 
fe  prononce  infiniment  grand.  Enfin  »  on  reconnaîtra  que  le 
résultat  |  est  indéterniiné  (n°  474-  5*). 

Nous  démontrerons  que  lës  conséquence  tirées  de  Vescç^oen 
des  formules,  sont  toujours  d'accord  Qveic  celles  qui  se  déduisent 
immédiatement  de  l'énoncé  du  problème  /  nous  verrons  que 
si  dans  V énoncé  de  lu  question ,  une  quçnûté  prend  une  ac- 
ception opposée  â  celle  qu'elle  avait  »  elle  doit  changer  partout 
de  signe  ;  et  que  réciproquement ,  si  dans  une  formule  une 
quantité  change  de  signe,  elle  prend  une  acception  opposée 
dans,  l*énoncé  de  la  question.  Voici  cett^.  analyse  ;  elie  Qiàrite 
toute  l'attention  des  élèves. 

47©.  La  question  du  n**  i5i ,  généralisée,  prend  cette  forme  : 
WiefàJS  eouriers ,  qui  partent  au  même  instxint ,  viennent  (wt 
vers  r  autre;  en  une  heure  ^  le  premier  courier  parcourt  v'  Ueues, 
et  h  second  y"  litfues,  Vans  Combien  de  temps  ces  eouriers  se 
j'oindront-'ils ,  et  quelles  seront  les  distances  des  points  de  dé^ 
part  au  point  de  rencontre  ?  La  distance  entre  les  points  dfi 
départ  est  d  lieues.  Si ,  dans  les  r^onneiqens  du  n*^  i5i ,.  on 
remplace  les  nombres  par  les  lettres  qui  )es  représentent  >  on 
dii^  :  en  une  heure,  le  i"  courier  parcourt  v'  lieue&»  6t  le- 
second,  v"  lieues*,  mais  ces  eouriers  viennent  l'un  vers  Vautr^S 
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ib  se  rapprochent  donc  en  une  heure  y  df  (t/^v*)  lieues.  Pour 
jihis  de  clarté ,  nous  disposearona  ainsi  le  calcful . . . 

Les  couiiers  se  rapprochent. . . 

de  (i/  -f-  v^  lieuQB  en  i  heure , 

,        ,.  1  heure 

de  X  lieue  en  >  /  ^    ^^  » 

-      «  i>  •      fi  Vf  T  p  •     1  hevire         a. heures 

de  a  fois  i".  ou  rf",  eu  a  fois  7-7-7 — =r,  ou^  /  .■■■ff> 

Et  Boui  diroBs  :  puisse  les  couriers  se  rapprochent  dé 
[u'  4*  i^)  lieues  eu  1  h^ure  ;  pour  se  rapprocher  de  (i^+  v'^ 
litaes  dirâéds  par  (/  +  v'^)  >  <>u  d*uue  lieue^  il  leur  faudra 

«né  heure  divisée  par  (t/  -f»  1/") ,  ou      ,        ^    ;  pour  se  rap- 

Trocfaer  de  la  distanee  d  Keues  ^  qui  les  séparait  à  l'instant  de 

leur  départ  >  il  '«ur  faudra  donc  d  foi*  /nq^-Fr  »  ou  v,.  ■  vy 

^Ainsi  ^  en  désignant  par  A  le  nombre  d^heures  cherché ,  on 

'.«lira. . . 

d 
(P)  —  .  •  • .  h'zsi  V  ■  ■  „  |.  ou  A/  4*  ^^^^  =^  ^• 

€ette  équation  exprime  la  relation  q^  doit  exister  entre  les 
quantités  h ,  v\  v",  d-^  on  en  déduit. . . , 

Cet  foffmulee'douueiit  les  Taleura  de  Vune  queleonqvie  dee 
Ipatre.  quantités  A  »  d  >  v',  v'\  quand  cm  conn^ut  les  trois  autres  ; 
ne  9^  fouruit  la  solution  de^  quatre  problèaafa  qui  dérirent 
m  U  question  actuelle  ^  en  y  considérant  succe wiyement  comme 
Fmuofu^»  chacune  de«  quantité»  qui  entrent  dans  Véaoncé. 
l  l|#s  distances  dee  peinte  de  départ  au  point  de  rencontr» 
f^yciias i  obtenir,  car  les  couriers  parcourant  ^  et  v"  lieuea 
heurçi  feroQt  en  h  heures ,  W  et  hv"  lieues.  I>éaignant 
\  Aetances  par  rf  et  <f  liei^es  >  et  subftituaut  pour  i  ^  s^ 


valeur  d:  (/  -i-v");  c 


Vôrifions  l'exactitude  d 
la  rencontre,  les  couriers 
les  etpaccs:  parcotiitn,  d' ci 
aux  l'ittsses  v',  v"  ;  et  le 
la  distanci:  d  lieues ,  enîi 
d'  et  d"  satisfont  à  ces  i 
Je  factnir  commun  d  :  0 
»  df  en  le  luOme  que  c. 

Pour  appliquer  ref  fo 
remns  le*  im>iicis  de;  r. 


4*1.  Lf  pr.-bif=i 
karemsaff  d' .  d' 


;  0 


Vit» 


*  *, 


i 
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TÎère  marche  le  plus  vite.  Nous  supposerons  dont  ifùe  tb 
rier  est  en  arrière,  et  tjue  sa  vitesse  V*  est  ptus  gtùndè 
nfitesse  V  du  i^  Courier ^  ce  qu*on  eftt  convenu  (f indiquer 
iP'"  ^  %f'  {*).  C^la  poM*)  comme  la  question  actudle  «it 
du,n^  i54i  généralisée ,  il  suffira  de  répéter  les  mêmes  raû 
semens  ,  en  remplaçant  les  cokiibrei  p«r  ks  Icttraa  qai 
représentent.  On  dira  donc  ,  puisijue  if"  est  plus  grand  que 

on  a. • . . 

v*  =  '/^V,  on  y^v»  — «A. 

Si  les  couriers  marchaient  également  vite ,   ils  resteraienl 
toujours  à  la  même  ^distance  ;  mais  le  s®  courièr , 'qui  est  et 
arrière ,  fait  par  heure  b^  lieues  de  phls  que  celui  qui  est 
avtmt;  il  6*en  rapproche  doac  de  If  lieues  par  heure  ;  «MÎ  J 
les  couriers  se  rapprochent.  • . 

de  V  lieiiëSy  en i  heure  , 

j       ,.  /i  héure\ 

«e  t  kene^.^i X"*!? — )* 

de  d  lieues ,  en  d  fois  »■■■  "4,» ■   ^  oh  (p\  heuïes. 

On  toit  tfônc  que  leë  ùt>«riér«  «è  reppnnAent  tnph 

de  la  distance  d  lieues  qui  les  séparait  II  se  rencontrent  donc 

après  avoir  marché  pendant  p  heures.  Désignant  par  h^  lenoî 

bre  d'heures  cherché ,  et  mettant  pour  b^  sa  valeur  (v*  — 1/),| 
on  aura. . . 

(R)  •  • A  =  -1; f . 

Pour  obtenir  les  espaces  parcourus  en  h  heures  par  les 
riers,  on  dira  :  les  couriers  parcourent,  en  1  heure,  i/  et 


•«■ 


^h*J 


<^)  Le  i^gkm  >  ^Usié  èuttt  <ku  q[ua*titt8 ,  kidi^fiM  ^'«Hes  Mmt  îi 
«t  que  la  plat  grand*  est  da  c^  de  la  plus  graodfe  ouTartore.  Ainsi , 
indiquer  Finëgalitë ,  3  pluf  grand  que  a ,  on  écrit  3  >  2.  De  même,  5<| 
est  une  inégalité  ^i  exprime  ^iie  5  est  plus  petit  que  g. 
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1  fsnh  kenreSj  i/'h  et  v"h  lieues.  Désignant  ces  distances 
par  dt  txi'  lieues  ^  et  substituant  pour  h  sa  valeur  dl  {y" —  v^), 

en  trouvera  . . 

«  i^'d     '  sfd 

_        o  ^=    II         /  ;    o  rr:  -t 7. 

Hr  V  — i/'  ¥"  —  s/ 

t!«»  valeurs  de  A  >  cf ,  «T  sont  ceHe&  qui  avaient  été  obtenue» 
âaiis  le  n*  47^y  ^^  changeant  les  signeis  des  quantités  ^\  êC  ^ 
qui  oint  pris  des  acceptions  opposées  \  ce  qui  vérifie  la  pro- 
priitè  des  signes  ^'^X  *—  (n^^^s)- 

474-  Analysons  la  valeur  de  h. ,  donnée  par  la  formule 

Y*.  Si  <f  et  t/  restant  les  mêmes,  v"  augmente ,  le  dénomi- 

nàteur  {^  *^  1/)  augmente  >  le  nttuvàrateur  d  reste  le  même  ; 

la  valeur  de  h  diminue  doac.  Ainsi  »  la  formule  (R)  dit  que 

tout  éUait  tCtdikars  égal ,  plus  la  vitesse  y"  du  a'  courier  , 

ipd  est  en  arrière  y  augmtnte,  moins  il  met  de  temps  à  joindre 

le  ï^  confier.  L*examen  de  la  question  conduit  au  même  ré^ 

cûhat ,  car  il  est  évident  que  tout  étant  d'ailleurs  égal ,  plus 

le  eoutiet  qïii  est  tn  arriére  va  vite  ,  moins  il  lui  faut  de  temps 

jfoût  joindre  le  courier  quÂ  est  en  avant.  Si  d  et  v'  restant  les 

>nêmes,  v^  au  lieu  d'augmenter  diminue,  h  au  lieu  de  diminuer 

augmente. 

tt^.  Si  d  et  V*  rehaut  les  mêmes ,  i/  augmente ,  sans  dé-^ 
(Mtsser  V  ;  alors  (v*  —  v')  est  positif  et  diminue  ;  la  valeur  de  il 
Éùgbieute  donc.  La  formule  (R)  indique  donc  que  tout  étant 
Jtàilleurs  égal,  phis  h  i"'  couriery  qui  est  en  aidant,  marche 
irftc,  plus  il  faut  de  temps  au  a*  courier  pour  le  joindre;  ce 
qui  est  évidemment  exact. 

S*.  Si  i/  et  v"  restant  les  mêmes ,  d  augmente ,  la  valeur 
de  ft  augmente;  la  formule  (H)  nous  dit  donc  que  lorsque 
tout  est  d'ailleurs  égal,  plus  la  distance  qui  sépare  les  points 
4^  diipari  des  couriers  est  grande ,  plus  il  leur  faut  de  temps 
peut  aa  rencontrer.  Cette  conclusion  est  celle  que  fournirait 
r«xamen  de  Ténoncé  du  problème ,  dans  ràjpothèse  actuelle. 
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4**.  Si  d  n*êtant  pas  zéro ,  v^  =  v'  ^  la  formule  (R)  donne 

d  d 

h  =  T, 'j  =  -  ==  00. 

Les  couriers  paraissent  donc  devoir  se  rencontiCr  après  rm 
temps  infiniment  grand  ;  ce  qui  est  absurde ,  puisque  marchant 
dans  le  même  sens  et  avec  la  même  vitesse .  ils  restent  ton- 
jours  éloignés  de  la  distance  d  lieues  qui  les  séparait  à 
rinstant  du  départ.  L'algèbre  paraît  donc  induire  en  erreur. 
Pour  lever  cette  difficulté  ,  il  suffit  de  remarquer  que  plus  les 
vitesses  v",  et  v'  approchent  d'être  égales ,  plus(i/'' — s/)  est  petit; 
plus  h  est  grand.  Si  (v"  —  v')  diminue  et  tend  vers  zéro ,  k 
valeur  de  h  augmente  et  tend  vers  l'infini  ;  de  sorte  que  zéro  et 
l'infini  sont  des  limites  dont  (v"  —  i/)  et  h  approchent  indé- 
finiment. La  formule  (R)  indique  donc ,  que  si  les  vitesses  des 
couriers  diffèrent  très-peu  ;  ces  couriers  ne  se  rencontrerotU 
qu  après  avoir  marché  pendant  un  temps  très-grand.  Mais 
lorsque  les  vitesses  v'  ^  v"^  sont  égales  ^  les  couriers  ne  se  ren-  , 
contrent  plus  ;  et  l'Algèbre  indique  par  les  valeurs  infinies  de. 
h  y  d\  d"  y  que  le  point  de  rencontre  a  disparu  en  s'éloignant 
à  l'infini  ;  ce  qui  s'accorde  avec  la  nature  de  la  question. 

5^  Si  d  étant  zéro  ,  v'=i/''  :  la  valeur  de  h  devient  -.   Cette 

o 

valeur  est  indéterminée  ^  et  la  formule  (R)  dit  que  si  les  deux 
couriers ,  qui  marchent  également  vite  ,  partent  en  même  temps 
du  même  point  pout  suivre  la  même  route ,  le  nombre  d^ heures 
après  lequel  ils  se  rencon0knt  est  indéterminé;  de  sorte  que 
les  couriers  se  rencontrent  à  chaque  instant,  et  sont  toujours 
ensemble.  L'analyse  de  la  question  actuelle  conduit  au  même 
résultat.  En  effet,  les  couriers  marchent  dans  le  même  sens, 
et  partent  au  même  instant  du  même  endroit  pour  suivre  k 
même  route  avec  des  vitesses  égales  ;  ils  marcheront  donc  tou- 
jours ensemble. 

475.  Une  fraction  ne  changeant  pas  de  valeur  quand  on 
multiplie  ses  deux  termes  par  une  même  quantité  ;  les  for- 
mules (P)  et  (R)  donneront: . . 


: 


h  = 
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rouve  que  h  ne  change  pas,  quand  on  multiplie  d^  sf\  v"^ 
e  même  quantité  m  ;  mais  cette  multiplication  ne  change 
i  rapports  de  ces  quantités  (  n®  92  )  ;  conséquemment , 
ps  au  bout  duquel  les  couriers  se  rencontrent  ne  change 
uand  la  distance  qui  sépare  les  points  de  départ  et  les 
is ,  consentent  entre  elles  les  mêmes  rapports. 

.  Deux  couriers  vont  dans  le  même  sens  ;  le  premier  a  une 
3  de  Si  lieues  y  fait  V  lieues  en  une  heure,  et  part  h  heures 
le  second ,  qui  fait  y"  lieues  par  heure.  On  demande  dans 
en  de  temps  les  couriers  se  joindront ,  et  quelles  seront 
stances  des  points  de  départ  au  point  de  rencontre. 
nonce  est  celui  du  n^  1 55  ^  dans  lequel  nous  ayons  sub- 
dett  lettres  aux  nombres  ;  effectuant  la  même  substitution 
es  raisonnemens ,  on  dira  :  le  i^*^  courier  a  une  avance  de 
3s  ;  il  part  b  heures  avant  le  a* ,  et  comme  il  fait  y'  lieues 
eure,  il  a  parcouru  6/  lieues,  quand  le  second  courier 
lence  à  marcher*  de  sorte  qu'à  cet  instant,  le  i*'  cou-^ 
a  sur  le  second,  une  avance  de  (a+èv')  lieues.  Par 
quent^  pour  que  le  a*  courier  rencontre  le  i*',  il  faut 
j'en  rapproche  de  (a  +  bv')  lieues.  Mais  (a  +  61/)  lieues 
le  la  distance  qui  sépare  les  deux  couriers.,  à  l'instant  où 
courier  commence  à  marcher  ;  représentant  cette  distance 
l  lieues^  supposant  que  le  a*  courier  marche  pendant 
ires  avant  de  joindre  le  1*'',  et  désignant  les  distances  des 
b  de  départ  au  point  de  rencontre^  par  cT  et  cT  lieues ,  on 
era ... 

^,  dr^.'h^^^  ;  d'=(A+i)v'=(^ +6)/. 


r  •     •     •     • 


comparaison  des  ënonctfs  des  n**  .i55  et  i'jG ,  donne, 
a  =60;    t*'=^3i    fc=i05    p"=5j 

^7 
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on  en  déduit.  • .. 

d  =?<!-♦-&•  =^6o +  10. 3  =  6o  +  3o  =  giï; 

If"  — .^       5  —  3        2       ^  ' 
rff  -,  Q^^^^  h\  i/  =  (45 -^  io).3=s55.3r=  i65i 

»^  —  p       5  —  3        a 

477*  Deux  couriers  vont  dans  le  même  sens  j  le  premier  a 
une  avance  de  a  lieues ,  fait  tol   lieues  en  hl  heures ,  et' part  ^ 
b  heures  avant  le  second ,  qui  fait  m"  lieues  en  n'  heures.  On 
demande  après  combien  d'heures  de  marche  lé  second  courier 
sera  éloigné  du  premier  de  a*'  lieues  (/i"  167).  Ceproblèatie  est 
susceptible  de  deux  solutions ,  car  les  a"*  lieues  petrtent  expri"  j 
mer  ce  dont  le  a*  courier  sera  en  arrière  ou  en  ayant  du  1".  / 
Nous  désignerons  donc  par  h^,  le  nombre  d'heures  pendant  le- 1 
quel  le  a*  courier  doit  marcher  pour  être  en  arrière  du  i*'!^ 
de  a"  lieues,  et  par  A"  le  nombre  d'heures  pendant  lequel k 
2*  courier  doit  marcher  poui;  être  en  ayant  du  i**"  dé  la  même  dis- 
tance a^Iieues.  Le  1*^  courier  fait  m' lieues  en  n'  henres  ;  en  une  ^ 

heure ,  il  fera  donc  —7  lieues  :  le  second  courier  fait  —y  lieues 

71  71 

par  heure.  Si  Ton  représente  -7-  et  — tt  ,  par  v'  et  y" ,  alors  v'  et 

v"  lieues  seront  les  yitesses  dès  couriers.  Les  yîtessea  des  cou- 
riers étant  connues ,  il  est  facile  dé  calculer  les  yaleurs  des 
quantités  //  et  A". 

Pour  calculer  h' ,  on  suiyra  une  marche  analogue  à  celle  dn 
n**  1 57  ;  on  trouyera  qu'à  l'instant  où  les  couriers  commencent 
à  marcher  ensemble,  le  premier  a  une  ayance  de  (a-f-Ai/) 
lieues  ou  d  lieues  ;  mais  cette  ayance  doit  être  réduite  à  (f 
lieues  *,  le  a*  courier  doit  donc  se  rapprocher  du  i*'  de 
(rf— -a")  lieues;  raisonnant  comme  dans  le  n**  47^>  c>n  trou- 

-Tf 7  J  heures. 
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MLais  ^  désigne  ce  nombre  d'heures.  Donc ...  •  , 

Pour  calculer  W ,  on  observera  que  le  a*  courier  doit  d'abord 

Joindre  ]e  i*'  ^  en  s'en  rapprochant  des  d  lieues  dont  il  est  en 

arrière  quand  il  commencé  à  marcher ,  et  dépasser  ensuite  le 

1*'  Courier  de  a"  lieues  ;  le  a*  courier  doit  donc  faire  dans 

le  même  temps,  (cî-j-a")  lieues  de  plus  que  le  i";  or  pour 

faire  ïine  lieue  de  plus,  il  lui  Saut-j; — — >;  par  conséquent, 

pour  faire  {d  +  ct^  lieues  de  plus ,  il  lui  faut  ^        ,^       j^    » 
nab  V  désigne  ce  nombre  d'heures  ;  donc . . . 

jr  =  (d  +  a^):(v'' — v^). 
Ainsi. .  • 

(T) A'  =  ^Z:f!;   A-=f5?— ^^=a  +  *i/- 

478.  Je  dois  faire  observet  que,  dans  la  valeur  de  A',. la 

quantité  a' ,  qui  est  affectée  du  signe  — ~ ,  exprime  le  nombre 

de  liener  dont*  le  a^  courier  est  en  arrière  du  i*'^  ;  et' que  dans 

la  valeur  dâ  A",  la  quantité  a!' ,  qui  est  affectée  du  signe  -f-, 

a  une  acception  opposée  ,  et  indique  le  nombre  de  lieues  dont  le 

a*  courier  est  en  avant  du  i*'.  On  voit  donc  :  1®  que  si  dans 

V énoncé  de  la  question  f  la  quantité  a!'  prend  une  acceptiort 

opposée  I  cette  quantité  change  de  signe  dans  la  formule  ; 

a^  que  les  signes  différens  qui  affectent  a!' ,  indiquent  que  dans 

l'énoncé:  de  la  tpiestion ,  cette  quantité  prend-  des  acceptions 

opposées  ;  3^  que  si  ayant  résolu  la  question  en  attribuant  une 

certaine  manière  d^être  à  a*,  on  veut  là  résoudre  en  attribuant 

une  manière  d'être  opposée  à  cette  quantité  ,  il  suffit,  dans  la 

formule  relative  à  la  i'*-  question  ^  de  changer  le  signe  de  la, 

quantité  sl",  qui  prend  une  acception  opposée;  é^  que  si  deux 

formules  ne  différent  que ''par  les  signes  de  aF ,  ces  formules 

appartiennent  à  deux  questions  qui  ne  diffèrent  qu'en  ce  que. 

h  quantité  a^,  affectée  de  signes  différens ,  a  des  acceptions 

apposées. 
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Si  Ton  compare  les  énoncés  des  n**  167  et  477  >  o»  aura,  ^.t  ' 
c=flOo;  m'=3;  j/=4;  6=î=4o;  m'  =  6;  n'=7;  «"=63; 

V  -jjT» 5,    V    ^ y,    V    V^  7  ï »g  * 

d  =  a  -f-  61/'  =  290  +  40  •  4  =  ^00  +  3o  ^  a3o. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  formules  (T), 
donne ... 

A"  =  (d+a")  :  K— v0  =  (a3o.+  6a)  :^=a9a  .^ 

Ainsi ^'flpré^  i568  heures  de  marche^  le  a'  courier  ne sem 
plus  en  arrière  du  1",  que  de  6a  lieues;  et  le  a'  courier^  pour' 
être  en  avant  du  i*^  courier  de  6a  lieues,  doitmarcher  pendant  , 
stç^afois  ^  d'heure,  ou  2725  heures  ao  minutes  ;  ce  qui  t^ac-. 
corde  avec  les  résultats  du  n^  157. 

Pour  résoudre  le  problème  du  n^  i5t ,  au  moyen  des  for- 
mules (T)>  il  suffit  de  déduire  la  valeur  de  a,  de  celles  de  K 
et  d.  Voici  le  calcul  : 

hXi^"—v')^:zd-^"=^a+bs/y^'';d'oùa^hXi^'''^^^^ 

La  comparaison  des  énoncés  des  n^*  i58  et  477 >  donne. . . 
m'=3;  n'z=4',  i  =  4o;  m"=6;  n"=7',  A'=i568;  0*^=62; 
d'où 

v'z=^  =  |;  V'  =  ^  =  f  ;  v-_v<=^;  i/  =  46.î=:3o.    j 

L* aisance  primitive  du  i""  courier  sur  le  a',  ^toû  <2o7ic  de 
200  //ei/ey.  Ce  résultat  est  celui  du  n**  i58. 

479.  Passons  à  Tanalyse  des  formules  (T). 


ir 


rrr\  y  —  éjIL^.      i."  —  ^  +  ^ 

dans  lesquelles 

n  n  * 
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V  et  h"  sont  les  nombres  d'heures  pendant  lesquels  le  a^  Cou- 
rier doit  marcher  pour  être  en  arrière  ou  en  ayant  du  i*"^  Cou- 
rier de  a"  lieues  ;  v'  et  v"  expriment  les  vitesses  des  couriers  ; 
ifUeucs  est  Tavance  du  i**^  courier  sur  le  â*  ^  quand  celui-ci 
commence  à  marcher  ;  a  lieues  est  la  distance  qui  sépare  les 
points  de  départ  des  couriers ,  et  6  marque  le  nombre  d'heures 
pendant  lequel  le  i*'^  courier  marche  avant  que  le  a*  ne  se 
mette  en  route.  Les  quantités  h'  et  h" y  e?q>rimant  des  nombres 
d'heures ,  sont  essentiellement  positives  ;  de  sorte  que  les  va^ 
leurs  négatives  de  h'  et  \l*  seront  inadmissibles.  Les  quantités 
d,  af  y  s/  yv"  ^  exprimant  des  espaces  ^  peuvent  être  prises  dans 
des  acceptions  opposées  ;  on  peut  donc  les  affecter  des  signes 
-f-  «t  -— .  La  nature  des  quantités  qui  entrent  dans  la  compo- 
sition des  formules  (T) ,  étant  connue ,  passons  à  leur  analyse. 

x\  Siv''>i/etû''<£Î;a]ors(£i— aO,(d  +  a"),  (w"— O» 
sont  positifs;  les  valeurs  de  h'  et  h"  seront  donc  positives;  Is 
problème  sera  donc  susceptible  de  deux  solutions.  Les  for-r 
mules  (T)  expriment  donc  que  si  le  a*  courier ,  qui  est  c^ 
tarière  ;  marche  plus  vite  que  le  i**^^  et  doit,  après  avoir  mar- 
ché quelque  temps  ^  être  moins  éloigné  du  i**^  qu'il  n'en  était  i 
l'instant  de  son  départ;  alors  il  y  aura  deux  époques  où  cela 
aura  lieu ,  l'une  avant  la  rencontre  des  couriers  ,  l'autre  après 
leur  rencontre.  Cette  conclusion  peut  se  déduire  de  l'énoncé 
du  problème  l  car  la  distance  qui  sépare  les  deux  couriers 
doit  être  diminuée  ;  le  a*  courier ,  qui  est  en  arrière  et  qui  va 
le  plus  vite,  s'approche  du  i*"^  ;  il  y  aura  donc  une  !'•  époque 
où  le  a*  courier  se  sera  assez  rapproché  du  i*"^,  pour  n'êtro 
plus  en  arrière  que  de  la  distance  demandée.  Le  a*  courier 
continuant  à  marcher  ,  joindra  le  i*"^ ,  le  dépassera,  et  s'en  éloi- 
gnera ensuite  de  plus  en  plus  ;  il  arrivera  donc  une  a*  époque 
où  le  second  courier  sera  en  avant  du  i*'  de  la  distance  de- 
mandée. Les  résultats  déduits  des  formules  (T),  s'accordent 
donc  avec  ceux  que  fournit  l'examen  de  la  question. 

a*.  Supposons  £i<  a*  et  v''  <  i/  ;  alors  (d  —  a")  et  (v"— O 
«ont  négatifs  ;  la  valeur  de  A'  est  donc  positive  ;  il  y  aura  donc 
une  époque  où  le  a'  courier  sera  en  arrière  dui^  de  sl^  lieues^ 
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L*examen  de  renoncé  dç  la  question  conduit  au  même  résnltit^ 
car  la  distance  qui  sépare  les  couriers  devant  être  augmentée, 
et  le  a*  Courier ,  qui  est  en  arrière ,  allant  moins  vite  que  le  i*, 
celui-ci  s'éloigne  de  plus  en  plus  de  l'autre  ;  il  y  aura  donc  un 
instant  où  le  i^*^  courier  se  sera  assez  éloigné  du  a* ,  pour  qoe 
celui-ci  soit  en  arri'ère  de  la  distance  demandée.  Comme  le 
a^  courier  est  en  arrière  du  i^**,  et  marche  moins  vite,  îlne 
pourra  jamais  le  joindre  ^  ni  le  dépasser  de  a"  lieues  )  Timpos- 
sibilité  de  cette  seconde  solution  est  indiquée  par  la  valeur 
négative  de  h", 

3^  Quand  v"  >  i/  et  J<a'',  alors  (v*  — /)  et  (d  +  eF) 
sont  positifs^  {d—^a")  est  négatif.  La  valeur  de  /{  est  donc 
négative^  et  celle  de  h"  positive;  ce  qui  indique  que  le  pro^ 
blême  n'est  susceptible  que  d'une  solution,  qui  a  lieu  après  la 
rencontre.  Cela. résulte  aussi  de  Pétioncé  .de  la  question  et  des 
hypothèses  actuelles;  car  la  distance  qui  sépare  les  couriers 
devant  augmenter ,  et  celui  qui  est  en  arrière  marcliant  le  plus 
vite ,  il  n'y  a  qu'après  avoir  rencontré  le  i*'  courier  ,  que  le 
&^  pourra  en  être  plus  éloigné  qu'il  ne  l'était  à  l'instant  de 
son  départ. 

4*.  Supposons  v"  <;  v'  et  rf>  a".  Alors  (y" —  /)  est  négatif, 
{d — a")  et  {d'^d')  sont  positifs;  les  formules  (T)  donnent 
pour  K .  et  h"  des  valeurs  négatives ,  qui  sont  inadmissibles ,  et 
indiquent  que  le  problème  n'est  susceptible  d'aucune  solution. 
L'examen  de  l'énoncé  conduit  au  même  résultat , .  car  a"  étant 
plus  petit  que  rf,  la  distance  qui  sépare  les  couriers  doit  di- 
minuer ;  le  a*  courier ,  qui  est  en  arrière,  doit  donc  se  rapprocher 
du  i**"  ;  la  vitesse  du  a*  courier  doit  donc  être  plus  grande  que 
celle  du  i'*";  mais  on  suppose  au  contraire  que  v"  <  /;  U  i 
question  est  donc  absurde, 

5^  Si  dz=za"  et  i/''>V;  alors \i/''  —  vO  et  (rf  +  c")  sont 
positifs  ,  (d  —  aO  est  zéro  ;  les  formules  (T)  donnent  zéro 
pour  h'  et  une  quantité  positive  pour  h"  ;  elles  indiquent  donc 
que  le  problème  est  susceptible  de  deux  solutions  ,  dont  l'une 
a  lieu  à  l'instant  du  départ  du  a*  ceurier ,  et  t  autre  h"  heurta 
après  son  départ.  Cela  est  exact;  car  d  étant  égal  à  a"^  q\ 
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demande  dans  combien  de  temps ,  à  partir  de  l'instant  du 
départ  du  a*  courier,  les  couriers  seront  à  une  distance  égale 
à  celle  qui  les  sépare  ;  cela  aura  évidemment  lieu  à  Tinstant  du 
départ ,  ce  qui  est  indiqué  par  la  valeur  A'  =  o  ;  et  comme 
le  s*  Courier  va  plus  vîte  que  le  i***»  il  le  joindra  et  le  dépas- 
sera ensuite ,  après  un  certain  temps ,  de  la  quantité  d  dont 
il  était  en  arrière  à  l'instant  de  son  départ  ;  ce  temps  est  donné 
par  la  valeur  positive  de  h*.  Si  d  étant  toujours  égal  à  a"  » 
V*  étcdt  plus  petit  que  V ,  alors  h"  devenant  négatif  serait 
inadmissible  ;  le  problème  ne  serait  donc  susceptible  que  d'une 
solution ,  donnée  par  la  valeur  A'z=o,  correspondante  à^rins. 
tant  du  départ  du  22*  courier.  Et  en  effet ,  le  a*  courier  mar- 
chant moins  vite  que  le  1*^,  s'en  éloignera ,  et  ne  pourra  ja- 
mais le  rencontrer  ;  il  ne  peut  donc  pas  exister  de  solution 
après  la  rencontre  des  couriers. 

6*.  Si  d  n'étant  pas  égal  à  a''  ^  on  avait  v*  =  v'  ;  les  cou- 
riers marchant  avec  la  même  vitesse ,  seraient  toujours  éloignés 
de  d  lieues  ;  ils  ne  pourraient  donc  jamais  se  trouver  à  a*'  lieues 
de  distance ,  comme  l'exige  l'énoncé  ;  le  problème  serait  donc 
impossible.  Cette  impossibilité  est  indiquée  par  les  v^urs  de 
h^  et  h",  qui  deviennent  infinies.  Cela  signifie  que  plus  les  vitesses 
des  couriers  approchent  d'être  égales,  plus  (y"  — v')  diminue , 
plus  hf  et  h"  augmentent  ;,  ce  qui  s'accorde  avec  la  -nature  du 
problème. 

7^  Si  ci=  a''  et  /  =  v";  alors  la  valeur  de  A'  devient  égale 
i  - 1  et  celle  de  h*'  est  infinie.  Interprétons  ces  résultats.  Les 

couriers  marchant  avec  la  même  vitesse ,  la  distance  qui  les 
sépare  ne  peut  jamais  changer  ;  de  sorte  qu'après  un  temp» 
quelconque,  le  a*  courier  sera  en  arrière  du  i*"^  de  d  ou 
af  lieues  ;  mais  ce  temps  est  exprimé  par  A'  heures  ;  la  va- 
leur -  de  A'  est  donc  entièrement  indéterminée.  La  formule 
o 

.„       d  +a^    ^         d+a"        .        ,  ad 

*  =737;7i  donne -^—  =  v^  —  i/,  ou^  =  o. 


/ 
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ad 
d  n* étant  pas  zcro^  la  fraction  j^  ne  éera  jamais  égale  à  zéro; 

mais  Terreur  sera  d'autant  moindre ,  que  h''  sera  plus  grand.  La 
valeur  infinie  de  h"  indique  donc  qu'aucun  nombre  ne  peut  sa^ 
tisfaire  à  l'équation  qui  donne  h" ,  mais  que  l'erreur  sera  d'autant 
plus  petite ,  que  A"  sera  plus  grand  ;  et  sous  le  rapport  de  l'Al- 
gèbre ,  Terreur  est  nulle  lorsque  h"  est  infini.  Cette  valeur  infinie 
de  h"  satisfait  à  l'équation ,  et  ne  satisfait  pas  au  problème  ^  car 
le  a*  Courier  reste  toujours  en  arrière  du  i®'  de  a"  lieues.    . 

'     8*.  Si...       .     a'^zizo;  alorsh'  =  k"  z=:-^ 7. 

Cette  formule  est  celle  que  Ton  obtiendrait,  si,  tout  restant 
d'ailleurs  égal  dans  la  question  du  n°  4??  9  ^^  cherchait  après 
combien  d'heures  de  marche  le  2*  courier  rencontrera  le  i*'. 
<3ela  devait  arriver  ainsi ,  car  a"  exprimant  la  distance  qui  se* 
parera  les  couriers ,  quand  le  a^  aura  marché  pendant  h'  ou 
h"  heures  ;  cette  distance  étant  nulle  ,  les  couriers  se  ren- 
contrent. 

«)®.  Si  v'  change  de  signe,  alors  les  valeurs  de  A'  et  h"  de- 
viennent. . . 

Ces  formules  sont  précisément  celles  que  Ton  obtiendrait ,' 
si ,  tout  restant  d'ailleurs  égal  dans  la  question  du  n**  477  >  ^* 
i*'^  courier,  au  lieu  de  marcher  dans  le  sens  du  a*,  en  par- 
courant v'  lieues  par  heure,  venait  au  contraire  à  sa  rencontre 
avec  la  même  vitesse.  On  voit  donc  que  si  v'  change  de  signe 
dans  les  formules  (T),  la  quantité  exprimée. par  v',  reçoit 
-une  acception  directement  opposée  à  celle  qu'elle  avait  dans 
l'énoncé;  et  que  si  dans  l'énoncé  de  la  question,  la  quantité 
représentée  par  v',  reçoit  une  acception  opposée,  v'  change 
partout  de  signe.  On  pourrait  répéter  sur  les  formules  (T'), 
une  analyse  semblable  à  celle  que  nous  venons  àe  faire  sur 
les  formules  (T)  ;  on  en  déduirait  de  même  que  les  conséquence 
déduites  des  formules ,  sont  toujours  d'accord  avec  celles  ^ 
fournit  renoncé  de  la  question. 
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480.  Si,  tout  restant  d'ailleurs  égal  dans  la  question  du  n®477> 
le  i*""  Courier,  au  lieu  de  partir  b  heures  avant  le  a*,  partait 
b  heures  après  ;  alors  pendant  b  heures,  le  a*  courier  se  rap- 
procherait du  1*'  de  bv"  lieues;  il  n'en  serait  donc  plus  éloigné 
que  de  (a  —  bv")  lieues  ;  de  sorte  qu'à  l'instant  où  les  couriers 
cbmmenceraient  à  marcher  ensemble,  le  â*  courier  serait  en 
arrière  du  i*'  de  (a —  bv")  lieues.  Désignant  cette  distance 
par  d  lieues ,  et  nommant  A'  et  A"  lès  nombres  d'heures  pendant 
lesquels  les  couriers  doivent  marcher  ensemble  ,  pour  être  éloi- 
gnés de  a"  lieues  ;  on  trouvera  les  valeurs  de  A'  et  A",  données 
parles  formules  (T)  [n**477]- 

481*  Si  l'on  compare  les  résultats  obtenus  dans  les  questions 
précédentes  ,  on  verra  que  toutes  les  formules  relatives  aux 
différens  cas  que  présente  la  solution  du  problème  des  com- 
nw,  sont  comprises  dans  celle-ci . . . 

dizia" 


H  = 


v"zz:/' 


V  et  y"  lieues  désignent  les  vitesses  des  couriers,  A  t  instant  où 
les  couriers  commencent^à  marcher  ensemble,  le  i*^est  en  avant 
du  a'  de  d  lieues.  Les  couriers  doivent  marcher  ensemble  pen- 
dant H  heures ,  pour  être  éloignés  de  a"  lieues.  Quant  aux 
doubles  signes  qui  se  trouvent  dans  la  fraction  qui  exprime  H  ; 
pour  le  numérateur ,  le  signe — donne  I0  solution  qui  a  lieu  avant 
la  rencontre ,  et  le  signe  +  donne  celle  qui  a  lieu  après  la  ren- 
contre ;  pour  le  dénominateur ,  le  signe  —  correspond  au  cas 
où  les  couriers  vont  dans  le  même  sens,  et  le  signe '•\'  correspond 
au  cas  où  les  couriers  viennent  l'un  vers  l'autre.  Appliquons 
cette  formule  à  des  exemples. 

1"  Application,  Dans  le  problème  du  n°  i5i ,  les  couriers 
partent  au  même  instant,  de  deux  endroits  dont  la  distance  est 
icx)  lieues  ;  donc  c{z=.ioo.  Les  vitesses  sont  3  lieues  et  a  lieues  ; 
donc  v'=:3,  v^'rrra.  On  cherche  l'instant  où  les  couriers  se 
rencontrent;  la  distance ,  a^  lieues ,  qui  doit  alors  les  séparer  , 
«st  donc  nulle;  ainsi  a"  =  o.  Les  couriers  viennent  l'un  vers- 
Tautre  ;  on  doit  donc  prendre  le  signe  4*  ^^  dénominateur. 
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On  a  donc... 

d  loo         loo 

4/  +  V         0  +  2         5 

Les  couriers  se  rencontreront  donc  après  ao  heures  de  marche. 
Ce  résultat  est  celui  du  n®  i5i. 

a'  Application,  Dans  la  question  du  n°  i54>  les  couriers 
partent  au  même  instant  ^  et  la  distance  qui  sépare  les  points 
de  départ  est  go  lieues  ;  donc  J=^  go.  Les  vitesses  sont  3  lieues 
et  5  lieues;  donc  v'=3  et  v''  =  5.  Les  couriers  marchent 
dans  le  même  sens  ;  on  doit  donc  prendre  le  signe  -^  au  dé- 
nominateur de  la  valeur  de  H\  ce  dénominateur  est  donc 
(v"  —  v').  On  cherche  l'instant  où  les  couriers  se  rencontrent; 
la  distance  d*  lieues  qui  les  sépare  alors  est  donc  nulle.  Ces 
hjrpothèses  donnent. . . 

V  —  V        5  —  3        a 
Les  couriers  se  rencontreront  donc  après  45  heures  de  marche. 
Ce  résultat  est  celui  du  n®  i54. 

Z*  Application,   Dans  le  problème  du  n"^  i55  ^  les  con- 

.  rîers    vont  dans   le  même  sens  \  le  dénominateur  est  donc 

(v*— v').  Le  i«'  Courier,  qui  a  Go  lieues  d'avance,  part 

10  heures  avant  le  a^,  et  fait 5  lieues  par  heure.  Ainsi,  quand 

les  couriers  commencent  à  marcher  ensemble,  l'avance  du  1*' 

-  sur  le  a^  est  go  lieues  ;  donc  c2;=go.  Les  vitesses  sont  3  lieues 

et  5  lieues  -,  donc  v'  =  3 ,  v"  =  5.  EnEn ,  comme  on  cherche 

l'instant  de  la  rencontre  des  couriers ,  cH  =1  o.  La  substitution 

.  de  ces  valeurs  dans  celle  de  fT  ,  donne . . . 

n  —      ^      _    9Q     _  90  _  /c 
v  ^  V        5  —  5        a^ 

Le  second  courier  rencontrera  donc  le  premier  y  après  45  heures 
de  marche.  Ce  résultat  est  celui  du  n®  i55. 

4'  Application,  Dans  le  n**  i56,  les  couriers  marchent  :daos 
le  même  sens  ,avec  les  vitesses  |  et  f  de  lieue.  Le  dénomi' 
^ateur  de  la  valeur  de  H  est  donc ... 
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On  cherche  l'instant  de  la  rencontre  ;  donc  a"  =  o.  Le 
i"  Courier,  qui  a  i38  lieues  d'avance ,  part  40  heures  avant 
le  a* ,  et  fait  J  de  lieue  par  heure  ;  en  40  heures  il  fait  donc 
3o  lieues;  ^e  sorte  qu'à  l'instant  où  les  couriers  commencent 
â marcher  ensemble  ^  le  i**^  a  une  avance  de  168  lieues;  donc 
J=  168.  La  substitution  de  ces  valeurs  donne. . . 

Jï  =  rf  :  (1.''  ~  v')  =  1 68  :  ^  =  168  X  ^  =  1 568. 

Ainsi,  exprès  i568  keures^de  marche ^  Je  second  carrier  ren-* 
contrera  le  premier.  Ce  résultat  est  celui. du  n°  i56. 

5'  Application,  Dans  le  n**  167 ,  on  a, . . 

v''=|,  v'  =  ^,  v''-v'  =  ^;  d  =  23o;    a"=6a; 
d'où 

Zr=(iqia"):(»/''— vO=(a3oqp6a):À=(a3oip62)X^.. 

Prenant  le  signe  — ,  on  trouvera  que  le  a*  courier  doit  marcher 
pendant  1 568  heures ,  pour  être  en  arrière  du  1  *'  de  6a  lieues.  Si 
l'on  prend  le  signe  -j- ,  on  verra  que  le  2'  courier  doit  mar^ 
cher  pendant  or/ *ib  heures  ao  minutes  ,  pour  être  en  avant  du 
i''  de  6a  lieues.  Ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  du  n^  i57» 

Formules  générales  pour  la  résolution  des  équations        f 
.  déterminées  du  premier  degré. 

48a.  Les  règles  données  pour  résoudre  les  équations  numé- 
riques ,  s'appliquent  aux  é(]uations  littérales.  Lorsqu'on  doit 
opérer  sur  [Plusieurs  équations,  on  «im]^lifiele8  calculs ,  et  Ton 
rend  les  résultats  symétriques ,  en  représentant  les  coefficiena 
d'une  même  inconnue,  par  la  même  lettre  affectée  d'un  o» 
de  plusieurs  accens ,  suivant  le  nombre  des  équations. 

483.  Toute  équation  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue  j^ 
peut  être  ramenée  à  la  forme  ax=:b;  et  a.  n'étant  pas  zéro^ 
il  n^ existe  quune  seule  valeur. de ;X  qui  puisse  y  satisfaire.  En 
effet,  après  avoirjait  passer  les  termes  «n  x  dans  le  1*'  membre, 
et  les  termes  tout  connus  daus  le  a^  membre^  on  peut  désigner 
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par  a  ^  la  somme  des  coefiiciens  de  a; ,  et  par  h  lé  ftecond 
membre.  Ainsi  ^  Féquation ... 

ex =  fljc  -I-  -,  détient 

e      ^  p 

cpex  —  dp  :=>  epqx  -f"  ï*» 
{  cpe  —  epq  )  x  =  (dp  ^^er). 

Posant  (cpc  —  epq)  =  a ,  et  (^dp  +  cr)  =  i ,  l'équation  sera 
ramenée  à  la  forme  ax  =  b.  Cette  équation  donne  x  =3-6  l  a. 

Je  dis  que  cette  valeur  de  x  est  la  seule  qui  puisse  satisfaire 

à  r équation  ax  =  b  /  car  si  une  autre  valeur  x  =  f  -  +  </  ] 
pouvait  7  satisfaire ,  on  aurait  Y  identité. . . 

dans  laquelle  q  ne  pourrait  pas  être  zéro  ;  or  cette  identité  se 
réduit  à  aq  ^o-,  ce  qui  est  absurde^  puisque  ni  a^  ni  f  ne 
«ont  zéro. 

484*  Toute  équation  du  premier  degré  entre  deux  inconnues , 
peut  être  mise  sous  la  forme  ax  +  by  ==  c  ;  car  après  avoir 
fait  passer  les  termes  affectés  des  inconnues  dans  le  i^'^  mem- 
bre ,  et  les  termes  tout  connus  dans  le  a^  membre  ,  on  peut 
désigner  par  a  et  6  les  sommes  des  termes  qui  multiplient  x 
et  y,  et  par  c  Ta  somme  des  termes  tout  connus.  Par  exemple^ 
pour  ramener  Téquation. . . 

c  -t-  ~  -f-  rfy  =  mx  -t-  —  -♦-  a , 

à 'la  foime  ax-h  byz=zc  '^  on  xnnltipliera  chaque  membre  par  qs  \  ce.qai 
donnera.... 

eqs  H-  spx'^  ^sdf  =  qsmx  +  rqy  +  ^qs 

spx  —  qsmx  -f-  ^sdy  —  rqy  =  a^5  —  eqs 

(sp^^  qsm)  a: -4-  {qsd-^  rq)y'=.qs  (a  —  c). 

Désignant  le  coefficient  de  x  par  a ,,  celui  de^  par  6,  et  le 
fl*  membre  par  c,  l'équation  proposée  deviendra  aX'\'byz=ic. 
Cette  équation  admet  une  infinité  de  valeurs  de  x  et  y  (n"*  334}* 
Par  exemple  j  si  l'on  doime  des  valeurs  arbitraires  i  x  ^  les 


K\ 
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valéuri  correspondantes  de  ^  ^  seront  données  par  la  formide 

485.  Deux  équations  du  premier  degré  entre  deux  inconnues, 
peuvent  toujours  être  mises  sous  cette  forme  (n^  /fi^) . .  • 

(i).  ..•  ax-f"^  =  c;  (a)....  £/a?  +  6'^  =  c^ 

Les  coei&ciens  a^  b  y  c  f  d^V ,  c\  désignent  des  quantités 
connues  ;  les  caractères  x  et  y ,  employés  pour  représenter 
les  inconnues ,  sont  essentiellement  les  mêmes  dans  ces  deux 
équations  ;  de  sorte  que  résoudre  ces  équations ,  c'est  trouver 
des  quantités  connues ,  qui,  substituées  pour  x  et  j ,  rendent 
identiques  les  deux  membres  de  chaque  équation.  Il  existe  dif- 
férens  procédés  pour  résoudre  ces  équations  ;  ils  conduisent 
aux  mêmes  résultats ,  parce  qu'ils  sont  fondés  sur  ce  principe 
unique ,  que  x  et  y  ont  la  même  valeur  dans  chaque  équation, 

i"  Procédé.  L'équation  (i),  donne  x=^(c-^by)  l  a;  sub- 
stituant cette  valeur  de  x  dans  Téquation  (2) ,  on  trouve.  ^ ., 

OD  en  d^nit. ... 

afc^-a'tf-^al/f^zai/i  (at/--a'b)f=i{a</^ca')  ;/ =  («</— ca')  :  {flb'-^bgTj. 

Mettant  cette  Talcnr  de  jr  dans  Téquation  (i) ,  il  vient. . . .  ^^ 

a  (ab"  —  baf)  x  -f-  bac' —  bca'  =  ab^c  —  bca' 
a  (ab^~^ba')x=:ab'c^abc'  =  a  {b'c  —  bc*) 
ai^ct/^  bc' )  _  cb^ -- bc' 
^  ^ a  {ab'  -^  ba' )'^  ab'—ba'' 

La  substitution  de  la  valeur  de  y  dans  l'équation  (2)  ; 
condtdt  à  la  même  valeur  de  x.  Cela  devait  nécessairement 
arriver ,  car  ayant  mis  dans  l'équation  (2) ,  la  valeur  de  x  tirée 
de  l'équation  (1),  l'équation  (3)  qui  eu  est  résultée,  exprime 
que  X  a  la  même  valeur  dans  les  équations  (1)  et  (2)  ;  la  valeur 
de^  tirée  de  l'équation  (3) ,  doit  donc  jouir  de  la  propriété 
de  donner  la  même  valeur  de  x ,  lorsqu'on  la  substitue  dans 
les  équations  (1)  et  (2).  tette  remarque  est  générale;  on 
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n  obtient  les  valeurs  des  inconnues  ,  quea  exprimant  qu'eBa- 
sont  les  mêmes  dans  les  équations  proposées, 

Lorsqu*en  combinant  plusieurs  équations ,  on  fait  disparsutre 
une  inconnue,  on  dit  qu'on  élimine  cette- inconnue.  Aina, 
Téquation  (3)^  est  le  réwltatàtV élimination  de  x ,  entre  les 
équations  (  i)  et  (a)  ;^  on  lui  a  donn»  le^  nom  d'équation  fmJe 
en  y. 

Les  valeurs' de  x  et  jf,  tirées  des  équations  (i)  et  (9)980111 
donc ... 

ry  ^  ^*'  —  *^         rt:^  ûc'  —  ca' 

^^^ ""^ab'-bà^'^  ^^^ —y  =^ -^trziw 

Ces  valeurs  satisfont  aux  équations  (1)  et  (s),  car  elles  les 
rendent  identiques.  Voici  lè  calcul  pour  réquatioii.(.i)-: 

a'  Procédé.  Pourrésoudre  leséquatiotis  (-i)  et  (2)',  on  mul- 
tipliera le»  deux  membres  de  la  !'•  par  b' ,  ceux  de  là  a*  par  S^ 
ce  qui  donnera ... 

ab'x  +  bVy  =  cV  \  bdx  +  bVy  =  bc\. 
Retranchant  la  a^  équation  de  la  1^*,  il  viendra.  •  • 

W^aV  —  bel)  X  =>(cè'  —  bd)  ;    d'où:  x  =:  ■■!,;■■    ..iwi, 

ab  —  ba 

On  trouverait  y  de  la  même  manière^  en  multipliant  les 
deux  membres  de  Téquation  (i)  par  d  ,  ceux  de  Téquation  (2) 
par  a  y  et  retranchant  ensuite  les  nouvelles  équations  l'une  de 
l'autre. 

La  comparaison  des  équations  (.1)  et  (2)"  des  n**  335  et  485, 
donne . . . 

a  =  —  1  ;  i  =  1  ;  c  =  6  ;  a'  =  1  ;  y  =  i  ;  c'  =  13. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (4)  et  (5)j  on 
trouve  x  =  3,j'=:9;  ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  du 
n*»  335. 

486.  Trois  équations  du  premier  degfé  entre  trois  inconnues^ 
peuvent  être  mises  sous  la  forme.  • . 


•   ' 


D*  A  L  O  è  B  R  E.  Q^i 

i«  Procédé.  Pour  résoudre  ces  équations ,  on  tire  de  la  1'% 

2  =  (d— aa:  — iy):  c. 

lia  substitution  de  cette  valeur  de  z^  daùs  les  équations  (a) 
*tt(3),   donne... 

c'a:  -f-  ^y  +  c'  (££—  ax  —  iy)  :  c  =  cT 
a^x  +  i';y  +  c''  (££  —  oc  — .  ^)  :  c  =  cT . 

Chassant  le  dénominateur  c  ^  on  trouve 

{a'c  -^ac')  x+(^l/c—  bc'  )jf  =  (ccT  —  c'd) 
Xa''c—ac')x  +  iVc—bc'*)y  =  (crf^  —c'W). 
Posant^  pour  abréger, 

dc  —  ac'  =  A\  b'c  —  b(!=:B',   cêl  —  c'd=C\ 
<ec^a^  =  A'',  A"c— . Ac"  = -fi' ;  cd'  —  d'dzi^Ci 

on  aura.  • . 

Ax  +  By^C\    A'x+Bry^C: 

Ces  équations  donnent  (n^  4^5) 

_  CB'  —  BC  _Ae—Cjf 

y  ^~  AB'  —  BA''     y~ABf'^BA!'        ' 

Mettant  pour  A^  B^  C,  A'  y  B\  C ,  les  quantités  que  ces 
lettres  représentent^  et  effectuant  les  multiplications  indiquées, 
on  trouvera^  toutes  réductions  faites , 

_  dVd'  —  de' h"  +  cà!V  —  bdfc"  +  bc'd!'  —  cVd" 
^ ^  —  aAV  —  adb"  +  cdb"  —  ba'c'  +  bdoT  —  cb^aT. 

.  _  acT  c*^  —  ac'd'  +  ca^dT  —  ddd  +  dcV  —  c^yg^ 

^^ y  —  ab'c"  —  ac'b"  +  ca'i"  —  Wc"  +  ^cV  -^TF?' 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  a:  et  ^  ^  dans  Tunè  quel- 
conque  des  équations  proposées ,  donne  une  équation  ^ui  ne 
contient  plus  que  l'inconnue  2  ;  on  en  déduit. . . 

_  ab'd!'—  ad!  h'  +  ddb"  r-  bdd"  +  bdfa"—  dVa^ 
^v ^  ~  aVc"  —  ad  y'  +  cdb*»  *-  bdd  +  bda"  —  cVd' 

a'  Procédé,  On  supposera. . . 

d  — C5=C;    JC  —  dz-=zC\ 

Les  équations  (1)  et  (2)  deviendront 

oj;  -}"  ^  =  ^  >    ^^  +  ^'y  =^  ^* 
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On  peut  remarquer  que  la  valeur  du  numérateur  p ,  se 
de  celle  du  dénominateur  q ,  en  changeant  le  coefficient  d  dt 
dans,  le  terme  %t^ut  connu ,  et  conservant  les  açcens.  Les  yal( 
de  X,  y  f  z  ,8e  déduisent  de  celle  de  u^  d'après  le  a*  p: 
du  n"*  4S6.  Par  exemple ,  pour  obtenir  la  valeur  de  a; ,  il  râffit^ 
dans  la  valeur  de  u,  de  changer  d,  d^ ,  d" y  JT ^  u,  eu  a,  dp 
a^^y  d'y  Xy  et  réciproquement. 

488-  Les  calculs  eifectués^  on  verra  que  la  quantité  qsem^ 
le  dénominateur  commun  des  valeurs  des  inconnues  x,  j,  z ,  u; 
et  les  numérateurs  pourront  se  déduire  du  dénominateur  conh 
mun  q»  eny  chcuigeant  le  coefficient  de  l'inconnue  (fùe  fou 
cherche ,  dans  le  terme  tout  connu  e  ;  on  conserve  les-atom. 
En  examinant  les  formules  des  n^*  485  et  486  y  ou  verra  qa'eDa 
jouissent  de  la  même  propriété. 

489.  En  général ,  pour  résoudre  m  équations  du  prenm 
degré  entre  m  inconnues  y  on  prendra  dans  une  équation  b 
valeur  d*une  inconnue  ;  la  substitution  de  cette  valmr  dam 
les  autres  équations  y  donnera  (m-^i)  équations,  entre  (m— >i) 
inconnues.  Opérant  sur  ces  nouvelles  équations  comme  sur  les 
précédentes,  on  en  déduira  (m— -â^  équatipns,  entre  (m-* a) 
inconnues  ;  et  continuant  à  opérer  de  la  même  mamère,  oji 
parviendra  à  une  équation  du  premier  degré  à  une  •seule  inr 
connue.  Cette  dernière  équc^ion  donnera  la  valeur  de  t inconnu» 
qu'elle  renferme;  et  remqntant  aux  équations  précédentes^  on 
en  déduira  les  valeurs  dfis  autres  inconnues.  Chaque  inconnue- 
étant  déduite  d'une  équation  dui*^  degré  à  une  seule  incon* 
nue  y  ne  sera  susceptible  que  d'une  seule  vcileu0'  (n®  483). 

490.  En  comparant  les  valeurs  générales  des  inconnues ,  j 
avec  les  équations  d'où  elles  sont  déduites  ,  et  profitant  de»  I 
remarques  du  n®  488 ,  on  peut  découvrir  une  règle  général»  1 
pour  former  ces  valeurs ,  sans  effectuer  aucun  calcul.  En  effet, 

1^  L'équation  ax=zb  ,  donnant  x=^b  :  a  ;  on  voit  que  U 
dénominateur  est  le  coefficient  ù.  de  x,  et  le  numérateur  s'm 
déduit  en  changeant  le  coefficient  a  de  l'inconnue  x  ,  dansk, 
terme  tout  connu  h. 
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a*.  Si  Ton  compare  les  formules  (4)  et  (5)  du  n* 485,  avec 
les  équations  (i)  et  (2)  du  même  numéro ,  on  verra  que  le 
dénominateur  (ab'  -—  ba'  )  n'est  encore  composé  que  des  coeffi- 
dens  9Ly2L^  h  fV  des  inconnues  x  et  y.  Pour  obtenir  ce  dé- 
nominateur  ;  il  sufiit  de  former  les  permutations  (  B.  n""  i56) 
é  ,ba,àM  produit  ab  \  d*affecter  la  i'*  du  signe  +  >  la  a'  du 
flgne —  ,  ce  qui  dcJnne  (ai —  ba)\  et  de  mettre  un  accent 
ila  seconde  lettre  de  chaque  terme  ;  le  résultat  est  le  dénomi- 
lUiteur  (ay  —  ba'). 

Les  numérateurs  des  valeurs  de  x  et  y  ,  se  déduisent  du 
dénominateur  commun  (ab'  —  ba')  ,  en  y  changeant  le  coeffi- 
€ient  de  t inconnue  qu'on  cherche ,  dans  le  terme  tout  connu ,  et 
conservant  les  accens.  Ainsi,  pour  former  le  numérateur  de  a? , 
on  changera  a  en  c,  dans  le  dénominateur  (  ab'-^ba^)  ,  ce  qui 
domiera  (cfr'  —  6c').  Changeant  fr  en  c,  dans  le  dénominateur, 
le  résultat  (  at'  — -  ca'  )  sera  le  numérateur  de  y. 

3**.  Dans  le  n°  4^S  ,  si  Ton  compare  les  valeurs  de  x,y  yZ, 

doimées  par  les  formules  (4) ,  (5)  ,  (6) ,  avec  les  équations 

.  (1)  ,  (a)  ,  (3)  ,  on  verra  que  les  valeurs  des  inconnues ,  dans 

trois  équations  intre   trois   inconnues,  jouissent  des  mêmes 

propriétés.  Le  dénominateur  commun 

abV  —  acV  +  caV  —  ba'c"  +  bcV  -  cb'a" 

»  est  encore  composé  que  des  coefficiens  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c* 
des  inconnues.  Pour  obtenir  ce  dénominateur ,  il  suffit  de 
former  les  six  permutations .... 

'  abc. ,    acb ,    cab ,    bac ,    bca  ,     cba , 

.  du  produit  abc  ;  on  les  affecte  alternativement  des  signes  + 
.  et  —  ^  en  mettant  un  accent  à  la  a*  lettre  ,   et  deux  accens 
à  la  3*  lettre;  le  résultat, . . 

ab'c"  —  ac'b''  +  ca'b"  —  ba'c*  +  bc'a"  —  cb'a" 

exprime  le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  x ,  y ,  z. 
iLes  numérateurs  se  déduisent  du  dénominateur  commun  ,  en 
changeant  le  coefficient  de  l'inconnue  quon  cherche  ,  dans 
h  terme  tout  connu  ,  et  conservant  ks  accens.  Par  exemple , 


•^ 
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si  dans  le  dénominateur  commun ,  on  change  le  coefficients 
de  X,  dans  le  terme  tout  connu  d ,  le  résultat. .  • . 

dbY — dc'b"  4-  cd;b"  -^  bdc"  +  bc'ér  —  cVff 

sera  le  numérateur  de  la  fraction  qui  exprime  x  (formule 4 
du  n^  486  ). 

Pour  retenir  tordre  dans  lequel  on  doit  écrire  les  permuta" 
lions  de  abc  ^  on  forme  d* abord  les  arrangemens  -|-  ab  ^  •— ba 
€les  deux  lettres  a  e^  b.  Dans  chacun  de  ces  arrahgemens  y 
on  place  la  lettre  c  successivement  àlaZ^  place  ,  à  la  a'  et  à 
la  i^'y  en  ayant  soin  de  donner  à  chaque  première  permuta- 
tion de  trois  lettres ,  le  signe  de  la  permutation  de  deux  lettres 
qui  l'a  fourni,  et  de  changer  alternativement  les  signes  des 
autres  permutations.  Alors,  • . . 

+  ab  donne  +  abc ,    —  acb  ,    +  cab 
—  ba  donne  —  bac ,     +  bca  ,    —  cba  ; 

réunissant  ces  permutations ,  on  trouve. . . .    • 

+  abc  —  acb  -f-  cab  —  bac  +  bca  —  cba. 

On  en  déduit  le  dénominateur  commun ,  en  ajff^ctant  la  q'  lettre 
de 'chaque  permutation  d'un  accent,  et  la  3'  de  deux  accens, 

491.  En  généra] ,  les  remarques  du  n^  4B^f  conviennent  à 
m  équations  du  premier  degré,  entre  m  inconnues.  Par  exemple, 
pour  former  le  dénominateur  commun  q  ,  des  valeurs  de 
X  ,  y  ,z  ,  u ,  dans  les  équations  (1) ,  (2)  ,  (3)  ,  (4)  du  n®  487  ; 
on  introduira  la  lettre  d  4  toutes  les  place^possibles  dans  cha- 
cun des  arrangemens  de  trois  lettres  déjà  formés  ,  en  ayant 
soin  de  donner  à  chaque  première  permutation  de  quatre 
lettres  ,  le  signe  de  la  permutation  de  trois  lettres  qui  l'a 
fournie  ,  et  de  changer  alternativement  les  signes  des  autres 
permutations.  Alors 

-t-  abcy  donnera  -t-  abcd  —  abdc  -h  adbc  —  dabc 
-—  acb,  donnera  *-  acbd  -¥•  acdb  —  adcb  -¥•  dacb 
"h  cab,  doqpera  -4-  cabd  —  cadb  -+-  cdab  —  dcab 
—  bac,  donnera  —  bacd  -+-  badc  —  bdac  -4-  dbac 
-t-  bca,  donnera  -+-  bcad  i—  bcda  -t-  bdca  —  dbca 
,  '         *-"  sha,  donnera  —  cbad  4-  ebda  —  cdba  -h  dcba% 
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Réunissant  ces  permutations  du  produit  abcd ,  avec  leurs 
signes  y  et  accentuant  une  fois  la  a*  lettre  de  chaque  permu- 
tation ,  a  fois  la  3*,  et  3  fois  la  4*i  le  résultat  sera  le  déno- 
minateur commun  q* ,  obtenu  dans  le  n^  4^7.  De  ce  déno- 
minateur ,  on  déduira  les  numérateurs  de  x  ^  y ,  z ,  u ,  en 
changeant  les  coefficiens  a  y  b  y  c  ^  d  ,de  ces  inconnues ,  dans 
le  terme  tout  corftiu  e ,  et  conservant  les  accens. 

Si  l'on  avait  cinq  équations  entre  cinq  inconnues  ^  chaque 
équation  serait  de  la  forme. . . . 

Pour  former  le  dénominateur  commun  des  valeurs  des  incon- 
nues ,  on  introduirait  la  lettre  e  à  toutes  les  places  possibles 
dans  chaque  permutation  des  quatre  lettres  abcd.  Chaque  per- 
mutation de  4  lettres  en  donnerait  5,  de  5  lettres  ;  les  Q/^ipermu-' 
dations  de  (abcd ,  donneraient  donc  a4  ^^^^  5  ou  lao  permu-' 
tations  de  abcde.  De  sorte  que  le  dénominateur  commun  con- 
tiendrait 1.2.3.4*5  termes.  Le  dénominateur  commun  de . 
6  équations  entre  6  inconnues  contiendrait  1. a. 3. 4*5. 6  ou 
720  termes. 

4g3.  En  gécféral  ^  le.dénomincUeur  commun  des  valeurs  des 
inconnues  dans  m  équations  entre  m  inconnues ,  contiendrait 
i«a.3.4-  *  *™  termes  ;  car  1  .a. 3. .  ,m  exprime  le  nombre  des 
permutations  d'un  produit  de  m  lettres  (B.  ii<*  1^7).  Chcèque 
numérateur  contiendrait  le  même  nombre  de  termes. 

Analyse  desformules  générales  qui  donnent  les  valeurs 
des  inconnues  y  dans  les  équations  du  i""  degré. 

493.  Lorsque  V équation  littérale  du  \'^  degré  à  une  seule 

inconnue  y  est  possible,  impossible  ou  indéterminée  ,j^  valeur 

^nérale  de  l'inconnue  est  finie  ^  infinie  ou  indéterminée  de  la 

forme  %^  et  la  réciproque  a  lieu.  £n  effets  toute  équation  du 

1**^  degré  i  une  seule  incoanue^  peut  être  ramenée  à laform«. . . 

ô        _  b 

(0...ax  =  i;    d*où    (2)...a?  =  -j    (3)...^  r"^=^^' 


^7$  ÉLÉMENT 

1°.  Lorsque  F  équation  est  possible  ^  il  existe  un  nombn  p, 
qui^  mis  au  lieu  de  a: ,  la  rend  identique.  Donc... 

apr^  b\    d'où    b  l  ar^p. 

m 

La  formule  (a)  donnera  donc  pour  x  ,  la  valeur  finie  f. 
Réciproquement  ,  si  la  formule  (2)  donne  une  valeur Jum 

de  X  y  alors  -  sera  un  n{)mbre ,  et  la  substitution  de  -,  poni  x 

a  ** 

dans  Téqnation  fi),  conduira  i  l'identité  br^b;  F  équation  sera 
donc  possible.  ^ 

2^.  Lorsque  f  équation  est  impossible ,  le  produit  ax  ne  peut 
jamais  devenir  égal  à  &  ;  il  faut  donc  que  a  soit  zéro^  et  qa«'i 
ne  soit  pas  nul ,  car  dans  toute  autre  hjrpothèse  ,  l'équation  (1) 
serait  possible.  La  valeur  dex^  donnée  par  la  formule  (si)>itt 
donc  infinie. 

RÉCIPROQUEMENT ,  lorsque  la  formule  (a)  donne  une  valear 
infinie  dex;  a  =  o  et  &  est  un  nombre.  L'équation  (i)>  ^ 
devient  o'Xx^^b,  est  donc  impossible. 

La  valeur  infinie  de  x,  indique  que  terreur  sera  iP autant 
moindre,  que  x  sera  plus  grand.  En  eifet,  Téquation  (3)  donne 

b  *  h 

—  =  o  ;  or  6  n'est  pas  zéro  ;  donc  tant  que  x  sera  fini ,  —  ne 

X  .  X 

sera  pas  égal  à  zéro ,  et  Terreur  sera  —  ;  mais  cette  erreur 

X 

sera  d'autant  moindre  ,   que  x  sera  plus  grand  ;  et  il  sera 
toujours  possible   d'assigner  une  valeur  de  x  assez  grande, 

h 

pour  que  l'erreur  — ,  soit  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

5°.  Lorsque  t équation  (i)  est  indéterminée ,  des  valeurs  ar- 
bitraires données  à  x ,  doivent  rendre  ses  deux  membres  iden-    . 
tiques.  Supposant  donc  x  ==  o,  l'équation  (1)  donnera  Tiden-   . 
tité  icfa  ô  ;  ce  qui  démontre  que  b  doit  être  zéro.  L'équation  (i) 
fie  réduit  à  00:  =  o;  mais  cette  derjiièce  équation  doit  être 
vraie ,  quel  que  soit  x\  il  faut  donc  que  à^^o.  Et  en  effet  ^ 

quand  a  et  i  sont  zéro  ,  l'équation  (1)  donne  l'identité 

qX^c^^x  ^v  ^H°9i  ^^^  laqnçllç  x  reste  indéterminé. 
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la  vaUur  indéterminée  de  x^  donnée  par  la  formule  (d) , 

RÉCIPROQUEMENT  ,  lorsque  la  valeur  de  x,  donnée  par  la 
formule  (a),  est  %y  l'équation  (i)  est  indéterminée^  car  a  et  6 
étant  zéro ,  od  peut  donner  à  x  des  valeurs  arbitraires. 

4g4-  La  résolution  des  équations  .déterminées  du  premier 
legré  entre  plusieurs  inconnues  y  conduisant  à  une  équation 
k  une  seule  inconnue ,  les  propriétés  énoncées  dans  le  n^  49^  » 
ioii/ent  convenir  à  m  équations  du  i*^  degré  entre  m  incon^ 
fsues^  On  pourra  s'en  convaincre  dans  les  n^  49^  >  48^  ^^  497* 
4s5*  Lorsque  deux  équations  littérales  du  premier  degré  entre 
deux  inconnues ,  sont  possibles  »  impossibles  ou  indéterminées , 
ies  formules  générales  donnent  pour  les  inconnues  des  valeurs 
finies  y  infinies  y  ou  indéterminées  de  la  forme  %,  RÉCIPRO- 
QUEMENT ,  lorsque  hs  formules  générales  donnent  pour  les  in- 
connues des  valeurs  finies  y  infinies ,  ou  indéterminées  de  la 
Jtntme  %;  les  équations  sont  possibles  y  impossibles  ^  ou  indéter* 
ïïiinées.  En  voici  la  preuve.  Les  équations  littérales 

(,)....    «'  -H    >>r  =  C   1^ ^  ^^^^   I    (3)....    X  =  ^^=r^ 

1^.  Quand  le  système  des  équations  (i)  et  (a}  est  possible , 
U  existe  des  nombres  p  et  q  y  qui ,  substitiés  pour  xetyy 
rendent  ces  équations  identiques^.  On  a  donc. . . 

ûp  +  A?  #3  c  ;   a'p  +  b'q  =fa  c'. 

Mais  ces  identités  donnent. . . 

p4=(cé'— ic^):^ay— fco')  et  <74à(ûc/  — cû^):(a6'  — fta'). 

Donc  I  tes  formules  (3)  et  (4)  »  donnent  des  valeurs  finies  de 
xety. 

RÉCIPROQUEMÉI^T  ^  si  les  vàléûrs  dex  et  jy  données  par 
les  formules  (3)  et  (4)  ,  sont  finies ,  le  système  des  équations  (  i  ) 
et  (a)  sera  possible ,  c'est^àr-dire  que  ces  équations  admettront 
une  solution  commune.  En  effet/la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  ces  équations ^  conduit  aux  idemtités  o^c,  c' ^g\ 
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a*^.  Lorsque  le  système  dés  équations  (i)  et  (a)  e5*  impos^ 
sible ,  c'est-à-dire ,  quand  les  conditions  qu'elles  expriment 
étant  contradictoires ,  ne  peuvent  pas  exister  ensemble ,  les 
formules  (S)  et  (4)  donnent  des  valeurs  infinies  de  x  et  de  j. 
En  effet,  les  équations  (i)  et  (a)  ^  donnent. . . 

y:=z(c  —  ax^lb,  ctjr  =  (c'  —  a'x)  l  b\ 

Mais  comme  elles  sont  contradictoires,  ces  valeurs  de  y  ne 
peuvent  jamais  devenir  égales  ;  on  ne  peut  donc  pas  avoir 

ic--^ax):b=z Çc'—  dx)\V\  ou  {aV—bd)x=  {cb'—bcy 

Aucune  valeur  de  x  ne  pouvant  satisfaire  à  cette  dernière 
équation,  il  faut  que  (ai'  -^ba')  soit  zéro  ;  et  que  Çcb'  —  ficO 
soit  un  nombre  n  (n**  49^-  2°).  Donc. . . 

aib'  —  ba'  cfa  o  j    cb'  —  bc'  t^n^ 

•  ba'  ,  n  -f-  bc'  , , ,  . 

at^-p-  j    o  4=  ■     >»     9    on  en  dednit 

Les  formules  (3)  et  (4);  deviennent 

a  .        '    '^         D  .0  o 

jCe^  valeurs  infinies  de  x  et  y  satisfont  aux  équations  (1)  el 
(a) 4  car  elles  donnent. . . 

00'— oor=c; -oo-— »oo  =  c';  d'où  opt^soo-f-c;  oo=^oo  +  c'. 

Ces  deux  dernières  équations  sont  identiques  ,  car  chaque 
membre  est  infiniment  grand. 

.  Les  valeurs  infinies  obtenues  pour  x  ety,  indiquent  quau" 
cuns  nombres  ne  peuvent  satisfaire  aux  équations  (i)  et  (a), 
mais  que  l'erreur  sera  d^ autant  moindre,  quex  ety  serontplu$ 
grands.  En  effet,  ces  équations  donnent, . .  . 

'I=È£=ab'-b^,     ±=^^ab^^b^. 

^  y     . 

Le  second  membre  de  chaque  équation   étant  zéro  ,  le 
■9*^  membre  doit  être  nuK  Or  les  numérateurs  {^cb'  '^bff)^ 


t- 


j 
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[fuf  — -  cc[)  ne  éont  pas  nuls  ;  aucunes  valeurs  finies  de  x  et  y 
ne  pourront  donc  satisfaire  à  ces  équations.  Mais  plus  x  ety 
seront  grands^  plus  les  premiers  membres  approcheront  4o 
zéro  9  plus  Terreur  sera  petite.  Les  formules  algébriques  (3) 
et  (4)  ont  donc  le  double  avantage  d^ indiquer  terreur ,  et  de 
faire  connaître  ^mment  an  peut  la  rendre  aussi  petite  que  l'on 
veut. 

RÉCIPROQUEMENT  ,  lop^que  les  formules  générales  (3)  et 
(4) ,  donnent  des  valeurs  infinies  pour  x  et  y  y  les  équations 
(i)  et  (ii)  sont  impossibles  ^  c'est-à-dire  que  la  seconde  est 
contradictoire  avec  la  première.  En  eflFet ,  quand  les  valeurs  de 
X  eK y  sont  infinies^  le  dénominateur  commun  (ab'-^ba'}  est 
zéro,  et  les  numérateurs  (ci' — bc'),  (ac' -^ca')  ne  sont  pas 
nuls.  Ainsi,  dans  Thypothèse  actuelle... 

ai'  — Jû'=:o,   cb'  -^^bi/  =zn,   ac' —  Cfl^  =  n' , 

n  et  n'  ne  sont  pas  zéro. 
L*équation  ab'  —  ict'  =  o  ,  donne  a  =  -p- ,  b  =  — t^, 

Mettant  successivement  ces  valeurs  de  a  et  i ,  dans  Téquation 
(i),  elle  devient. . . 

-vr X  +  by^c^    ou    b  (afx  -^  l/f  )^=:eb^ 
ax  +  —7- yzzc\    ou    a {afx  -h  b^jr)  ='Caf* 

Mais  en  vertu  de  Téquation  (2),  il  faut  que  (a'x  +  Vy)  soit 
égal  à  </  ;  on  aurait  donc. . . 

ic'  =  ci' ,  ac'  ==  cû'  ;  d'où  n  ==  o  ,  n'  :=  o. 

Ainsi,  pour  que  le  système  des  équations  (1)  et  (a)  pût 
subnster  ,  il  faudrait  que  n  et  n'  fussent  zéro ,  ce  qui  est  con- 
traire à  rh}rpothèse  actuelle  de  xety  infinis  ;  les  équations 
(1)  e^  (fi)  sont  donc  impossibles. 

3**.  Lorsque  les  équations  (^i)  et  (2)  sont  indéterminées, 
elles  admettent  une  infinité  de  solutions.  La  valeur  de  x  doit 
donc  être  indéterminée  ;  mai$  on  a  Yu  que  cette  valeur  dépen- 
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dait  de  l'équatioB. .  • 

il  fant  donc  ^e. . . 

al/'^baf=iOi    cy  — ^'=o(««  49S.   3«.) 

Gei  ëgoations  donnent. . . . 

-r-  =  —  J    -7"  =  —  î     donc  -7  =  —;:    d'oa    a<r— ca'  =  o; 
b        a         D        c  a         cr  ' 

Les  formules  (3)  et  (4)  donnent  dBnc  des  valeurs  indéUrmir' 
nées  de  x  et  j,  de  la  forme  |. 

RÉCIPROQUEMENT  ,  lorsque  les  formules  générales  (3)  tt 

(4)  >  donnent  pour  x  et  j  des  valeurs  indéterminées  y  de  la* 

forme  J,  on  peut  en  conclure  que  les  équations  {^i)  et  (a)  sojit 

indéterminées,  c*est-àrdire  qu'elles  admettent  une  infinité  de 

solutions.  £n  elFet^  dans  Fhjrpothèse  actuelle.  « . 

on  en  dddoit. ... 

a=zba':b^,    et    c-=^btf\y, 

La  snbttimtion  de  ces  valeuts  de  a  et  c ,  dans  IV^ation  (i) ,  doont.  • .  4 
-^  ar -*-  éy  ?= -^  j    d'oh    a'« -♦- ^y  =  c'....(a), 

Uéquation  (a)  n'est  donc  qu'une  conséquence  de  l'équa' 
tion  (1)  ;  les  valeurs  de  x  et  j  ne  sont  donc  assujéties  qu'à 
satisfaire  à  t équation  (1)  ;  elles  sont  donc  indéterminées;  les 
équations-  {i)  et  (a)  sont  donc  indéterminées. 

Les  propriétés  énoncées  au  commencement  de  cet  article, 
se  tronyent  ainsi  démontrées. 

Nous  terminerons  l'analyse  des  équations  (1)  et  (a),  par 
une  remarque  importante.  Si  Ton  aymt  c  =  o  et  c/ssclc» 
équations  (1)  et  (a)  deviendraient. . . 

(5) or  +  îy  =  G  ;     (6) a'x  +  ft'jf  =  o , 

€t  les  formules  (3)  et  (4)  donneraient. . . 

(7)....  a:  =  o:(ai'  — iO;    j^  =  o  :  (ci'  — Ja'). 
Dans  ce  cas  :  1^  lorsque  le  dénominateur  commun  (ab^— «W) 
nest pas  zéro ,  ks formules  (7)  donnent  z=soe{y==o;  ces 
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Valeurs  Sont  lês  seules  qui  puissent  satisfaire  aux  épations 
0)  et  (jS) ,  et  le  rapport  ^ ,  qui  se  présente  sous  la  forme  | , 

est  indéterminé;  a*  lorsque  (ab'  —  ba')  est  zéro,  les  formules 

(7)  donnent  X=  ~ ,  y^=i^;  ces  valeurs  de  x  et  y  sont  indé^ 

terminées  y  meus  le  rapport^,  a^pour  valeur  déterminée —  ?-• 

Pour  démontrer  ces  propriétés,  nous  remarquerons  que  Téqu»-^ 

tion  (5),  donne  hy=  —  ex;  d'où  ^=z  —  j  ;  «n  satisfera  à 
cette  condition,  en  posant. . . 

(8)  jf=:~af;x  =  +  ftr;  cslt y  l  x^z^atl  ftr=i=— ati. 

La  substitution  dé  ces  yaleurs  de  x  et  y ,  dans  les  équations 
(5)  et  (B) ,  donne . . . 

(<)).. t..  (ab  —  ali)t^o\     (ab  —  aV)tz=:o. 

Soit  ^  =zz,  d*où  ^  =  xz  ;  si  Ton  met  cette  valeur  de  jf 

dans  les  équations  (5)  et  (6),  elles  deviendront.  •  • 
(10) (a  +  fca)x  =  o  ;     (11) (a'-f-i'«)x=o. 

Les  propriétés  énoncées  se  déduisent  des  équations  (8) ,  (g) , 
(10),  (11).  En  effet  : 

1*.  Lorsque  (ab'  — ba')  n*est  pps  zéro  ,  la  seule  manière 
4e  satisfaire  aux  équations  (9) ,  est  de  prendre  ^  :=  o  ;  les  éqiM^ 
tons  (8)  donnent  alors ,  x^o ,  ^=0  ;  dans  ce  cas ,  les  équatinR 
{la)»  (11)  sont  satisfaites  indépendamment  as  z;  la  valeur 

dêz.'  ou'de^  reste  donc  indéterminée;  et  x  et  y  sont  zéro. 

X 

a®.  Lorsque  (ab'  —  ba')  =  o ,  les  éqyations  (9)  sont  satis- 
faites ,  indépendamment  de  f  ;  la  valeur  de  t  reste  donc  indé-> 
terminée  ;  les  valeurs  deit  ety,  fournies  par  les  équations  (8), 
Sont  donc  indéterminées.  Les  équations  (10)  et  (11)  devant 
Bjûster,  quel  .que  soit  x ,  il  faut  que. . . 

a  cC 

a-f"&2:=o^  a'  +  y^r^o;  d'où  «  =  — v  et  «==  — tt. 
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Ces  yalenrs  de  s  doivent  donc  être  égales;  et  en  effet ,  dans 
rhjrpothèse  actuelle ,  ai'  =  ba'  ;  d'où  t±zjj;  la  valeur  dé- 
terminée de  z.  ou  de  ^  i  est  donc  —  r. 

X  b 

Pour  concevoir  comment  x  et  y  peuvent  être  indéterminés 
dans  les  équations  (5)  et  (G) ,  quand  (ai'  —  ba')  =  o  ;  il  suffit 

de  remarquer  que  cette  équation  donne  a  =  -tt-  ;  substituant 

cette  valeur  de  a  dans  l'équation  (5)  ,  on  trouve  a^x  4-  i'y =o  ; 
l'équation  (S)  n'est  donc  qu'une  conséquence  de  l'équation  (5)  ; 
les  valeurs  de  x  et  j^  ne  sont  donc  assujéties  qu'à  satbfaire  à 
l'équation  (5)  ;  elles  sont  donc  indéterminées  (n®  334)  <;  et  leur 
rapport,  tiré  de  l'équation  (5),  est  j^  :  a:=:  — a  :  i. 

496.  L'analyse  des  racines  des  équations  du  premier  degré 
entre  deux  inconnues  (n^  49  5)  9  convient  à  m  équations  du 
premier  degré  entre  m  inconnues;  car  ces  équations  conduisant 
à  deux  équations  du  i^*^  degré  entre  deux  inconnues^  on  peut 
leur  appliquer  les  principes  du  n°  495. 

497.  Les  élèves  devront  s'exercer  sur  trois  équations  entre 
trois  inconnues  ;  ils  démontreront  avec  facilité  les  principes 
du  n*  49  5  ;  BOUS  nous  bornerons  à  les  diriger  dans  le  cas 
le  plu9  embarrassant ,  celui  où  les  équations  manquent  de  ternie 
tout  connu.  Alors  les  équations  (1)^  (s)>  (3)  dun^4^6) 
Jlviennent.  • . 


(10). .  .ax-hbf^cs^so ;  (il). .  ,afx'^l/f'h(/z=ià',  (la) . . ,a"x'^i/'y^e''i 

Dans  les  formules  (4) ,  (5) ,  (6)  du  n*  486 ,  rf ,  tf,  rf"  étant 
nuls ,  les  numérateurs  x ,  y ,  z  sont  zéro.  Le  dénominateur 
conmiun,  que  nous  désignerons  par  D,  est.. . . 

ab'c"  —  ac'b"  +  ca'b"  —  bde"  +  ic'a"  —  cVa\ 

Dans  ce  cas ,  1^  lorsque  le  dénominateur  commun  D  n*est 
pas  zéro  ,  les  formules  (4) ,  (5) ,  (S)  du  n^  4^9 ,  donnent 
x=;:o,y  =  o,z=:o.  Ces  valeurs  dex  ,y  ,  z,  sont  les  seules 
qui  puissent  satisfaire  aux  équations  (10) ,  (i  1)  ,  (ifl)  ;  et  les 
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mpports  -  ,^-,  quise  présentent  sous  la  forme  f ,  sont  indéter-^ 

mnés.  a*.  Lorsque  D  est  zéro  ,  les  formules  (4) ,  (5)  ,  (8)  du 
v!"  JfèS  donnent  y  x=  l ,  y=l>  z=^^;  les  valeurs  de  x, y  ,2 

-  sont  indéterminées;  mais  les  rapports  - ,  ^  ibTiC  déterminés  ;  les 

z     z 

valeurs  de  ces  rapports  se  déduisent  des  équations  (lo)  et  (i  i). 
'  Pour  démontrer  ces  propriétés ,  nous  supposerons.  • . . 

03) l^'^i  •^=/;  ^'«î»  *=«*'»  r=*r'- 

Ia  substitution  de  ces  valeurs  de  x  et  y  ^  dans  les  équations 
(lo)  ,  (il)  ,  (la)  ,  donne. .  • . 

On  satisfera  à  ces  équations  en  posant. . . . 
(^7)...«*'-^V-^•c=oi    (i8)...flV4-f»y-hc'=oi    (i9)...aVH-^y-t-c- 

Us  équations  (17)  et  (18)  ,  donnent. . . . 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  yolt  que  t  étant  une  indéter- 
minée y  les  valeurs  dex^y ,  z,  qui  satisfont  aux  équations  (ao) , 
et  par  conséquent  aux  équations  (lo^  et  (11)  ,  sont. . . 

(ai) x:^(b</'--cl/)ti    y=z(caf  ^a</)ti    i=i(al/^  ba^)  t^ 

car  si  on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (10)  et  (1 1)  j 
on  trouvera  l'identité  o,t=:o,  qui  est  vraie  quel  que  soit  ^ 
Or ,    ces  valeurs  de  x ,  y ,  z  ,  qui  satisfont  aux    équations 

(10)  et  (11)^  doivent  aussi  satisfaire  à  l'équation - 

(la) . . .  ifx  +  b"y  -h  c"z  =  o  ;  il  faut  donc  que  /  satisfasse 
À  l'équation 

a"  (6c'— ci')  t+b"  {ca'—ac')  f  +  c"  ^ab'—ba')  t=zo; 

effectuant  les  multiplications  ,  on  trouve 

{ab'c'—ac'b" +€(/!}"— ba'c"  +  bc'à'—  cb'a")  t  =  o. 

Mais  le  coefHcient  de  t  est  le  dénominateur  commun  des 
valeurs  de  x  ^y ,  z ,  que  nous  avons  désigné  par  £>.  La  pos^. 
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sibilité  des  équations  (lo)  ,  (n)  >  (^^)  '^  dépend  donc  wfin 
que  de  l'équation  Dt  =  o.  Cela  posév. . . 

1^.  Lorsque  D  n^  est  pas  zéro  ^  la  seule  manière  de  satisfaire  à 
l'éqnation  Dt'=io ,  est  de  prendre  f =o;  les  équatiMi^  (21)  don- 
nent x=p  ,^^=50 ,  2i=o  ;  et  dans  les  équations  (i4),  (^5),  (16), 
%  étant  zéro  ^  les  quantités  V  et  y  restent  indéterminées.  Les 

rapports  -  et  ^  ^  sont  donc  indéterminés. 

z      z 

a*.  Lorsque  D  =  o  ,  l'équation  Ot  =  o  est  vraie ,  quel  que 
soit  t;  donc  t  est  indéterminé  ;  les  valeurs  dex  ^  y  ^  z  ,  fourmes^ 
par  les  équations  (ai)  >  ^^'^^  <2o/ic  indéterminées,  Lea  équations 
i  (i4)  ,  (i5)  ,  (iG)  devant  subsister  quel  que  soit  *,  il  faut  que 
a:'  ety  satisfassent  aux  équations  (17),  (18),  (19).  Le»  for-* 
mules  (20)  expriment  les  valeurs  de  o/  et  j^,  tirées  des  deux 
premières  équations.  La  substitution  de  ces  valeurs,  dans 
l'équation  (  ^9  )  >  donne  Z>  =  o  ;  équation  qui  est  vraie  par 
li}rpothèse.  Les  valeurs  de  od  et  y  qui  satisfont  aux  équations 
proposées^   sont  donc  données  par  les   équations   (20).  De 

XV* 

sorte  que  les  rapports  -  et  -  sont  déterminés.  Les  valeurs  de 

z       z 

ces  rapports  peuvent  se  déduire  des  équations  (10)  et  (11). 

On  peut  démontrer  Arectement  que  lorsque  D  =  o ,  les 
valeurs  de  %,  y»  z^  qui  satisfont  aux  équations  (10)^  (*  1)9  (is)> 
doivent  être  indéterminées.  £n eflPet ,  l'équation iDcno^  donne.. . 

Mais  les  ëquaûoot  (lo)  et  (ii)  donftent. ... 

^    ' •    •*'  «""ai&'— i&a"     Î""a//-.A*" 

l'éqaation  (aa)  deyimic  donc. .... 

L'équation  (122)  n'est  donc  qu'une  cons9quenc&  des  équa- 
tions (10)  et  (11)  ;  les  valeurs  de  x,  y ,  z  ne  sont  donc 
«88n)éties  qu'à  satisf^e  aux  deux  équiaiooi  (10)  et  (1 1)  ;  cet 
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tileiirs  sont  donc  indéterminées  (n*344)*  T^  rapports  -*  et^ 

z      z 

jotU  o/orj  déterminés  par  les  équations  (a3). 

4g8.  En  général ,  étant  donné  m  équations  du  premier  degré 
entre  m  inconnues  ;  lorsque  les  termes  tout  connus  sont 
nuls ,  les  numérateurs  des  valeurs  des  inconnues  sont  nuls. 
Si  leur  dénominateur  commun  D  n'est  pas  zéro ,  chaque  inconr 
nue  est  égale  à  zéro ,  et  le  rapport  entre  deux  quelconques  de 
ces  inconnues ,  est  indéterminé.  Si  le  dénominateur  commun  D 
est  nul,  les  valeurs  des  inconnues  sont  indéterminées ,  mais 
les  (ni— -1)  rapports  d'une  inconnue  à  toutes  les  autres, 
sont  déterminés  par  les  (  m  — - 1  )  premières  équations  ;  la 
substitution  des  valeurs  de  ces  rapports  dans  la  dernière  équor» 
tion ,  conduit  à  Séquation  de  condition  D  =  o ,  qui  est  satis-^ 
faite, 

499*  Etant  donné  m  équations  du  premier  degré  entre 
m  inconnues ,  on  en  déduira  la  valeur  de  chaque  inconnue  ;  et 
ces  valeurs  substituées  Sans  les  équations  proposées ,  condui-- 
ront  à  des  identités.  Chaque  inconnue  n'aura  qu'une  seule 
n^aleur  fn^  4i23j,  [Nous  avons  analysé  les  exceptions  dont 
cette  règle  est  suscept&le  3* 

Etant  donné  m  équations  du  i*^  degré  entre  (m+n)  in^ 
connues ,  on  poutra  donner  des  valeurs  arbitraires  à  n  incon* 
nues  ;  car  il  restera  m  inconnues  ,  avec  lesquelles  on  pourra 
toujours  satisfaire  aux  m  équations.  Par  exemple ,  ayant  deux 
équations. . . . 

entre  3  inconnues  ;  m  sera  égal  à  a  ,  et  71  vaudra  1  ;  on  pourra 
donc  donner  des  valeurs  arbitraires  à  TUne  des  inconnues  ; 

2=3, donne  j:+^  =3;  2a:  +  3y  =  8;  d'où  07=1;  j=a.' 

donnant  une  autre  valeur  à  «  ,  on  en  déduirait  les  valeurs 
correspondantes  de  x  ety\  et  ainsi  de  suite. 

Enfin  y  étant  donné  (m  4*  Q)  équations  entre  m  inconnues, 
un  satisfera  à  m  équations  avec  les  m  inconnues.  Les  valeurs 
de  ces   inconnues  substituées  dans  les  n  autres  équations , 


cr 
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donneront  n  équations  de  condition  entre  les  données,  tg 
possibilité  des  équations  proposées  dépendra  de  T existence  de 
ces  a  équations  de  condition.  Par  exemple ,  étant  donné  lei 
trois  équations 

ar-f-fcy  =  c;    tf'jî-f-i'^zrc' ;    a!'X'^b''y=zd' 

«ntre  les  deux  inconnues  x  et  y\  il  doit  exister  une  équation 
de  condition  entre  les  données.  Pour  la  découvrir ,  on  tirera  lei 
valeurs  de  a;  et  j^  des  deux  premières  équations  ;  la  substita- 
tion  de  ces  valeurs  dans  la  3*  équation^  donnera.... 

„  fcV —  hc\       ,„  /ad  — ccl\ 
^  \aV-bct)^^    \flb'  -  hd)  = 

Pour  que  les  trois  équations  proposées  puissent  subsister  en 
même  temps ,  il  faut  que  les  données  a^b^c\  a\h\  (f^cC,  i",  c' 
satisfasseut  à  cette  équation  de  condition  ^  en  la  rendant 
identique. 

5oo.  Problème.  Etant  donné  plusieurs  équations  littérales  r 
entre  plusieurs  inconnues ,  on  demande  les  relations  qui  doi- 
i^ent  exister  entre  les  coefficiens  des  inconnues  et  les  ternies 
tout  connus ,  pour  que  les  équations  admettent  des  valeurs 
données  des  inconnues.  Pour  résoudre  ce  problème ,  il  suffit  de  ^ 
substituer  les  valeurs  que  doivent  prendre  les  inconnues  ;  les 
équations  qui,  en  résultent  expriment  les  relations  demandées. 
Par  exemple  ,  si  Ton  demandait  les  relations  qui  doivent  exis- 
ter entre  a^  b  ,c'^  af,  b\  c\  pour  que  les  équations. . . 

(i). . .  .ax+  by=  c;     a^x  +  Vy=.d 

admettent  les  valeurs  x=:2,  ^^  =  3;  on  substituerait  ces 
valeurs  dans  les  équations  proposées  ;  ce  qui  donnerait. . . 

(2) . . . .  2a  -j-  3i  =  c  ;     îxd  +  36'  =  d . 

Ces  deux  dernières  équations  expriment  les  relations  deman- 
dées ;  et  comme  chaque  équation  ne  peut  déterminer  qu'une 
des  trois  quantités  qu'elle  renferme ,  on  peut  donner  des  va- 
leurs arbitraires  à  deux  de  ces  quantités  ;  si  Ton  suppose .  • . 

fl==3  ;    i=7;    a'  =  3o;    6' =  60; 


î£ 
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les  ëqitations'(ft)  donneront.,  ••  i^ 

les  équations  (1)  deviennent  alors...., 

3x  +  7j^  =r  27  ;    3ox  -}-  6oy  =  Q^o. 

Ces  équations  donnent  elTectivement  vr  =i  a  et  jr  ±=:  3.  Si  Tou 
attribuait  d'autres  valeurs  à  a  ^  b^  a\  b' ,  on  trouverait  des 
nouvelles  équations  qui  admettraient  les  mêmes  valeurs 
2p=  a  ,  jr  =  3.  De  sorte  qu'iV  exUte  une  infinité  d'équations 
i^ui  admettent  les  mêmes  valeurs  des  inconnues. 

5oi.  Lorsqu  après  avoir  tiré  d'une  équation  la  valeur  d'une 
des  inconnues  qu'elle  renferme  ,  on  substitue  cette  valeur  dans 
la  même  équation,  le  résultat  est  une  identité.  En  effet ^ soit 
l'équation.  • . . 

(i). .  .cx+fcy-f"^=^'>  on  en  tire  (2). .  .z=(d~-ajù — by)  Je; 
bette  valeur  de  z,  substituée  dans  Téquation  (1),  donne  V identité 

Cela  devait  nécessairement  arriver ,  car  l'équation  (2)  expri- 
mant les  mêmes  conditions  que  Téquation  (1)  ,  le  résultat  de 
la  substitution  de  la  valeur  de  z  dans  les  équations  (1)  et  (2)  , 
doit  être  le  même  ;  njais  substituer  la  valeur  de  z  dans  l'équa- 
tion (2)  ,  revient  à  égaler  la  valeur  de  a  à  elle-même  ;  la 
Tésultat  doit  donc  être  une  identité!.  On  peut  encore  dire: 
si  là  valeur  d'une  inconnue  tirée  d'une  équation  et  substituée 
dans  cette  équation  ,  ne  donnait  pas  une  identité ,  on  pourrait 
'augnienter  à  volonté  le  nombre  des  équations  d'un  problème  ; 
et  par  conséquent  un  problème  indéterminé  deviendrait  déter- 
'Hûné  ou  impossible,  ce  qui  est  absurde. 

Rapports  et  Proportions. 

5oa.  L'Introduction  à  t Algèbre  renferme  quelques  notions 
relatives  auftc  rapports  eV proportions.  'Wou^  allons  compléter 
Cette  théorie. 
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5o3.  Le  résultat  ^  la  comparaison  des  grandeurs  de  deux 
quantités,  se  nommé  leur  RA^'ORT  ou  leur  RAISON. 

5o4*  Lorsqu*en  comparant  deux,  quantités  y  on  veut  con-- 
naître  de  combien  l'une  surpasse  Vautre  ;  le  résultat  de  cette 
comparaison,  qui  exprrime  la  DIFFÉRER  CE  de  ces  deux  quan- 
tités ,  est  leur  rapport  par  différence.  Ainsi ,  le  rapport  pur 
différence  entre  a'  et  V ,  est  Çc^  ^^V)  ;  on  riadique  aaasi  de 
(^ette  manière  a' ,V  \  le  point  placé  entre  a^  et  b\  a.doec  ici 
la  même  signification  que  le  signe  —  ;  ce  qui  est  fort  incom- 
mode, puisque  dans  d'autres  circonstances,  V^'X^xessmid ,V 
signifie  a'  multiplié  par  V ,  Si  Ton  donne  aux  quantités  a'ttl/^ 
les  valeurs  numériques  7  et  4  >  on  verra  que  le  rapport  par 
différence  entre  ces  quantités ,  indiqué  par  7  —  4>  ou  par  7.4, 
est  3. 

505.  Lorsqu*en  comparant  deux  quantités ,  on  veut  connaître 
combien  de  fois  l'une  contient  l'autre ,  le  résultat  de  cette  comr 
paraison ,  qui  exprime  le  QUOTIENT  des  deux  quantités  diviséa 
l'une  par  t  autre,  est  leur  rapport  par  quotient.  Ainsi,  le  rapport 
par  quotient  entre  a  et  6 ,  est  a  divisé  par  b  ;  on  l'indique  des 

deux  manières  suivantes  ,  -ret  aZ  b.  Le  rapport  par  quotient 

entre  la  et  3,  indiqué  par  ~,  ou  par  12^3,  est  donc  4. 

506.  Des  deux  quantités  que  l'on  compare  ,  celle  qa'oa 
énonce  ou  qu'on  écrit  la  première ,  se  nomme  antécédent,  et 
la  seconde  conséquent  ;  l'antécédent  et  le  conséquent  forment 
les  deux  termes  du  rappo/t.  Nous  évaluerons  toujours  ce  rap- 
J>ort ,  en  retranchant  le  conséquent  de  l'antécédent  (n*  5o4) , 
ou  en  divisant  l'antécédent  par  le  conséquent  (n^  5o5).  Les 
propriétés  des  différences  et  des  quotiens ,  ayant  été  démon-< 
trées  en  Arithmétique  ,  il  suffira  de  les  rappeler,  j 

507.  Le  rapport  par  différence  ne  change  pas ,  quand  on 
ajoute  à  chacun  de  ses  termes ,  ou  quand  on  en  retranche  une 
même  quantité  (B.  n®  i47)-  En  effet,  le  rapport  par  différence 
«ntre  a'  et  V,  étant  {d — b') ,  celui  qui  exista  entre  Ça^  ±id), 
et  {V  ±Ld),  estjencore  (a'  —  b'). 
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•5o8.  Uh  rûpport  par 'quotient  ne  change  pas  quand  on  mut* 
tiplie  ses  detià:  termes ,  ou  quand  on  les  divise  par  une  même 
fuarâité  (n^  gsi).  En  effet ,  le  rapport  par  quotient   de  a 

à  6,  étaDt  T>  ceux  de  ma  à  mb  et  de  —  à  —  .  se  réduisent 
o  m     m 

i  r;  donc . 

mm       o 

5p9.  Les  propriétés  énoncées  dans  les  n'*  607  et  5o8 ,  serrent 
à  simplifier  les  rapports.  Ainsi,  le  rapport  par  différence  do 
(p  —  i  +  c)  à  (^  —  i  +  c)  ,  est  le  même  que  celui  depix, 
ou  (p— x)  ;  car  on  peut  soustraire  ( —  i  +  c)  de  chacun  des 
termes  du  ^ra^pdrt  (n**  607).   Le  rapport  par  quotient,  dé 

{,  )  à  (  ,  ) ,  est  le  même  que  celui  de  (a—  1  )  à 

(i— /Q»  ou  T-— 7;  car  en  supprimant  le  dénominateur. . . 

(i  1—  c) ,  on  n'a  fait  que  multiplier  les  deux  termes  du  rapport 
par  cette  quantité ,  ce  qui  ne  change  pas  le  rapport  (n*  5o8  }. 

5 10.  L* égalité  de  deux  rapports  se  nomme  PROPORTION  ; 
et  cette  proportion  est  dite  par  différence ,  ou  par  quotient , 
^elôn  que  les  rapports  quony  considère  sont  par  différence  ou 
pçr  quotient •  Ainsi.  •  • 

a' —  A' =  c' -  cT  , 
est  une  pri^portion  par  dUTérence  ;  car  elle  exprime  que  les 
quatre  quantités  (/,  b\  tfy  tf ,  sont  telles,  que  le  report  par 
*    différeticfe  dès  déujt  ptemièrfed ,  est  égal  à  celni  des  deux  der- 
nières. Cette  proportion  s'indique  aussi  de  cette  manière. . . 

d.V\i!.d! 

Le  point  placé  entre  les  deux  termes  de  chaque  rapport, 
signifie  donc  moins;  et  les  deux  points  placés  entre  les  deux 
rappoHs,  signifient  égal.  D'après  ces  conventions, 

d'^V—c'  —  â:eXd.V\c\i,     .  ; 

mviX  deux  expressions  éqtihr^^tM ,  qui  sigmfieot  <pte  la  âiffé-> 
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rence  entre  d  et  V ,  est  égale  à  celle  qui  existe  entre  d  et  S. 
La  1*^®  expression  est  considérée  comme  une  équation  »  et  se 
prononce  ,  a'  moins  V  égale  d  moins  df  ;  tandis  que  la  o,*  est 
considérée  comme  une  proportion  par  différence ,  qui  se  pro- 
nonce ,  a'  est  à  h\  comme  c'  est  à  d\ 

a       c 
5 1 1 .   L'égalité  y  =  -^ ,  est  une  proportion  par.  quotient ,  car 

,  elle  exprime  que  les  quatre  quantités  a ,  b ,  c,  d,  soHt  telles, 
que  le  rapport  par  quotient  des  deux  premières  est  égal  à  celai 
des  deux  dernières;  cette  proportion  s'écrit  plus  commané- 
iment  de  cette  manière. . . 


•6      ••      c     • 


Quand  elle  est  ainsi  écrite ,  on  la  prononce . . .  • 

a  est  à  b  comme  c  est  à  d. 


a        c 


Ainsi. ..  T  =  ^;     a  l  b  il  cl  d 

sont  deux  expressions  équivalentes,  qui  expriment  que  le  quo- 
tient de  a  par  b  est  égal  à  celui  de  c  par  d. 

5ia.  Dans  toute  proportion,  par  différence  ou  par  quotient, 
ainâ  écrites ... 

a  .  b  l  c  .  d-,  ou  al  b  II  c  l  d, 

le  premier  terme  a  et  le  dernier  d,  occupant  les  extrémités ^ 
fie  nomment  les  extrêmes  ;  le  second  terme  b  et  le  troisième  c, 
qui  occupent  le  milieu ,  se  nomment  les  moyens,  a  est  le  pre-* 
mîer  antécédent,  b  est  le  premier  conséquent;  c  est  le  second 
antécédent,  d  est  le  second  conséquent.  La  quantité  d  ^  est  ce 
-qu'on  nomme  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  autres 
quantités  a,  b  ^  c. 

5i3.  Quand  les  MOYENS  sont  égaux ,  la  proportion  est  dite 
<;ONTIMU£.  Ainsi. .. 

a  .  blb  ,c,    et    al  bllb  le 

sont  des  proportions  continues  ;  la  i^^  par  dififérence,  la  a*  par  quotient. 
Oa  les  écrit  de  la  manière  suivante. . . . 

i  a  ,  b  ,  c  f    proportion  continue  par  différence , 
^  a  l  b  l  Q  y    proportion  continue  par  quotient». 


-In 

-X 
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Les  signes  f  et  ff,  placés  en  ayant  de  la  première  et  de 
la  seconde  proportion ,  indiquent  que  dans  Ténoncé  on  doit 
répéter  deux  fois  le  terme  moyen ^  qui  est  ici  6  ;  de  sorte  que 
ces  deux  proportions  se  prononcelit. . . 

ei  est  àh  comme  b  est  à  c. 

On  dit  que  c  est  une  troisième  proportionnelle  aux  deux  quan- 
tités a  6t  b. 

5 1 4*  Les  rapports  par  différence  et  par  quotient,  se  nom- 
maient anciennement  rapport  arithmétique ,  et  rapport  géomé- 
trique. En  conséquence  ,  les  égalités  de  ces  rapports ,  que  nous 
avons  énoncées ,  proportion  par  différence  ,  et  proportion  par 
quotient,, se  nomnfeient  proportion  arithmétique^  et  propor- 
tion géométrique.  Ces  dénominations  étaient  vicieuses ,  car  les 
rapports  et  proportions  géométriques  ne  sont  pas  moibs  arith- 
métiques que  ceux  qui  portaient  ^exclusivement  ce  nom,  puis- 
que ces  deux  espèces  de  rapports  et  de  proportions  s'appliquent 
également  aux  nombres.  L'origine  de  ces  noms  tient  aux  usages 
qu'on  faisait  des  rapports  et  proportions.  La  théorie  des  pro- 
portions géométriques  est  fort  ancienne,  on  la  trouve  dans  le 
5*  Livre  des  Élémens  ^*Euclide;  et  comme  il  applique  cette 
théorie .  à  la  Géométrie ,  c'est  probablement  ce  qui  avait  fait 
donner  à  ces  proportions  le  nom  de  proportions  géométriques. 
Les  proportions  arithmétiques  avaient  été  ainsi  nommées ,  parce 
qu'on  ne  les  considérait  qu'en  Arithmétique. 

5 10.  La  théorie  des  proportions  arithmétiques  n'étant  d'au- 
cune utilité,  j'insisterai  peu  sur  ce  qui  lui  est  relatif.  Je  don- 
nerai plus  de  développement  à  la  théorie  des  proportions  géo- 
métriques, à  cause  de  son  utilité  dans  la  Géométrie,  On  la 
regardait  comme  également  utile  dans  l'Arithmétique ,  mais  j'ai 
fait  voir  dans  Y  Introduction ,  qu'elle  n'était  d'aucune  utilité  pouç 
la  solution  des  questions  arithmétiques. 

5iG.  Le  mot  proportion^  ayant  reçu  dans  notrç  langue  un 
sens  qui  ne  convient  pas  à  l'égalité  de  deux  différences  ;  nous 
changerons  l'expression  proportion  par  différence,  «n  cell« 


> 


'  t 
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d'equi-^ifférence ,  qui  indique  Tégalité  (le  deux  différences  ; 
et  nous  conserverons  le  nom  de  proportion,  axof.  proportions 
par  quotient.  Ainai,  toutes  Içsfois  qiion  parlera  d^une  prùpor" 
tioriy  on  sous-entendra  qu'elle  est  par  quotient  ;  de  même, 
lorsqu'on  parlera  d'un  rapport ,  sai;s  désigner  son  espèce ,  il 
faudra  sous-entendre  qu'il  est  par  quotient. 

D'après  ces  conventions,  le^  expressions,  rapport  arisimé^ 
tique ^  rapport. par  différence ^  différence  ^  reste  ou^ûççè^,  k- 
diquent  également  la  différence  entre  deux  quantités.  Les 
expressions  ,  proportion  arithmétique  ,  proportion  par  jfiffé^ 
rence,  équi-différence  ^  indiquent  l'égalité  de  deux  diflférences. 
Les  expressions,  rapport  géométrique ^  rapport  par  quotient ^ 
et  rapport ,  indiquent  toutes  trois  un  quotiey^  EnEui  les  expres- 
sions, proportfo/ig-^omefr/çuç,  proportion  par  quotient ,  pro^ 
portion ,  sont  synonymes  ,^  et  indiquent  l'égalité  de  deux  quo^ 
tiens. 

517.  Dans  toute  EQUi-Djç^çEEifCE  ,  la  SO^WJ^  d^  extrêmes 
est  égale  à  celle  de^  moyens^  Çn  effet,  Tj^ui-d^ffeteAC^ . .  • 

a  .  b:  c  .d^  çyprjflxant  qu.e  a-rô==?c  —  4  (a*5to); 

ei  l'on  ajoute  (&  -{*  ^  ^ux  de«x  membres  de  ^cette  équation, 
il  viendra. . . 

a  —  J  +  fc -(-d=c-— J+fc-|-^>  ou  a  + J=i--f-c; 
ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée ... 

5i8.  Réciproquement,  lorsque  la  SOMME  de  deux  quau" 
tités  est  égale  à  la  somme  de  deux  autres  quantités  ,  ces  quatre 
quantités  forment  une  équi- différence  ^  dont  les  moyens  sont 
les  deux  parties  de  l'une  dés  sommes ,  et  dont  les  extrêmes 
sont  les  deux  parties  de  l'antre  somme  ;  de  sorte  que  l'équi" 
différence  existe,  toutes  les  fois  que  la  somme  des  extrêmes 
est  égale  à  la  somme  des  moyens.  En  effet ,  si  la  somme  des 
quantités  aet  d,  est  égale  à  celle  des  quantités  ft  et  c ,  on  aura 

a  +  d=:b  +c. 

Retranchant  (Ô  +  d)  de  cha^que  membre,  il  viejidra... 

f    « 


d'algèbre.  agS 

Mais  cetle  deraièr-e  équation  exprime  qû«  les  quatre  quantité» 
a,b,  c,  d ,  forment  Véqui-différence  a.blc.d'^  la  propriété 
énoncée  est  donc  démontrée. 

5ig.  Lorsque  téqui-différence  n  existe  pas ,  là  SOMME  des 
extrêmes  n'est  pas  égale  à  la  somme  des  moyens.  En  effet ,  si 
l'équi-différence  a.blcd  n'existe  pas ,  (a  —  ij  ne  sera  pas 
égal  à  (c  —  4),x  ajoutant  (b  -i-d)  k  ce3  quantités  inégales ,  les 
sommes  (a+d)  et  (&+c)  seront  inégales;  la  somme  des 
extrêmes  ne  sera  donc  pas  égale  à  la  somme  des  moyens^ 

Bao.  Lorsque  la  somme  (a  -j-  d),  de  deucc  quantités  a ,  d  , 
nest  pas  égale  à  la  somme  (c  +b),  de  deux  autres  quantités 
c,  b';  les  quatre  quantités  a,  b ,  c,  d',  ne  forment  pas  l'équi^ 
différence  à.bic.d;  car  (a  +  d)  n'étant  pas  égal  à  (A  +  c); 
si  de  ces  deux  quantités  inégales,  on  retranche  (fr+rf)î  les 
restes  (a  —  fc)  et  (c  — d)  seùpt  inégaux;  la  diffétence  entre 
a  et  i^  ne  sera  donc  pas  égai^  à.  la  différence  entre  c  et  J  ; 
l'équi-différence  a.b*c.d  n*extistera  donc  pas. 

Sai.  Toutes  les  propriétés  dès  équi-dijférences  se  déduisent 
des  principes  précédens.  Voici  les  plus  utiles. 

622.  Dans  toute  équi-différence ,  il  suffit  de  connaître  trois 
termes ,  pour  obtenir  le  quatrième  ;  1°  si  le  terme  inconnu  est  un 
extrême,  on  trouve  sa  valeur  en  RETRANCHAitT  de  la  somme 
des  moyens  ,  P extrême  connu^;  si  le  terme  inconnu  est  un 
MOYEN ,  on  obtient  sa  valeur ,  enr  retranchant:  de  la  somme 
des  extrêmes,  le  moyen  connu^  En  eff>8t^  Téqui^dlffërence. .  •. 

a  ,  blc  .  d,  exprime  que  a^-^b^ic  —  d. 

Cette  équation  donne . . . 

d=(6  +  c) — a;   et  C5=:(a+rf)  — 6.     > 

De  ces  deux  dernières  équafiont)  la  1"  démontre  querpour 
obtenir  Vextréme  d ,  il  faut  de  la  somme  (fr  •+■  e)  des  mojp^nt» 
retrancher  l'extrême  a;  et  la  a^dirquepour  obtenir  le  moeysnc^ 
il  faut  retrancher  de  la  somme  (a  +  d)  des  extrêmes,  le 
moyen  b  ;  ce  qui  démontre  la  règle  éhoncée^. 

5a3.  Dans  une  équind^^enca  QçMii^e  y,  Uk  $PMM^-  4es 
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extrêmes  est  égale  au  DOUBLE  -du  terme  moyen,  car  Téqui-) 
différence  continue ... 

a  ,  b'ib  ,Cf  donne  a  +  c=:i-|-5  =  2i;  J  =  — — . 

Le  terme  moyen  b  est  le  milieu^  ou  la  moyenne  propor^' 
tionnelle  arithmétique  entre  a  et  c.  Et  par  conséquent ,  pouf 
trouver  une  moyenne  proportionnelle  arithmétique  entre  deux 
quantités ,  il  faut  prendre  la  moitié  de  leur  SOMME. 

5a4'  Pour  que  réqni-différénce  existe  ,  il  sufEt  que  la  somme 
des  extrêmes  soit  égale  à  celle  des  moyens  (n®  5 18).  Onpeu$ 
donc  faire  subir  à  une  équi- différence  toutes  les  transforma- 
tions  qui  n  altèrent  pas  l'égalité  entre  la  somme  des  extrêmes 
et  celle  des  moyens.  L*équation  a  — i  =  c— •<£,  fournit  donc 
les  huit  équi-difTérences. , . 


* 


à  ^'  bt  c  .  d 
b  n  a\  d.c 


a . cl b  ,d 
b .dla ,  c 


d ,b\  c  .  a 
ù ,dla,b 


d *  cl b  .  a 
c  .  ald ,  b 


car  cette  équation  donnant'  (a  +  ^  =  (i  +  c)  ,  dans  chaque 
équi'diiTérence ,  la  somme  des  extrêmes  est  égale  à  celle  des 

jnoyens.  Passons  aux  propriétés  des  proportions  par  quotient 

* 

SaS.  Si  Ton  compare  la  définition  de  Téqui-difFérence  à  celle 
de  la  proportion ,  on  verra  que  la  1  ^^  ne  diffère  de  la  seconde 
qu*en  ce  que  le  mot  différence  se  change  en  celui  de  quotient; 
le  mot  somme  doit  donc  aussi  se  changer  en  celui  de  produit; 
et  en  effet,  si  dans  les  propriétés  relatives  aux  équi-différences , 
on  change  les  mots  SOMME  et  DIFFÉRENCE,  en  ceux  de  PRO- 
DUIT et  de  QUOTIENT,  on  obtiendra  les  propriétés  correspond 
dantes  des  proportions.  En  voici  Ja  preuve  : 

5a6.  Dans  toute  PROPORTION  ,  le  PRODUIT  des  extrêmes 
est  égal  à  celui  des  moyens  ;  (  principe  analogue  a  celui  da 

a**  617).  En  effet,  la  proportion... 

» 

a      c 
alb  llcl  d  ^  exprimant  que  t  =  t  (n®  5ii). 

Si  Von  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  hd. 
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il  yienâra. .  • 

abd      cbd  ,        . 

— r-  =:  — ï-  ;  ou  ad=.  be  \ 
\     0  a 

5a7,- Réciproquement,  lorsque  le  PRODUIT  de  deux  quan^ 

tiiés  est  égal  au  produit  de  deux  autres  quantités  ;  ces  quatre 

€fuantités  forment  une  proportion , .  dont  les  moyens  sont  les 

deux  facteurs  de  l'un  des  produits  ,  et  dont  les  extrêmes  sont 

les  deux  .facteurs,  de  l'autre  produit;  de  sorte  que  la  proppr-^ 

tion  existe^  toutes  les  fois  que  le  produit  des  extrêmes  est  égal 

à  celui  des  moyens  ;  {principe  analogue  à  celui  du  n"  5i8). 

En  effet ,  si  le  produit  des  quantités  attd^  est  égal  au  produit 

des  quantités  &  et  c,  on  aura. . .  ) 

adzzzbc'y 

divisant  chaque  membre  par  bd ^  il  viendra.  •• 

ad bc  a        c 

bd~bd'   ^"^  b~d' 

Mais  cette  dernière  équation  exprime  que  les  quatre  quan- 
tités a,  i,  c,  d,  forment  la  proportion  alb  lldd',  la  pro- 
priété énoncée  est  donc  démontrée. 

5a8.  Lorsque  la  proportion  n'existe  pas ,  le  PRODUIT  des 
extirêmes  n'est  pas  égal  au  produit  des  moyens;  (propriété  ana- 
logue à  celle  du  n*  Sig).  £n  effet,  si  la  proportion  iz:6 Ile: d 

n'existe  pas ,  Içs  fractions  t>  ;?  ne  seront  pas  égales;  si  on  les 

multiplie  par  bd,  les  produits  ad  et  bc  seront  inégaux  ;  le  pro^ 
duit  des  extrêmes  ne  sera  donc  pas  égal  à  celui  des  moyens. 

629.  Lorsque  le  PROnuiT  ad,  de  deux  quantités  a  et  d,nestpas 
égal  au  produit  bc ,  de  deux  autres  quantités  h  et  c  ,  les  quatre 
quantités  a ,  b ,  c ,  d ,  ne  forment  pas  la  proportion  a  I  b  ;  Z  c  :  d  ; 
(propriété  analogue  à  celle  du  n*  Sac).  Car  ad  n'étant  pas 
égal  à  bc ,  si  l'on  divise  ces  deux  quantités  inégales  par  bd, 

d    '  c  *  ♦ 

les  quotiens  v ,  -^  seront  inégaux  ;  le  quotient  de  a  par  b  ,  ne 

sera  donc  pas  égal  à  celui  de  c  par  d )  la  proportion albllc^d 
n'existera  .donc  pas. 


,       bc 
a 


et    C  =  -r- 
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530.  Toutes  les  propriétés  des  proportions  se  déduisent  cbt 
principes  précédens  \  voici  les  plus  utiles. 

53 1 .  Dans  toute  proportion^  il  suffit  de  connaître  trois  termes^ 
pour  obtenir  le  quatrième.^Si  le  terme  inconnu  est  un  extréne^ 
On  en  trouve  la  valeur,  en  DIVISANT  le  PRODUIT  des  moyens 
par  l'extrême  connu  ;  si  te  terme  inconnu-  est  un  moyen ,  on  en 
obtient  la  valeur  ^  en  divisant  le  produit  des  extrêm^patk 
moyen  connu  ;  (principe  analogue  à  celui  du  n?  5sl^)^  Et 

effet  >  la  proportion ... 

I  t  .  a       c 

al  o  II  cl  a  exprime  que  -7  =  t» 

Cette  équation  donne . . . 

cid 
1 

De  ces  deux  dernières  équations^  la  i'*  démontre  que  ponr 

obtenir  Textrême  d ,  il  faut  diviser  le  produit  bc  des  mojens 

-par  l'extrême  a  ;  la  si^  dit  que  pour  obtenir  la  valeui:  du.miR]wn  c, 

il  faut  diviser  le  produit  adjies  e^itrêm^ft  p^  l'autre  mojen  b\ 

ce  qui  démontre  la  règle  énoncée:. 

53a.  Les  règles  des  n^  5aâ  et  53i ,  démontceut  qof  spdaa 
deux  proportions  (par  différence  ou  par  quotient) ,  trois  t4irma 
correspondans  sont  égaux ,  les  quatrièmes  termes  seront  égaux, 

553.  Dans  une  proportion  continue ,  le  PROPUIT  des  extrêmes 
(  est  égal  au  QUARRÉ  du  terme  moyen;  )  propriété  analogue  i 
"celle  du  n®  5a3).  En  effet ,  la  proportion  continue. . , 

al  b  II  b  l  c  donne   dc-=zb*  \   i  =  v/Se . 

534.  Le   terme  moyen  b  est  la  moyenne  proportionnelbk 
géométrique  entre  a  et  c.  Conséquémment  pour  trouver 
moyenne  proportionnelle  géométrique  entre  deux  qucmtàéSfU 
faut  extraire  la  racine  QUARRÉe  de  leur  PRODUIT. 

535.  Pour  que  la  proportion  existe,  il  suffit  que  le  prodmt 
des  extrêmes  soit  égal  à  celui  des  moyens  {p°  527).   On  peut 
donc  faire  subir  à  un^  proportion ,  toutes  les.  transformfitiQnjiE 
qui  n'altèrent  pas  l'égalité  entre  le  PRODUIT  des  extrêmes 


\ 
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c^bii  d^.  moyens  ',  (p^o^Nriété  ao^alog^e  ^  celle  ^u  n^  5^4)^ 
L*équation  t  =  -^,  fournît  donc  les  huit  proportions, 


>*•«-•• 


albllcld 

6  :  a^ià:  c 


a:c::b:d 

btdilare' 


d:b::c:a  u  d:c::b:à 
c:d::a:b  \\  c:a::d: b. 


Car  réçi^ati^n  a  :  i  =  ç  :  df,  donPiW^  adz=.bc  ,  U  en  réauUe 
que  d^s  chaque  çrop^tt\çi^.y\^  produit  d^  ,extrêj?;^ç&  Ç5t  égal, 
à  celiii  4ç;3  moyens  ;  ces  propçrtipn^  sont  donc  exactes^ 
53S<»  Ii)e  la,  proportion  ,,>.  .X 

alb  lld  d,  qui  donne  adtsz  bc , 

on  peut  déduire,  u/ie  infinité  d'autres  proportions.  J^oiçi  les 
plus  utiles.  • . . 

1*? ,     (a+c)  :  Cbrhd!)  1 5  a  :.  b  ;    (a+ç)  :  (i-M)  :  le  !  d  ; 
a«.    <a~c)  :  (i—ïd)  ::a,  :  b  ;    (aH-TP>:  (3— ^ r.c  :  rfs 

3"-   .fe*c>:.(^+^);:(.x-T^>:(*r-Hi); 

4^.    (a;ti):(cdid)::i?;c;,   iaàib)  :Xc±dy::b :  d ; 

G».     ia±mcy:{bdpfid)  llalb;    (G=tmc):(Ai7JMi>.::c:rf; 
7^     (ad!iP7i^):(cJzW>::a:c;     ia±jni):lc±inul).::b:d'; 

m^imbliçid;    mflibiimclii  > 

o®.   i  a      b  .         ûr^c» 
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Toutes  ces  proppirtipnjs  sput  ç^çacteis,,  ç^- dans  cbacuii0ri 
en  vertu  ^e  Tégalité  afi=  6c  ,  qoî  «éfiuijte  dç  U  proportipa, 
primitive  qlbuçl  d^  les  parti.es  qui  composent  1«  prodjui^ 
de«  fextrêjxje^. ,  spnt  égaler  à  celJjBS  qui  composent  h  produit  dea 
moyens  ;  ç^s  produite  spnt  dpijç  égau;ç;  la^  propprtipn  eadatOr 
dpnç  Qn°  5^j  ),  P^r  eaçemple ,  la  proportion.. . .  • 

(a,i:7nc)  :  (idimd)  ::  a:  6 

est  exacte  ,■  car  la  proportion  primitive,  al  bll  c  l  <2>  donnant 
(idçiz^bc',  on  en  déduit  ±mad:=^dz  mbc,  le  prxxluit  (a&dz/n&c) 
des  CKtrtoies ,  est  donc  égal  w  produit  (ab,±:  mad)  des- 
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moyens  ;  la  proportion  exister  donc.  L'exactitude  des  i 
proportions  se  démontrerait  de  la  même  manière. 

537.  Si  à  la  proportion  primitive  a  :  blldd  ,on 
pare  successivement  chacune  dé  celles  qui  en  ont  ét( 
duites ,  on  verra  que  les  dernières  expriment  les  prep 
suivantes.  Dans  toute  proportion  ,  1"  /a  somme  des  m 
de  ?s  est  à  la  somme  des  cônséquens  ,  comme  un  antécéie- 
à  son  conséquent  ;  a**  la  différence  des  antécédens  est  à  la 
rence  des  conséquens  ,  comme  un  antécédent  est  à  son  c 
quent  ;  3°  la  somme  des  antécédens  est  à  la  somme  des 
séquens ,  comme  la  différence  des  antécédens  est  à  la  < 
reace  des  conséquens  ;  4*^  l^  premier  antécédent  plus  ou  1 
son  conséquent ,  est  au  deuxième  antécédent  plus  ou  mon 
conséquent  f  comme  le  i""  antécédent  est  au  2',  où  com 
1'^  conséquent  est  àiL  second;  5*  le  1"  cuitécédent  plu, 
conséquent ,  est  au  2*  antécédent  plus  son  conséquent ,  a 
le  1"  antécédent  moins  son  conséquent  ^  est  au  o,*  aniéc 
moins  so A'  conséquent;  6*  le  i*^  antécédent  plus  ou  moi 
certain  nombre  de  fois  le  a*  antécédent ,  est  au  \"  consé 
plus  ou  moins  le  même  nombre  de  fois  le  a'  conséq 
commjs  un  antécèderit  est  à  son  conséquent;  j^  le  i*^  a\ 
dent  plus  ou  moins  un  certain  nombre  de  fois  son  conséi 
est  au  2'  antécédent ,  plus  ou  moins  le  même  nombre  d 
son  conséquent ,  comme  le  \*^  antécédent  est  au  2'  antécé 
ou  comme  le  i"  conséquent  est  au  a'  conséquent  ;  8*  une 
portion  n'est  pas  troublée ,  quand  on  multiplie  ou  divi 
extrême  et  un  moyen  par  la  même  quantité  ;  9*  les  puisi 
semblables  de  quatre  qûaiitités  en  proportion ,  sont  aui 
proportion  ;  de  sorte  qu^une  proportion  n'est  pas  troublée  (; 
en  élève  chacun  de  ses  termes  â  une  même  puissaria 
racines  du  même  degré  de  quatre  quantités  en  propor 
sont  elles-mêmes  en  proportion  ;  de  sorte  qu'une  prop 
TLCSt  pas  troublée  quand  on  extrait  une  racine  du  même 
de  chacun  de  ses  termes, 

538.  Dans  une  suite  de  rapports  égaux  ^    la  somme 
fiombre  quelconque  d^ antécédens  ^  est  à  la  somme  d'un 
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Pmbre  de  conséquens  ,  comme  un  antécédent  est  à  son  con- 
agitent.  Pour  le  démontrer ,  nous  considérerons  les  rapports 
paz. 


•  • 


a      a       a 


j=  T7  =  T5  =  etc.  ;     ou    a:  i  ::  af^b'  ::  a^:i'::etc. 

!i'a^t  de  prouver  qu'ils  fournissent  la  proportion. . . 

(a  +  a'  +  a^+etc.  ):  (6  +  i'  + i^ -|-etc.)  llalb. 

\  •  < 

%alité   des  rapports  Tffiy  tj  >  etc.  ,  donnant  ai'  =  db  , 

''zrtcfb]  etc.  ;  il  en  résulte  que  le  produit  (aA+(/A-|-  a^i-f-etc.) 
a  extrêmes ,  est  égal  au  produit  (oA-j-  ai'  +-  ab"  +  etc.)  des 
Dyens  ;  la  proportion  est  d«nc  exacte  (  n®  Sa/). 

BSg.  Lorsqu'on  a  plusieurs  proportions ,  si  on  les  multiplie 
nr  ordre  y  c'est-à-dire  les  premiers  termes  entre  eux  ,  les 
wxmds  termes  entre  eux  y  et  ainsi  de  suite  ;  les  quatre  pro" 
f»is  qui  en  résultent  forment  une  nouvelle  proportion.  Pour 
^  démontrer ,  nous  considérerons  les  proportions ... 

a    \  b    \l  c  l  d  \     ad    =  &c; 

£/  :  y  ::  c':  rf'  ;   a'd=  i'c/; 

a\l  b"  \\   c":  d";     aV=  AV; 
etc.  etc. 

s'agit  de  faire  voir  qu'elles  fournissent  la  nouvelle  proportion.; 

€ia'a'  etc.  :  bVb"  etc.   ::  ctfd'  etc.  :  ddcT  etc. 

atte  proportion  est  exacte,  car  en  vertu  des  équations  ad=bc, 
:r=z  Vdy  aV=iV,  etc. ,  le  produit  {ad.a'd .a!'d" .  etc.) 
a  extrêmes  est  égal  au  produit   (  bc .  Vd .  i^c" .  etc.  )  des 
çyens. 
Les  proportions .... 

Sr  les  équations -a£{  =:bc ,  b(f=z  cld ,  donnent. . .  .j 
aJX  be^  z=zbcX,  à'd ,     ou    ac^  =  a'c. 


/ 
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540.  Lorsque  dans  deux  proportions ,  les  antécéâeni  ii 
égaux  chacun  à  chacun ,  les  coits'éqûèns  sont  en  prd^rSà 
Il  s'agit  de  prouver  que  les  proportions....  '^ 

l  uV.       l  jf\    donnent    b  t  V  Vi  3  l  et, 
a  :  b  :i  c  l  a  } 

Or  par  lijpotbèse .... 

ad   =  bc  )  j f  j  .    (  àd><,Vc^bcyKàit 

6'c  =  cd' I  °°  "«^ ^"'*"*  {    oft    b'd:=bdr. 

La  proportion  6  :  b'  lldl  ^  est  donô  exacte  (n**  627  ). 

541*  Lorsque  dans  deux  proportions  >  les  conséquent  i<| 
égaux ,  les  antécédens  sont  en  pq^ortioUé  II  s'agit  de  pro8| 
que  les  proportions .... 

Ëâ  ^ff^t  ^  les  équations. . . . 

ad  =  ic  1    ,  f  àÀhd  ==  Sch'a 

L  /  •      ^j  f  donnent  \  ,  , 

oc  z=z  ad}  iouûc  =r  cCc, 

Telles  sont  les  principales  propriétés  dés  proportions.  OniB 
qu'elles  se  déduisent  des  équations  qui  expriment  l'égalité  d 
rapports  ;  de  sorte  que  tout  l'échafaudage  des  proportifll 
deviendrait  ihtitile  dans  toutes  lès  parties  ded  mdtbéttiâttM 
si  on  y  substituait  les  équations  correspondantes;  ce  quijett 
rait  plus  de  jour  sur  les  démonstrations.  On  peut  s'en  co 
vaincre  çn  lisant  ta  Mécanique  de  Francœur. 

Problèmes  indéterminés  du  premier  degfi 

542.  Les  problèmes  indéterminés  sorti  ceux  qui  conduk 
à  des  équations  qui  admettent  une  infinité  dé  solutions.  La  qui 
tion  du  n®  176  estde  cette  espèce.  Kn  général  ^  un  problème 
indéterminé,  lorsqu'il  conduit  à  une  équation  identique  (V  Si 
ou  lorsque  le  nombre  des  inconnues  est  plus  grand  que  cêbd 
équations.  En  voici  des  exemples  : 
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Si/j^^ZiB  triple  d'un  nombre ,  augmenté  de  ^  ^  est  à  ce  nombre 

augmenté  de  5,  comme  là  i^st  à  4*  On  demande  le  nombre 

s    qui  jouit  de  cette  propriété.  Si  x  désigne  ce  nombre  ^  on  aura. . . 

(3a;  +  9):(«  +  3.)::  12:4; 

d'où  (n*  526) 

4(3x-f  9)  =2:ia(x  +3);     i2aî  +  36#=  i2x+ 3S. 

Cette  identité  admettant  une  infinité  de  valeurs  arbitraires 
de  X  ,  le  prpjplème  est  indéterminé.  Et  en  effet ,  on  peut  s'as- 
surer qu'un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif ,  entier  ou 
fractionnaire  ,  satisfait  aux  conditions  de  la  question.  Lés  pro- 
blèmes qui  conduisent  à  dts  identités  ,  n'offrant  aucune  diffi* 
culte ,  nous  allons  passer  à  l'examen  des  questions  indéteHni-* 
nées  f  dans  lesquelles  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des 
équations. 

S^.  Lorsquun  problème,  entre  deux  inconnues  il  et  y ^  ne 
fournit  quune  équation  ,  cette  équation  admet  une  infinité  de 
amleurs  de  x  et  y  ;  mais  quelquefois ,  toutss  ces  valeurs  ne 
conviennent  pas  au  problème  ,  parce  quil  peut  imposer  auas 
inconnues ,  par  sa  nature ,  des  conditions  particulières ,  qui 
ne  sont  pas  exprimées  dans  l'équation^  Par  exemple  >  si  x 
%tj  exprimaient  des  nombres  d'hommes  ,  les  valeurs  entièrtt 
et  positives  de  x  et  y  seraient  seules  admissibles ,  et  suivant 
que  l'équation  admettrait  une  infinité  de  solutions  entières  et 
positives ,  ou  un  nombre  déterminé  de  solutions  ^  ou  n'en  ad- 
'  mettrait  aucune  ,  le  problème  serait  indéterminé  ,  détermine 
ou  impossible.  Si  a:  et  ^  devant  exprimer  des  nombres  tt^era 
positifs ,  trois  problèmes  conduisaient  aux  équations . .  .^^ 

y  =  x+x',    ^  =  3  — r;    jr  =  x  +  i, 

I*  le  i*"^  fierait  indéterminé ,  car  toute   valeur  entière  positive 

f-  de  0?  ^  augmentée  d'un ,  en  donnerait  une  pour  y.  Le  2*  serait 

f  déterminé ,  car  il  n'admettrait  que  ces  deux  solutions  entières 

i  tet  positives.. . 

«:  =  1 ,  qui  donne  j'  =  a  ;     et    a?=  a ,  qui  doâne  j^r=s  1; 
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Enfin,  le  Z*  problème  serait  impossible^  car  toute  Valeur  dtfji^j 
augmentée  de  ^  ,  donnerait  une  valeur  fractionnaire  pour  jfl] 

545.  La  simplicité  des  équations  précédentes  a' mis  en  éyi- 
denre  les  solutions  entières  et  positives  ;  mais  il  est  quelquefois 
diflicile  de  les  appercevoir.  Par  exemple ,  Téquation. .  • 

5x -H  3y  =  49  ,  donnant  jf  =  2iZL-£ , 

on  n'apperçoit  pas  les  valeurs  de  x  qui  donneront  des  nombre! 
•entiers  positifs  pour  'y»  Les  seules  valeurs  de  £'  qui  jouissent 
de  cette  propriété  ,  sont  a ,  5  ,  8  ;  elles  donnent  y  =:  i3> 
jr=r:  8 ,  y  =  3.  La  recherche  de  ces  valeurs  exige  des  artifict».!? 
de  calcul  que  nous  allons  indiquer.  Dans  toute  cette  anab/^ 
(du  n^  546  au  nf  58i  j  ^  nous  supposerons  que  les  inconmmà 
doivent  être  des  nombres  entiers  positifs. 

546.  Payer  49*  ût'^c  des  pièces  de  5^  et  de  S*".  Désignoni 
par  :r  et^,  les  nombres  de  pièces  de  5*  et  de   3*.  Lesx 
pièces  de  5*  vaudront,  x  fois  5*  ,  ou  5x^',  les  y  pièces  de  3^* 
vaudront  3y^  \  mais  ces  deux  sommes  réunies  doiventformer 49^^ 
donc 

(0 5x4-3y=49. 

Cette  équation  admet  une  infinité  de  solutions  ;  mais  d*aprè9* 
la  nature  du  problème  ,'on  ne  peut  prendre  que  les  valeers 
entières  positives  de  x  et  y.  Pour  les  découvrir ,  nous  déga-* 
gérons  y  ,  ce  qui  donnera. .  1 . . 

^=^^-g -  37- =  (16-0:)-.-^, 

ax  "■■■■  1 
0?  et^  étant  des  nombres  entiers ,  — = —  doit  être  un  nombre 

o 

entier  positif  ;  désignant  ce  nombre  par  e  ,  on  aura. . . 

(2)....j^=iG — X — e  ;     (5). ..  .e  =  (2x —  1  )  :  3. 

Si  e  était  connu  ,  en  substituant  sa  valeur  dans  l'équation  (3)| 
on  en  déduirait  a:  ^  et  ces  valeurs,  substituées  dans  l'équa- 
tion-(s)  ^  donneraient  j^.  La  question  est  donc  réduite  à  trou- 


Sri 
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Ver  les  valeurs  de'e  ,  qui  donnent  des  nombres  entiers  positifs 
pour  X  et  y.  L'équation  (3)  donne. . . 

â  a    *       a         .     ^      a 

Pour  que  la  valeur  de  x  soit  entière  et  positive  ,  il  suffit 

e  "^  1 
que ,  soit  un  nombre  entier  ;  désignant  te  nombre  par  e', 

on  aura  • . . . 

(4).. .  »a:t=e  +  e'  ;     (5). .  * .  ^-^^I^jcré'. 

La  recherche  des  valeurs  entières  positives  de  x  ety^  n'offre 
plus  aucune  difficulté.  En  effet  ,  l'équation  (5)  donnant 
e  =  ae^—  i  ;  on  en  déduit» . .  • 

j^  =  i5  — X— 6=35  16  — (5e'— i)  —  (ae'—i)  =  i8  — 5e'. 

Ces  valeurs  de  j:  et  j^  doivent  satisfaire  àTéquation  (i)^  quel 
que  soit  e\  car  on  les  a  déduites  de  cette  équation. ,  dans 
laquelle  une  des  inconnues  pouvait  recevoir  des  valeurs  arbi- 
traires. On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  ,  en  substituant  dans 
l'équation  (i)  pour  x  et ^,  leurs  valeurs  (Se'— i)  et  (i8 — 5e')*, 
il  en  résulte 

^=5a:+3y=5(3e'— i)+3(i8  — 5e')  =  i5e'— i5e'+49. 

on  en  déduit .... 

i5e' — i5e'=f=49— 49  i     o^    o.e'4=o. 

Or  quel  que  soit  e\  chaque  membre  de  ces  identités  sera  zéro  ; 
c^  reste  donc  indéterminé.  II  suffit  donc  de  trouver  les  valeurs 
entières  positives  de  e\  qui  donneront  des  nombres  entiers 
positifs  pour  x  et  ^ ,  dans  les  équations .... 

(6) a:  =  Se'  —  1  ;      (7) jf  =  18  —  5e'. 

;  Toute  valeur  entière  de  e\  donnera  des  nombres  entiers  pour 
i  «  et  y.  Mais  comme  on  exige  que  ces  nombres'Soient  positifs, 

}  i  faut  que  3e'  soit  plus  grand  que  l'unité  >  et  que  Sef  soit  plus 

20 


F 


So6  é  ,L  é  M  É  N  s 

petit  que  i8.  H  en  résulte  ces  trois  solutions  de  l'équation  (i)...* 

e'  =  1  ;  qui  donne  ,  a:  =  fl  ;  j^  ^=  i3  ;  i'*  solution, 
«'  =  fl  ;  qui  donne  ,  a;  =  5  ;  y  =  8  ;  2'  solution. 
c'  =  3  ;  qui  donne  ,  x  z=:  i  ;  y  •=:    5  ;  3'   solution. 

Pour  vérifier  la  i'^*  solution ,  on  dira;  i3  pièces  de  3*,  pfm 
fi  pièces  de  5*,  raient  Sg*  plus  10*,  ou  49* *  comme  l'exige  ^' 
renoncé. 

547.  Si  Ton  réfléchit  sur  la  solution  précédente ,  on  recon- 
naîtra que  les^transformations  de  Téquation  proposée,  avaient 
pour  but  de  faire  disparaître  les  dénominateurs  qui  affectaient  ° 
les  valeurs  des  inconnues ,  afin  de  réduire  le  coefficient  d*imi 
inconnue  à  Tunité.  Or  il  est  évident  qu'on  y  parviendra  d'au- 
tant plus  vite  ,  qu'on  extraira  un  plus  grand  nombre  d'entien 
de  chaque  expression  fractionnaire.  On  abrégera  donc  les  calr  _ 
culs  y  en  préparant  les  numérateurs  des  inconnues ,  de  manière 
à.  en  extraire  le  plus  grand  nombre  dentiers  possible,  II  n'exiita 
aucune  règle  générale  ^  l'habitude  seule  du  calcul  ^indique  lei 
transformations  qui  conduisent  le  plus  directement  au  but 
Dans  notre  exemple ,  on  peut  abréger  les  calculs  de  la  mar 
nière  suivante.  L'équation  (1)  donne... 

Soit  (1  +  x)  :  3  =  e  ;   alors  a:  =  3e  —  1 , 

jr=iG  —  2a:  +  e=  i6  —  2  (3c  —  i)-^-e=i8  —  5f. 
Pour  que  x  et  y  soient  entiers  positifs ,  il  faut  que  e  soit 


m 


entier  plus  grand  que  ^  et  moindre  que  ^  ;  on  ne  peut  doal'  o 
prendre  pour  e ,  que  1 ,  ou  a  ^  ou  3  >  ce  (^i  conduitaux  vakntf  K 
de  X  et  y  déjà  obtenues.  "  'e 

Le  seul  but  des  transformations  de  Téquation  proposée  étant  ^^ 
de  réduire  le  coefficient  d'une  inconnue  à  l'unité  ,  on  peiU 
abréger  les  calculs,  en  n'effectuant  la  division  que  sur  te  ter 
inconnu.  Ainsi ^  pour  résoudre  l'équation 

5*  -f-  3y  =  48#  qui  donne  y  =  ^9  "I* —  , 


r 
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on  n*sffectnera  la  division  que  sur  le  terme  inconnu  5x  )  et 
désignant  par  e,  e' ,  dea  nombres  entiers  ,  on  sec^  conduit 
au  calcul  suivant. . . 

y  =  "^ g =—3; x=e^x 

él=^^e;  x=^~^"  =  ^9-^_e  =  e^-c, 
0  a  a 

42^  =  e';   e  =  49  — a«'. 

1 

Remontant  aux  valeurs  de  x  et  y,  il  vient.  • . 

rc  =  e' —  e  =  e' — •  (49  —  fie')  =  3é' -^  49  > 
y=e  —x=(49  — aeO  — (3e'  — 49>=98~5e'. 

Pour  que  a:  et  jf  soient  positifs ,  il  faut  que  e'  tombe  entre  ^ 
e|  M  •  on  ne  peut  donc  donner  à  e'  que  les  valeurs 

c'  =  17  ;  d'où  a;  =  2  ,  j^  =  i3 ,  i^*  solution. 
«'  =  18;  d'où  07  =  5,^  =  8,  a*  solution, 
è'  =  19  ;  d'où  07  =  8 ,  jy  ==  3 ,     3*    solution. , 

Ces  trois  solutions  sont  celles  du  n°  546*  Si  on  lés  compara 
avec  l'équation  proposée ,  5r  +  3y  =  49  >  on  verra  que  les  va- 
leurs de  X  croissent  du  coefficient  3  dey  ,  tandis  que  celles  de 
y  décroissent  du  coefficient  5  de  x.  Nous  démontrerons  dans 
le  n*  57a ,  que  toute  équation  du  premier  degré  entre  deujp 
inconnues  jouit  de  cette  propriété, 

548-  L^^  méthodes  précédentes  s'appliquent  à  toute*  les 
équations  indéterminées  du  1®'  degré  ;  nous  nous  bornerons  à 
indiquer  les  calculs  ,  en  suivant  le  procédé  du  n^  54S.  Les 
élèves  devront  résoudre  les  mêmes  questions ,  d'aptes  les  deux 
autres  méthodes  (n°  547);  ^^^  verront  que  ces*  trois  méthodes 
conduisent  à  des  formules  différentes ,  mais  on  en  déduit  les 
toêmes  solutions.  Nous  en  donnerons  une  démonstration  géné^ 
l^ale  dans  le  n°577*  Pour  éviter  des  répétitions  inutile»^  nous 
prévenons  que  x ,y,z^t,  e^e^e", désigneront  toujours  des 
9%onJfres  entiers. 
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.  fS(4s»  Payer  49*"  o,vec  des  pièces  de  ^  et  de  6**.  Si  I 
prend  x  pièces  de  3^  "et  y  pièces  de  &*",  on  aura. . . 

5x-f-6y  =  49;  d'où  a7  +  3y=:^. 

Mais  X  et  y  devant  être  des  nombres  entiers,  la  quan 
(jt  +  fly)  sera  un  nombre  enther ,  qui  ne  pourra  pas  être  c 
à  ^.  //  est  donc  impossible  de  payer  49*",  avec  des  pièces  de 
et  de  6^. 

550.  Payer  1 1"^,  en  donnant  des  pièces  de  5^  ^  et  recevi 
des  pièces  de  6**  On  donne  x  pièces  de  5*" ,  qui  valent  5a 
on  reçoit  y  pièces  <îe  6* ,  qui  valent  6y**  ;  on  ne  paye  d( 
réellement,  que  5i^  —  Sy"^  >  mais  cette  somme  doit  être  ég 
i  ir^;_donc. .  *  , 

5a:  —  6y  =  11  ;  on  en  déduit. .  • 

j'  +  1  =  5e,  d'où  ^  =  5e— i;  a7  =  6e+i. 

■•      '  -      .  '     •  . 

Mettant  un  nombre  entier  positif  pour  e ,  les  valeurs  con 

pondîtes  de  x  et  j'  seront  entières  et  positives  ;  de  sorte  c 

ie  problème  est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions.  I 

exemple ... 

e  =  a  ,  donne  j^  =  g ,  a:  =  i3. 

On  payera  donc  1 1**,  en  donnant  i3  pièces  de  5*",'  et  recev; 
9  pièces  de  6^. 

55 1.  Les  neuf  Muses ,  portant  chacune  le  même  nomore 

-couronnes  de  fleurs ,  rencontrèrent  les  trois  Grâces ,  et  k 

offrirent  des  couronnes.  La  distribution  faite ,  les  Grâces 

les  Muses  avaient  chacune  le  même  nombre  de  couronnes,  i 

demande  combien  les  Muses  portaient  de  couronnes  ,  et  coi 

bien  elles  en  donnèrent  (n**  ijS).  Si  chaque  Muse  porte 

couronnes  et  donne  j^  couronnes  ,  les  neuf  Muses  qui  ayai( 

9X  couronnes,  auront  donné  9^  couronnes  aux  trois  Grâces.  '. 

distribution  faite,  chaque  Muse  n'aura  plus   que   (a?—; 

couronnes;  les  trois  Grâces  auront  reçu  ^y  couronnes;  di 

cune  portera  donc  3y  couronnes.  Mais  alors,  chaque  Muse 
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tfaaque  Grâce  ^  doit  avoir  le  même  nombre  de  con^Qmies;  donc 

x-^y=z5y,  d'où  Qx=2  3Sy^  le  nombre  total  des  couronnes. 

Cette  dernière  équation  démontre,  que  tout  multiple  de  36 
peut  être  pris  pour  le  nombre  des  couronnes.  On  le  yérifiek'ait 
comme  dans  le  n®  175. 

55a.  Un  père  de  famille  a  a4  cnfans.  Le  nombre  des  gar^ 
gons  est  exactement  divisible  par  7 ,  et  celui  des  filles  par  5. 
//  s' agit  de  découvrir  le  nombre  des  garçons  et  ceiui  des  filles. 
Si  a:  et ^  désignent  des  nombres  entiers^  on  pourra  exprimer 
le  nombre  des  garçons  par  jx  ^  et  celui  des  filles  par  Zy ,  car 
7x  et  3y  sont  respectivement  divisibles  par  7  et  par  3.  Mais 
le  nombre  total  des  enfans  est  224  *>  donc 

7X  +  3y=24.  '      'y' 

Pour  découvrir  l'es  valeurs  entière^  et  positives  des  incon-* 
naes  y  on  résoudra  l'équation  par  rapport  ky  ^ce  qui  donnera 

v-8  — Zî 

j^  devant  être  un  nombre  entier ,  x  doit  être  divisible  par  3  ; 
on  a  donc ... 

jp  =  3c  ;  d'où  ^=8— ^7s  =  8  —  7e. 

Les  valeurs  Ae  x  eXy  ^  devant  être  entières  et  plus  grandes 
I}u4  zéro,  /eproi/éme  n  admet  qïi  une  solution;  elle  correspond 
à.  l'hypothèse  c  =  1 ,  qui  donne  jx  ==21  et  3y  =  3.  Àinsi^  il  y 
tivait  âi  garçons  et  Z  filles. 

553*  Un  fermier  envoie  ses  trois  filles  au  marché.  Il  donne 
7  CBufs  à  l'^née  yZ  à  la  cadette ,  et  ^  à  la  Z*.  Elles  vendent 
sine  partie  de  leurs  œufs  à  Z*^ ,  et  le  reste  àd"^  ^  et  rapportent 
ehacune  la  même  somme  d! argents  On  demande  quelle  est  cette 
MJnme,  et  quel  est  le  nombre  d'œufs  vendu  à  chaque  prix.  SI 
-  )a  fille  aînée  vend  x  œufs  à  3-^,  elle  vendra  son  reste,  (7. — ai) 
''«ifs,  à  a*^.  Elle  aura  donc  vendu  ses  7  oeuft  jQur 

SaH"  +  (7  —  op)  a*^. 
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SI  la  fi*  et  là  5*  fille,  vendent jy  cêufs  et  z  œufs  à  y,  on  trou- 
ver qu'elles  ^apportent.  • . 

.     %^  +  (8  — >')  fl^  et  3»^  +  (9  —  z)  a-^. 

Mais  -chaque  fiHe  doit  rapporter  la  même  somme  ;  on  doit 
donc  avoir. . . 


3*-t-(s— z)a  =  3/-t-(8— jr)3^'  |2=jr  — 3 

■  ■ 

N'ayant  que  ces  deux  équations  entre  les  trois  incomnns  x^ 
y  y  z,  on  peut  donner  des  Valeurs  arbitraires  à  x ,  et  en  di- 
4uire  Içs  valeurs  correspondantes  ^ey  et  z  ;  de  aorte  que  aoi 
équatiQji9  S09t  susceptibles  û*une  infinité  de  solutions  ;  maâ 
d'après  la  nature  du  problème,  .on  ne  peut  admettre  qnelei 
valeurs  entières  positives  de  a; ,  j' ,  a.  Pour  les  découvrir ,  on 
substituera  l'expression  (a:—  2)  de  j^,  dans  celle  de  s ,  ce  qui 
donnera..'.' 

z  =jf  —  a=±:(a;  —  a)  —  azzzx  —  4«  On  a  donc. . . 

Or  d'après  la  nature  de  notre  problème ,  les  quantités  (7— x) 
^t  (x--J|9^  doivent  être  entièt^  et  pooiives.  On  tie  peut  àumS 
admettre  que  les  valeurs  x  =  5 ,  x  =  6. 

x  =  5  y  donne  j^  =  6— n=r3  et  2=5  —  4=^1 
a:  ===  6 ,  donne  y  z=  6  —  2  =  4  et2;  =  6  —  4^^^* 

L'exactitude  de  ces  solutions  est  fac^e  à  vérifier.  En  effet^ 
d  la  fille  aînée ,  qui  a  7  œufs ,  en  vend  5  à  3^  et  2  à  a*^ ,  eUi 
rapportera  ï5^  plus  4*^>  ou  1^''' ',  la  cadette  vendra  3  oni&i 
3-^  et  5  œufs  à  2*^,  pour  19*^;  enfin  la  3*  vendra  un  œuf  pour 
5*^,  et  8  à  2*'';  elle  rapportera  donc  19*^.  Les  trois  filles  r^ 
portent  donc  19*^  chacune.  On  vérifierait  la  seconde  solatioi 
dé  la  même  manière. 

554.  Trente  pauvres  ont  reçu  5o^,  à  raison  de  5^  pat  homme ^ 
de  2*"*  pair  femme  ^  et  de  1*"  par  enfant.  Combien  y  avait-il 
tîhommes ,  de  femmes  et  d'enfans  ?  Si  x ,  y ,  z ,  désignent  cw 


inconnues,  on  aura. 


a:-j-^  +  z=:5o    et    3a?+ 2y-)- z==:  5o. 


\ 


d'algèbre.  3ii 

La  !'•  équation  doane  j&=^:3o — y  —  x\  substituant  cette 
valeur  de  z  dans  la  2*  équation ,  on  trouve . . .  ' 

3a:-f-2y4- (3o""^"^^)=5o,  d'oùj^  =  ao  —  ax. 

Mettant  cette  valeur  àe y  dans  celle  de  ^>  il  vient... 

«=;3o— a: — ^  =  3o  — a:—  (ao  —  flx)==  lo-f-x.  Donc*.. 

^  =  a(io — x)\  a=io  +  a:; 

T,  y^  z  devant  être  des  nombres  entiers  positifs^  a?^doit  être 
plus  petit  que  lo;  le  problème  est  donc  susceptible  de  neuf 
solutions  que  l'on  trouvera,  en  mettant  pour  x  les  neuf  pre- 
miers nombres  i ,  a ,  3 g.  Par  exemple . . . 

a:=4,  donne  y  =  a(io  — 4)=  ^^  ®t  z\=:io-f-4=  i4* 
Les  4  hommes  prennent  la*,  les  la  femmes  a4^,  et  les 
i4  enfan»  i4*;  ce  qui  fait  5o*  pour  les  Sa  pauvres. 

555.  Une  montre  indique  les  heures ,  les  minutes  et  les  se^ 
tondes.  Lies  trois  aiguilles  sont  sur  la  la*  heure.  Il  s* agit  dé 
découi^rir  tes  rencontres  de  ces  aiguilles  y^ deux  à  deux,  et  trois 
à  trois.  Si  les  trois  aiguilles  se  rencontrant  après  x  heures  ^ 
l'aiguille  des  minutes  a  rencontré  y  fois  celle  des  heures ,  et 
Taiguille  des  secondes  z  fois  celle  des  heures ,  y  et  z  seront 
nécessairement  des  nombres  entiers  positifs ,  et  •x  sera  un 
nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire.  Cherchons  les  relations 
qui  existent  entre  x,  y,  z.  Le  cadran  contient  6o  divisions  ; 
pendant  une  heure ,  Taiguille  des  heures  parcourt  5  divisions , 
PaigiiHIe  des  minutes  en  parcourt  6o ,  et  celle  des  secondeis  et^ 
parcourt  36oo.  Donc  ,  en  une  heure  ,  l'aiguille  des  minutes 
parcourt  55  divisions  de  plus  que  celle  des  heures  j  et  l'aiguille 
des  secondes  parcourt  SSgS  divisions,  de  plus  quie  celle  des 
hetires.  Domc  pour'parcourir  une  division  de  plus  que  l'aiguille 


1" 


1* 


des  heures  ^  l'aiguille  des  minutes  met  y?  ,  et  celle  des  secondes 

met    ^,  ^   .  Mais  lors  de  la  i'*  rencontre  de  deux  aiguilles, 
0395 

r«ne  doit  avoir  parcouru  60  divisions  de' plus  que  l'autre;  la 
ir«  rencontre  de  l'aiguille  des  minutes  avec  celle  des  heures^ 


•1 

■  i 

i 


3ia  É  L  É  ME  N  S 

aura  donc  lieu  ^heures après  le  départ; lay^"»' rencontre  de  ces 

aiguilles  aura  donc  lieu  dans  -^^  heures  ;  mais  cette  rencontre 

a  lieu  dans  a:  heures;  donc. . . 

60^  :  55  =  x.  - 

On  trouvera  de  la  même  manière ,  que  le  temps  écoulé  de- 
puis le  départ  des  aiguilles ,  jusqu'à  la  a^'*"'  rencontre  de  l'ai-, 
guille  des  secondes  avec  celle  des  heures,  est  exprimée  par  ' 

X  heures  et  par  ^f~f  heures  ;  donc . . . 

602  :  3595  =  X. 

L'égalité  des  deut:  valeurs  de  a?,  donne. . . 

Si  e  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  2  et  ^,  qui  satisferont  è.  cette  dernière  équa- 
tion ,  seront. , ,  .  ' 


*  ,  6qy       lîîv 


ae. 
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La  1^®  rencontre  des  trois  aiguilles  aura  lieu  lorsque  e  sera 
égal  à  l'unité  l  cç  qui  donne ... 

Ainsi,  à  partir  de  midi ,  la  1^^  rencontre  des.  trois  aiguilles 
aura  lieu  dans  1 2  heures ,  c'est-à-dire  à  minuit  ;  C aiguille  des 
minutes  aura  rencontré  11  fois  celle  des  heures  ^  et  l'aiguille 
des  secondes  aura  rencontré  71^  fois  celle  des  heures.  On  ob- 
tiendrait les  autres  rencontres  générales ,  en  donnant  à  e  Je* 
valeurs  a,  3,  4,  5,  etc.  L'expression  x  :?=  12e,  démontre  que 
les  rencontres  des  trois  aiguilles  n'ont  lieu  que  de  12  en  12  heures, 
sur  la  12'  heure, 

556.  Un  berger  interrogé  sur  le  nombre  de  ses  moutons ,  ré* 
pondit  :  En  les  comptant  5  à  5,  il  en  reste  2*;  comptezt-les  11 
â  11,  il  en  restera  4  J  ^^  ^'  "i^ous  les  prenez  x3  à  iS ,  il  en  ru^ 


^     • 


I 
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fera  ii.  On  demande  le  nombre  des  moutons.  Avec  un  peu 
d'attention  ,  on  voit  que  si  n  représente  ce  nombre ,  il  faudra 
que  71  divisé  successivement  par  5,  par  ii  et  par  i3,  donne 
des  quotiens  oc  y  y ,  z,  et  des  restes  a ,  4*  ^  ^  *  Indiquant  It 
preuve  de  chaque  division^  on  trouvera. . . 

n  =  (5x  +  a)  =  (i  1^  -(-  4)  =  (i3«  -f-  1 1)  ;  donc. . . 

(i). .  .5a;  +  a=;  i*iy  +  4,    et     (a).  .•5x-f-a=i3z  +  ii- 

J[l  s*agit  de  trouver  le^  valeurs  entières  positives  ûe  x^y ,  z^ 
qui  satisfont  à  ces  équations.  Voici  le  calcul  ;  la  i'"  équatioa 
donne ... 

j^=:5f  —  a;  a:=::a^-f-c  =  a(5e  —  a)-}-e=  iic  — 4* 

^Mettant  cette  valeur  de  ai  dans  l'équation  (a) ,  on  trouvé.  » . 

55c*""""aQ        • 
5(iie  —  4)  +  û=:i3z+ 11 ,  d'où  »= =-^. 

■      •      -  .       .  .  :     10       .-■       '  • 

£iFectuant  les  divisions,  il  vient. . . 

•    /  ,  3e  — 3       ,  ,  3Ce— i) 

^  '       i3  ^         .    «^       i3  ' 

Soit  c — i  =  i3c';  alors  z==4e^— â +  3e';  e=13e'+l'. 
Exprimant  x,y,z^  au  moyen  de  e\  on  trouve. . . 

z  =4e  +  3e'  —  a=  4(i3^e'  +  i)  +  3e'--a  =  55e'  -fa, 
^=§e  — û  =  503e'  +  i)  — a;=G5e'+3, 
a?  ==  aj' +  e  =  a<6^5e^  4-3Ô  +  (i3e'+ i)  =  i43e' +7, 
»  =  5a;  +  a  =  5  (i43e' 4- 7)  +  a  =  7i5e' +  37. 

L'emploi  des  deux  autres  valeurs  du  nombre  des  moutons, 
't^ndùiràit  au  même  résultat;  de  sorte  que. . . 

le  nombre  des  moutons  =7i5e'+37. 

Chaque  nombre  entier  substitué  pour  e\  donnera  une  solu- 
tion ;  le  problème  est  donc  susceptible  d'une  infinité  de  solu-' 
.  tions.  Par  exemple ,  e'  =:t  a ,  donne  1467  pour  le  nombre  total 
4e9  inouioâs. 


*-  i 
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557.  Trois  berf^s  jouent  les  moutons  de  leurs  troupeaux ,  et 
conviennent  que  celui  qui  perdra  doublera  le  nombre  des  mouf^ 
ions  des  deux  autres  ;  de  sorte  que  chaque  gagnant  reçoit  ou- 
tant  de  moutons  qu'il  en  a.  Le  1*^  berger  perd  Id  i^  partie, 
le  a'  la  a',  et  le  Z*  la  3'.  Chaque  troupeau  est  alors  compilé 
du  même  nombre  de  moutons.  On,. demande  combien  chaque 
hçrger  ai/ait  de  moutons,  en  entrant  au  jeu  et  à  lajindela 
3'  partie.  Désignons  pair  x,  y ,  z,  les  nombres  de  môûtéiisde 
chaque  troupeau  ayant  la  i*^*  partie;  «t  supposons  qu'à  là  fin 
de  la  3*  partie^  chaque  troupeau  contienne  t  mbntbns.  Lei 
inconnues  oc, y,  z,  t,  seront  des  nombres  entieirs  positife.  H» 
sonnant  Comme  dans  le  n^  14S,  on  former^i^  ce  tableau  da 
nombre  des  moutons  de  chaque  "berger  à  la  fin  de  chaque 
partie ... 

3*  partie  5 i«r  berger      t  montons,  a*. . .     t  mont.  ^  3«. . .     t  moit. 

a*partie) !•' -  t ,  a«...  -  t ,  3«...  ae...... 


lîf« partie 5....   lei^ -y  t ,a«...4« ,3*...     t 

4  .4 

•>  * 

Entrée  au  jen  ;  i«' ^t '..  ,  a«...  2  « ,  3«...  |« 

000 

iMaîs  X  i  y  ,  z ,  désignent  le  nombre  des  moutons  de  chaque 
l)erger^  avant  la  1'*  partie  ;  donc. .  • 

._i3t         _^t         ^^t 

Pour  que  x,y,z,  soient  entiers  ,  il  suffit  que  g  soit  lin  entier t\ 

donc . . . 

t  z=  8e  ,     07=  i3e   ,    y  =  76,     2  =  4^. 

Chaque  nombre  entier  substitué  pour  e,  donnera  une  solu- 
tion ,  de  sorte  que  le  problème  est  entièrement  indéterminé.  Par 
exemple ,    • 

e=3,  donne  ^  =  a4,  xz=:3q ,  yzr:  21  ^  2=  12. 

Cette  solution  correspond  au  problème  du  n°  148. 

558.  Payer  60^,  en  donnant  des  pièces  de  S^  et  de  5^ ,  H 


f-^ 


1^ 


\ 


D*  A  t  b*Ê  Ë  R   E.  3l5 

recevant  àés  êcus  de  3^.  Désignons  les  nombres  de  pièces  de 
chaque  espèce  par  x  ^  y  ^  z.  On  donne ,  x  pièces  de  6^ ,  plus 
y  pièces  de  5*",  qui  valent  (6±*  +  5y^)  ;  on  reçoit  z  écus  de  S^^ 
Où.  Saïf'  ;  an  ne  paye  donc  réellement  que  (£x  -f  5y  •— 3ê)^  ; 
mais  on  doit  payer  6o^  ;  donc. . . 

(6a;  +  5y  —  Zz)  =  6o. 

Comme  on  n^a  qu'une   équation  pour  trois  inconnues  , 
on  pent  donner  des  valeurs  arbitraires  à  deux  inconnues ,  et 
déduire  dé  l'équation  la  valeur  de  la  3*  inconnue  ;  de  sorte, 
cjue  l'équation  admet  une  infinité  de  valeurs  de  x  ,y  ,z.  Mus 
le  nombre  des  pièces  de  chaque  espèce  doit  être  entier  po- 
sitif; on  ne  peut  donc  admettre  que  les  valeurs  entières  posi- 
tives de  x^  y,  z.  Pour  les  découvrir^  on  tirera  la  valeur  de  s 
de  l'équation  proposée  ;  et  pour  abréger  les  calculs ,  on  prépa- 
rera cette  vide[ur  de  manière  à  en  èxtrmre  le  plus  grand  hoûàit% 
dentiers  pos4lk>  ce  qui  donnera. . . 

6x+5y — '60      6x-|-6y— 60 — y  ,  y 

zs=s ^ <-z^ "«^  w e^sxax  +  ûy  — ao— V 

Pour  que  z  soit  entier,  il  faut  que*^  soit  un  nombre  entière; 
^onc. . . 
y=5e\  z=!ix+Qy — ao — ^=2a:+6e— ao— c=ar+5e— ao; 


3 

Potar  qn^a?^  jr^  s-,  «oi^nt  etttiers  positifs ,  il  mifit  que  j;  et  0 
«oient' endi^rs  pontifs/et  que  ix  -^Se  soit  plus  grand  que  flo» 
Donnant  à  j;  et  i  e  une  Infinité  de  valeurs  arbitraires,  sau« 
mises  4  cest^ondidoos,  les  formules. .  • 

^=:3t,    z=aa:+5e  — ao 

donneront  les  valeurs  correspondantes  de^  et  z\  de  sorte  q\\% 
le  problème  est  susceptible  ttune  infimié  de  solutions.  Par 
exemple , . . . 

é=i ,  donne  jr  =  3  et  zrzsaa:-}-  5e  — ao  =  ax —  )5* 

Pour  que  z  soit  pontif ,  il  faut  que  ax  soit  plus  fp'and  qua 
i5.  On  peut  dont  donner  i  X  des  valeur!  arbitraires  plus 


/ 
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grandes  que  7.  Soit  a;  =  8  ;  alora  c==i6  —  i5  =  i;  ainsi  oa 
peut  prendre. . . 

a:=8;    jr==3;     «3=1. 

Et  en  effet,  si  Ton  donne  8  pièces  de  6^,  plus  3  pièces  de 
5^,  ou  48*"  plus  iS*",  ou  G3*;  et  si  Von  reçoit  un  écu  de  3*, 
.on  aura  payé  Go*. 

559.  De  combien  de  manières  peut-on  payer  4^*,  ouec  des 
pièces  de  6*,  de  5*^  et  de  S*^  ?  Si  Ton  donne  x  pièces  de  6*, 
plus^  pièces  de  5*^  plus  z  pièces  de  3*,Nla  somme  totale  sera 
6af  +  5y*  -f-  3z*  ;  mais  Cjette  somme  doit  former  49^»  donc 

6a:  +  5y  +  3z  =  49«V  On  en  déduit . .  ^ 

0  3  "^         0 

Soitjf+i=3e;  alors  z=:iB— »-aa? — oy-f-e,  j^  =  3e— 1. 
Mettant  cette  valeur  de  jf  dans  celle  de  s,  ikflÎBnt. . . 
»z=  i6  —  2x  —  2  (3e  —  1)  -}-«==  18  —  (ax-p5e).  Donc. . . 

jf=:(3«— 1)     et    a  =18  —  (aa;  +  5e). 

Pour  découvrir  toutes  les  solutions  du  problème ,  il  suffit  de 
donner  aux  indéterminées  x ,  e,  des  valeurs  entières  et  positives , 
telles  que  (1^0:  + Se)  soit  moindre  que  18.  Analysons  ces  va- 
leurs ... 

e=  1  ,   donne  j^  =  a    et    a  =  i3  —  ax.         ^ 

Pour  que  z  soit  .entier  positif,  il  fâ«t  que  x  soit  ni^ndre 
que  7  ;  on  peut  doue  prendre  pour  af  les  six  nombres  1 ,  a , 
5,  4>  5  >  6  ;  les  valeurs  correspondantes  de  2  sont  11 ,  9,  7, 
5,3,  1.  Toutes  c^s  valeurs  de  a:  et  2,  combinées  avec  jr  =3, 
donnent  .su?  solutions  du  problème  ,  correspondantes  à  e  =  i. 
La  1'?  de  ces  solutions  est. . . 

.^  =  i>  y=^f   2=  11. 

Et  en  effet,  une  pièce  de  6*,^  a  de  5**  et  11  de  3*" ,  valent 
6*+  io^  +  33\  pu  49*^-  On  verrait  de  la  même  manière, 
que  6= a,  donne  trois  solutions ,  et  que  e=3  ne  donne  qu'une 
solution.  On  ne  peut  pas  supposer  e  plus  grand  que  3  ^  car 
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Se  doit  être  moindre  que  18.  A^otre  problème  n'est  donc  sus- 
ceptible que  de  dix  solutions.  1 

56o.  On  proposé  de  payer  S/oo"""  avec  des  billets  dejcd^^ 
900^  et  1100^.  Si  07,  j^,  z  désignent  le  nombre  des  billets  de 
chaque  espèce^  les  x  billets  de  700^  yaudroht  yoox* -,  les 
y  billets  de  qoo*  vaudront  gooy^,  et  les  z  billet»  de  iioo*" 
vaudront  iiooz^.  Mais  la  totalité  de  ces  billets  doit  former 
5700^  ;  donc ... 

700a:  +  gocy  +  1  looz  =  6700.  On  en  déduit. . . 
j^— 57  — qy--iig_56  — 7j^  — 7g  — (2y4.4z— O 
7  ,  7 

Soit  (c  +  1)  =  ae'  ;  alors  e  =  ae'  —  1 , 

y  =3e— a2-f-e'=^(2e' — 1) — 2z+e'=:7e' — aa— 3 , 

ar=8— ^— a — c=8— (7e'— az— 3) — z — (ae' — 1  )=!  a+2— ge'. 

Les  valeurs  de  a:  et  ^  dépendent  de  celles  des  indétermi- 
nées 6^  ef  z\  et  d*après  la  nature  du  problème ^  on  ne  doit 
admettre  que  les  valeurs  entières  positives  de  e^  et  z ,  qui 
donneront  des  nombres  entiers  positifs  pour  x  et  y.  On  satiis- 
fait  à  ces  conditions  ^  en  supposant  e  et  z  égaux  à  l'unité  ; 
car  il  en  résulte  x^=^  /^  e\  y  t=z  ^.  'Ex  tu  effet ,  4  billets  de  700*", 
plus  a  billets  de  900^;  plus  un  billet  de  1 100^,  valent  6700*", 
comme  l'exige  l'énoncé. 

Le  problème  n admet  que  cette  solution.  En  effet,  x^y,z 
doivent  être  des  nombres  entiers  positifs.  L'équation  proposée 
donne 

7'^+9y  +  ii2;=57;     112  =  57^- (7^+9^). 

Mais  X  et  y  ne  peuvent  pas  être  plus  petits  que  l'unité ,  la 
valeur  de  1  iz  ne  peut  donc  pa  s  être  plus  grande  que  67 — (7+9), 
pu  41  >  H  fiombre  entier  z  ne«peut  donc  pas  être  plus  grand.que  3. 
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Cela  posé  ,  les  valeurs  de  x  ety ,  étant .... 

a:  =  12  +  z  —  9e'  >    j^  =  7e   -^  (  02  14-  3  )  ; 

2=1,  dorme  a;  =  i3  -^  9e'  ;    jr  =  7e'  — ^  5; 

2  ==  â^  donne  a:  =  i4  —  9^'  ;    y  '=- 1^  —  7  ; 

a  =  3,  donne  or  =  i5  —  90'  ;    y  ^=1  j«^  —  9. 

Dans  ce»  trois  solutions ,  il  reate  à  déterminer  e\  de  manière 
que  X  et  y  soient  entiers  po^tifs.  Avec  un  peu  d'attention  ^  on 
Toit  que  la  seule  manière  de  satisfaire  à  ces  conditions  ,  est 
de  prendre  2  =  i^é^  =  i  ;  ce  qui  doine  la  solution  unique 
a;=4>J'=^>  2=1.  En  effet ,  les  hypothèses  2=;=  a  ,  2 =3 
ne  donnent  aucune  solution  ,  car  si  6^  est  un  entier  plus  grand 
que  l'unité  y  les  valeurs  de  x  deviennent  négatives  ;  et  si  e'=  1, 
la  valeur  de  y  devient  nulle  ou  négative.  La  valeur  2^=  1 ,  est 
donc  seule  admissible  ;  elle  ne  donne  qu'une  solution  ^  cor- 
respondante à  e'  =  1  ^  car  il  en  résulte .... 

a?  =  i3  — 9  =  4;    3^=7  — 5  =  a;    2=1, 

et  si  e'  était  .un  nombre  entier  plus  grand  que  l'unité  ,  la 
valeur  (i3 — 9c')  de  x  deviendrait  négative.  Les  seules  valeur» 
entières  positives  de  x ,  j^^  2 ,  qui  puissent  satisfaire  à  l'équation 

7x+9y+ 112=  67  ;     sont  donc    x^=4*    J'^^^;     2=1. 

Cette  analyse  mérite  toute  l'attention  des  élèves.  //  est  facile 
de  trouver  des  solutions  dun  problème  indéterminé ,  la  diffi- 
culté consiste  à  déterminer  le  nombre  de  ces  solutions. 

5Gi.  Payer  71*,  at/cc  des  pièces  de  5^ ^  de  16^  et  de  ad"'* 
Désignant  ces  nombres  de  pièces  par  x ,  y  ,  z^  on  sera  con- 
duit à  réquation . . . 

Sx  +  ioy +  202  =  71  ;    d'où    a:=:  ^— (ay+4*)« 

La  fraction  ^  étant  irréductible,  et  (2y+4*)  étant  un  nombre 
entier,  la  valeur  de  x  sera  toujours  fractionnaire.  Le  problème 
est  donc  impossible. 

&6a.  Un  fermier  achète  1 00  bêtes  pour  1 00  pistoles ,  à  raison   1 
de  10  pistoles  fKO^.bcguf  y  de  5  pistoles  par  vache  ,de  a  pâsteké 
par  veau  j^  et  dune  demirfistole  par  mouton.  Il  s'agit  de  dé^ 
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•couvrir  k  nombre  des  animaux  de  chaque  espèce.  Si  x,  y ,  z 
et  t  désignent  les  quatre  nombres  inconnus;  on  aura. . . . 

x-)-y+z+i=ioo ;  ioit:-|-5y+az+  j t=  loo. 

Ces  deux  équations  admettent  une  infinité  de  solutions;  car 
on  peut  doiyier  des  Taleurs  arbitraires  à  deux  inconnues  et  en 
déduire  les  valeurs  des  deux  autres  ;  mais  d'après  la  nature  du 
problème^  les  valeurs  entières  positives  de  x  ^y^z ,  t,  sont  leà 
seules  qui  conviennent  ;  cnerchons  donc  à  les  déterminer,  hà 
première  équation  donne ... 

^  =  100 — X — J'  — 2; 

la  substitution  de  cette  valeur  de  t,  dans  la  deuxième  équation  , 

conduit  à« . . . 

^.   VI,       .  isx  +  9y  +  5z  =  i(X>; 

a  ou  ion  tire .. . 

Soit  X  —  1  =z=  3e  ;  on  en  déduit .... 
x=:  3^+  1  ; 
a=33— S(3e  +  0  — 5j^— e  =  !27— (i9e  +  3j^); 

f=ioo-r-x— jr — 2=100 — (Sc-h  i)— / — 27-+-  i9e-)^3^3=7a-4-i6e-f-a/. 

Les  quantités  j^ ,  e  sont  indéterminées.  Pour  que  x,y,  z,t 
soient  entiers  positifs^  il  suffit  que  (19^  +  ^)  soit  moindre 
que  aj  ;  ce  qui  exige  que  Tentier  e  soit  moindre  que  a.  On 
ne  peut  donc  donner  à  e  que  les  valeurs  o  et  1 .  Cela  posé . .  • 

e=:o  j  donne  07= ;i  ;    2  =  5(9 — y^  >     *  =  7^  +  ^>'' 

Pour  que  z  soit  plus  grand  que  zéro  ,  il  faut  que^  soit  moindre 
que  9  ;  on  pourra  donc  donner  à  y  les  huit  valeurs-  1  ^  fi  ^  3  ^ 
4,  5,  6,  7  ,  8  i  ce  qui  donnera  huit  solutions.  * 

e=  1 ,  donne  x  =  4  ;    z=8— 3y;     t=88  +  fiy. 

Mais  a  doit  être  positif;  on  ne  peut  donc  prendre  pour  j^  que  t 
ou  a  ;  ce  qui  donne  deux  solutions.  Le  problème  proposé  est 
donc  susceptible  de  dix  solutions.  Par  exemple.... 

c  =  o  et^  =  I ,  donnent  a?  =  1  ,  a  =  a4  >  ^  =  74^ 
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Et  en  elFet ,  i  bœuf,  i  vache ,  224  veaax  et  j4  moutons ,  forment 
100  bêtes  ^  qui  reviennent  à  100  pistoles  ,  comme  Tezigi 
renoncé. 

563.  i£s  exemples  précédens  suffisent  pour  mettre  en  état  de 
résoudre  tous  les  problèmes  du  premier  degré,  dans  lesquels  h 
nombre  des  inconnues  est  plus  grand  que  celui  dê^équatians*  Ig 
Dans  ce  cas ,  les  équations  admettent  toujours  une  infinité  de 
solutions,  et  sont  entièrement  indéterminées  ;^€ds  quelquefmf 
la  nature  du  problème  qui  conduit  à  ces  équations  ,  imposant 
des  conditions  particulières  aux  inconnues  ;  le  nombre  des  s(h 
iiitions  diminue  ,  et  le  problème  peut  devenir  déterminé,  ou 

même  impossible  ;  mais  il  peut  aussi  rester  indéterminé. 

• 

564*  Nous  avons  dit  (n®344)  qu'un  problème  était  dét»» 
xtàm  9  lorsqtfe  ses  conditions  conduisaient  à  autant  d*équationi 
que  d'inconnues  ;  mais  quelquefois  des  conditions  qui  paraissent 
différentes  ,  ne  sont  que  des  conséquences  les  unes  des  autres  ^ 
l'Algèbre  en  avertit ,  plusieurs  équations  se  réduisent  à  ifmi 
seule  ,  le  nombre  des  équations  devient  moindre  que  celui da\ 
inconnues ,  et  le  problème  est  indéterminé.  En  voici  un  exQaipk.i 

565.  Un  nombre  est  composé  de  quatre  chiffres.  Le  l'^chiffrej* 
en  partant  de  la  gauche ,  ajouté  au  dernier',  donneSpow\ 
somme  ;  le  a',  ajouté  au  3*,  forme  j  ;  le  1^  et  le  3*  chiffre , 
donnent  une  somme  qui  n'est  que  les  ^  de  celle  des  deux  | 
autres  ;  enfin  ,  la  somme  des  quatre  chiffres  e^  i5.  Quel  est  U 
nombre  qui  jouit  de  ces  propriétés  ?  Si ,  partant  de  la  gauclfe,  r 
on  désigne  les  chiffres  du  nombre  demandé  par  x ,  y  ,  z,t\(m¥ 
sera  conduit  aux  quatre  équations ....  ■> 

^+^=8;    y+zz=:j  ;     a:+2i=f  Qy+0  î    y+x+z+t=iS. 

Si  Ton  ajoute  les  deux  premières  équations ,  membre  à  membfe, 
la  somme  des  deux  premiers  membres  sera  égale  à  celle  da 
'seconds  )  ce  qui  donnera .... 

(a;+ 0  +  Cj' +2i)  =  8  +  7,     ou    y  +x  +z+  t=ii. 

La  dernière  équation  i^'est  donc  qu'une  conséquence  de»;  denx 


f 
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premières.  On  n'a  donc  réellement  que  les  trois  équations. . .  ^ 

pour  déterminer  les  quatre  inconnues  ^ ,  y ,  a ,  f  ;  le  problème 
est  donc  indéterminé.  Donnant  des  valeurs  arbitraires  à  lune 
dçs  inconnues ,  à  z,  par  exemple  ^ces  trois  équations  serviront 
â  déterminer  les  valeurs  correspondantes  des  trois  autres  in- 
connues. Pour  abréger  les  calculs ,  on  exprimera  les  inconnues 
^  9  y  9^f  ^"^  moyen  de  Tindéterminée  z,  A  cet  effet ,  on  titera 
de  réquation  (2)  ,  ^  =  7  —  z  ;  cette  valeur  de  y ,  substituée 
dans  réquation  (3) ,  donnera  t  =  2  -f-  a  ;  mettant  (  s  -f*  â)  au 
lieu  de  t,  dans  l'équation  (1)  ^  il  viendra  a:=  6— s.  Les 
diverses  solutions  seront  donc  fournies  en  donnant  à  l'indé- 
terminée z  ,  des  valeurs  convenables ,  dans  les  trob  équations.... 

a:  =  6  —  z;    ^^  =  7— «;     t=a-|-2. 

Le  nombre  demandé  devant  être  composé  de  quatre  chiffres; 

le  1*'  chiffre  x ,  ne  peut  pas  être  zéro  ,  et  a? ,  j^ ,  a ,  t,  doivent 

être  entiers  et  positifs.  On  ne  ^ut  donc  donner  à  Tindéter- 

minée  z  que  les  six  valeurs  o^  1  ,  s  ^  3 ,  4i  ^  >  c®  V^^  fournira 

%lz  solutions  du  problème.  Par  exemple. . . 

a  =  4  >    donne    a?  =  a,    j^  =  3,     *=:6; 
le  nombre  a346  »  qui  en  résulte ,  satisfait  à  toutes  les  con« 
ditions  du  problème. 

Xa  solution  précédente  peut  être  simplifiée  en  exprimant 
les  valeurs  des  inconnues  ,  au  moyen  d'un  plus  petit  nombre 
de  caractères.  En  effet ,  le  i*'  chiffre  ajouté  au  4%  donnant  8  ; 
A  le  1*^  chiffre  est  x ,  le  4*  sera  (  8 — x)  \  le  a*  chiffre  ajouté 
an  3*,  donnant  7  ;  si  le  a*  chiffre  est  j^  ,  le  3*  sera  (7 — yy. 
Ainsi ,  le  i*'  chiffre  est  x  \  le  4*  est  (  8  — a?)  ;  le  a*  est  jr , 
et  le  3*  est  (7—^)-  Passons  maintenant  aux  deux  autres 
Conditions  du  problème.  Le  1*'  et  le  3*  chiffre  donnent  un» 
^somme  qui  n'est  que  les  |  de  celle  des  deux  autres  ;  on  a 
donc  •  • 

(4)....x-f.7— y  =  f  (y-f-8  — x). 
ta  dernière  condition   est  implicitement  comprise  dans  les 

as 


-précédmHB  ^,t9ai  la  lomme  des  quatre  chiffrés  a;,  (8r-^x), 
y  et  (7.7^ia.  ^8t  identiquement  i5..0n  n'a  donc  réellenfient  que 
rJquatSon  (i0,  jpôur  calculei:  x  et  y  \  le  problème  est  donc 
inêétéHiUtàé.  L'équation  (4)  donne  y  =  or  -|-  i  ;  mettant  x+i 
pour  j^^;  ffiihs  ïal  Valeut  (7— j^)  'du  3*  chiffre ,  lé»  quatre  chiffre» 
séront-iahsï"è!ipfiniés ,  au  ri»yeii  de  Tindéterininéé  a:.  . . . 

i*^chiffçe==^;.    ^^z=ix+i\    3*  =  6 — x\    4«j=z8  — x. 

Snbalitaant  Kuttcesaivement  pbur  x ,  ks  somkre^  6^  5^4*  ^t  ^ji  Is 
on  retômlotera  sur. les  sohitioos  déjà  trouvées. 


l^iscussvon  de  Fêquatîôri  indéterminée  a'x  -f-  Vy =c^ 

5G6*.  Pfôus  venons  de  rêsou'dré  plusieurs  problèmes  indéter- 
minés, dans  lesquels  les  quantité?  connues  étaient  données  en 
nombre^, . Qfl  P^."*  considérer  les  mêmes  questions,  sous  un 
pQint-rdç-vpe  plus  général ,  eu  substituant  des  lettres  aux  nom- 
bres connus.  ,£a  marche  du  calcul  reste  la  même  ;  mais  on 
parvient â.d^s  formules  dont Tanalyse  offre  de  plus  grandes 
difficultés.  Je  me  bornerai  a.indiquer  cette  analyse  pour  V équa- 
tion indéterminé^  du  premier  degré  entre  deux  inconnues  x  et  y. 
Cette  équation  est  fournie  pai*  le  problème  suivant. 

5S7.  Trouver  deux  nombres  teU,  qu*en  multipliant  le  pre- 
mier  par  a!  et  le  second  par  b',  la  somme  de  ces  deux  pro-* 
duits  soit  égale  du  nombre  connu  c'.  Désignant  les  deux 
nomifes  inconnus  par  x.éï y  ^  on  aura, ... 

(1) . . .  .^.aV  +  ^'>  =  c'. 

-Comme  on  n'a  que  cette  équation  pour  déterminer  les  dtucQ 
inconnues  x  et  y ,  on  peut  donner  des  valeurs  arbitraires  À 
rûiiè-  des  inconnues  ,  et  déduire  de  l'équation  les  valeurs 
cctrrëspokdaiites  de  Vautre  inconnue.  De  sorte^  que  le  problème 
esfsuscepiîblé  d'une,  i'nfinàéàe' solutions,  Paiju:  en  dimiaiifir  le 
nombre ,  nous  supposerons  que  a\  h',  c',  étant  des  nombres 
entiers  ,  positifs  ou  négatifs ,  léis  inconnues  x  et.  y  doivent 
ét^^'dujafiniires  entiers  pw^4^s.  Désignons  par  /2  }e  plus  sn^4. 


d'àloébre.  3fl3 

commun  diviseur  des  trois  nombres  a^  h\  c  ;  alors. . .  • 

a,  b ,  c  désignant  trois  nombres  entiers  ,  premiers  entre  eux. 
La  substitution  de  ces  valeurs  de  </,  b\  c\  dans  Téquation  (i)  ^ 
donne . .  •  • 

■         * 

ad,x+bd,yz=cd;     d*où    (^a). .,  ax  +  bymzc. 
Analysons  Téquation  (a). 

% 

568.  Lorsque  a  et  b  ont  un  diviseur  commun ,  x  et  y  ne 
peuvent  pas  être  des  nombres  entiers.  En  effet ,  si  a  et  &  sont 
divisibles  par  k  ;  comme  a,  A,  c,  sont  premiers  entre  eux  , 

A  et  c  n  auront  aucuns  facteurs  communs  ;  r  sera  irréduc- 
tible ,  et  Ton  aura  a:=:qky  b  z=:(fk  ;  Téquation  (2)  deviendra. . . . 

qh.M  +  q^k.y^szc  \     d*où    ^a7  +  ^^=Tt 

Si  j:?  et  j^  étaient  des  nombres  entiers ,  comme  (j  .et  q'  sont 

entiers ,  (^a:  +  q'y)  serait  un  nombre  entier  ;  mais'r  est  une 

fraction  irréductible  ;  un  nombre  entier  serait  donc  égal  à  une 
fraction  irréductible  ;  ce  qui  est  absurde.  Donc  x  ety  ne  peuv 
vent  pas  être  entiers.  |L' équation  3x  +  6y  =^49  (n^  649  )  ,  est 
de  cette  espèce  ;  aucunes  valeurs  entières  de  x  et  ^  ne  peu- 
Vent  y  satisfaire. 

569.  Tfous  supposerons  dotic  ,  dans  toute  la  suite  de  cette 
unalyse,^  que  a  et  b  n*ont  aucuns  facteurs  communs  ;  alors 

^       b 

j-  et  -  seront  des  fractions  irréductibles  (  .n<*  /^vj  ). 

570.  Pour  trouver  les  solutions  de  féquation  (2)  ,  nous  sui^ 

'%nrons  le  second  procédé  du  n°  547,  ^^  i^ovxs  dirons  :  Si  l'un  des 

«oeSSciens,  a  par  exemple ,  était  Tunité ,  on  aurait  x=c — by\ 

substituant  pour  ^  des  nombre?  entier»,  tels  que  (c — ^) 

fte  positif,  on  obtiendrait  les  valeurs  correspondantes  de  a;  j 

ce  cpa  n*offre  aucune  difficulté.  On  ne.  peut  plus  suivre  ce 
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procédé ,  lorsque  les  coefficiens  a  et  6  sont  tous  deux  plut 
grands  que  Tunité;  mais  il  est  toujours  possible  de  ramener 
ce  cas  au  précédent  ^  en  faisant  dépendre  la  résolution  de 
l'équation  proposée ,  de  celle  d'une  équation  dans  laquelle  le 
coefficient  de  Tune  des  inconnues  est  Tunité.  En  effet ,  b  peut 
être  plus  petit  que  a ,  ou  plus  grand  que  a  ^  ou  égal  à  a. 
Analysons  ces  trois  cas. 

571.  P'  CAS.  Si  b  est  plus  petit  que  a,  on  tirera  de  Téqua- 
tion  (a) , 

(3) ^=(c  — flx):ft. 

On  pourrait  extraire  de  cette  fraction  tous  les  entiers  qu'elle 
renferme^  en  divisant  c  et  a  par  b  ;  mais  comme  le  seul  but  de 
ces  divisions  est  de  réduire  le  coefficient  d'une  inconxrae  à  l'unité^ 
on  abrégera  le  calcul  en  n'effectuant  la  division  que  sur  le  terme 
ox.  Nous  profiterons  de  cette  remarque  dans  toute  la  suite  du 
calcul,  en  n'effectuant  la  division  que  sur  le  terme  affecté  de 
Tinconnue.  Divisant  donc  a  par  b ,  nommons  q  le  quotient^  et 
rie  reste;  alors. . . 

û  =  3ç  +  r,   *<a,   r<J., 

léSL  substitution  de  cette  valeur  de  a  dans  celle  de  j^  (  équa- 
tion 5) ,  donne ... 

c  —  (bq  -^-Ax  .   C'^rx 

y= — V      =-?x+— y. 

Pour  que  y  soit  entier ,  il  faut  que  (jc^^rx)  \  6,  soit  un  en- 
tier e,  (e  peut  être  positif  ou  négatif).  Donc. . . 

(c — rx)  :  6=e;  d'oùy  =  — çx+e  et  (4)«  •  •  xz=zÇc^^be)\r, 

Si  r  était  l'unité  ;  en  donnant  à  e  des  valeurs  entières ,  on  en 
déduirait  pour  x  et  y  des  nombres  entiers  ;  de  sorte  que  le 
problème  serait  résolu.  Si  r  n'est  pas  l'unité ,  on  opérera  sur 
l'équation  (4)  comme  on  a  fait  sur  l'équation  (3) ,  et  la  difficulté 
fiera  diminuée  ;  car  on  se  propose  de  parvenir  à  un  diviseur 
>égal  à  Vunité ,  et  dans  les  équations  (3)  et  (4)  >  le  diviseur  r  est 
moindre  que  le  diviseur  b.  On  avisera  donc  b  par  r  ;  soit  if 
le  quotient  j  et  /  le  reste  \  alors  6  =  rç'  +  /.  La  substitution 


> 
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de  eette  valeur  de  b ,  dans  celle  de  x  (équation  4)>  donne.  • . 

* 

Pour  que  x  aoit  entier,  il  faut  que  (  — -  J  soit  un  en- 
tier ^  y  {é  peut  être  positif  ou  négatif)  ;  donc.  • .  « 

-^11 — sse';  d'oùa;=:  — ç'e  +  e',  (5) c  =  — -7 — . 

Si  /  est  l'unité ,  en  donnant  à  ^  des  valeurs  entières  ;  les 
équations. .  • 

donneront  des  valeurs  entières  de  e,  oc^y^  le  problème  sera 
donc  résolu.  Si  /  n'est  pas  l'unie ,  on  opérera  sur  l'équation  (5) 
comme  sur  les  équations  (3)  et  (4) ,  et  l'on  divisera  r  par/.  Mms 
sans  pousser  plus  loin  les  calculs ,  on  peut  remarquer  qu'ils  se 
réduisent  à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux 
nombres  entiers  a  et  h;  car  après  avoir  divisé  la  plus  grande 
de  ces  deux  quantités  par  la  plus  petite ,  ce  qui  a  donné  le 
'  reste  r  ;  on  a  divisé  la  plus  petite  b  par  le  reste  r  >  ce  qui  a 
donné  le  reste  /  -,  on  a  divisé  r  par  /,  et  l'on  vok  qu'en  suivant 
ce  procédé ,  on  serait  conduit  à  diviser  les  restes  successifs  les 
uns  par  les  autres;  ce  qui  s'accorde  avec  la  règle  donnée 
(Arith.  n*  i^i)  pour  trouver  lé  plus  grand  commun  ^iviseor 
«ntre  les  nombres  a  et  6.  Or,  par  h3rpothèse,  ces  deux  nom-^ 
bres  n'ont  aucun  diviseur  commun  ;  leur  plus  grand  commun 
diviseur  sera  donc  l'unité  ;  et  par  conséquent,  après  un  nombre 
de  divisions  tout  au  plus  égal  àh ,  on  parviendra  à  un  reste 
égal  à  t unité.  Supposons  que  /  soit  ce  reste;  âlotsl . . 

/  =  1 ,   J  =  rq'  -|- /=  rcf  '■^i.   Les  équations. . . 

donneront,  en  mettant  pour  e  sa  valeur  (^c-^re^)  , 
a:=i=e'— fl'e=i/— 9'(c— rO  =  (i+9'r)c'— C(7'==fté5'-C9\ 

^y=»e— 9x=:Co— re')— ^(*e  — C9')=0  +W')  c:^  ir+^)^^ 
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Désignant  le  nombre  entier  positif  (t  +  qq')  par  p  ,  et  obser- 
vant que  (r-+Liç)  =a,  on  aura  enfin. . . 

(G) x±=i  +  be' — cq'\  y=L — ae' +  cp\   p=.i+qq\ 

Les  lettres  a,  kî  Cy  p,  q^,  désignent  des  notnbr^  connus ,  de 
sorte  que  les  valeurs  de  x  ^Xy  ii:e  dépendant  que  deis'.  Or, 
d'après  la  nature  du  problème  ^  é  est  une  indéterminée ^  car  dans 
les  équations  (â)  et  (3)»  on  peut  donner  des  valeurs  arbitraires 
à  a:;  la  valeur  àey  dépend  de  la  valeur  arbitraire  donnée  à  x] 
dans r équation  (4), ,  la  valetir  de  x  dépendde  la valtur  arbitraire 
donnée  à  è  ',  enfin  dans  l'équation  (5) ,  la  valeur  de  e  dépend  de  la 
valeur  arbitraire  donnée  à  e''j^donc,  les  valeurs,  de  x  çt  y,  qui 
satisfont  à  t  équation  (a) ,  rie  dépendent  que  des  valeurs  arbi- 
traires  données 'û  l'^indétermiHée  e',  dans  lès  équations  ÇS^,  On 
peut  d'ailleurs  démontrer  dire'dHeihent  que  e^  étant  (jùelconque , 
les  valeurs  d%  xetj,  déduites  'des  formules  (6)  *,  satisferont 
toujours  à  l'équation  (a).  En  effet,  si  Toil  substitue  ces  valeurs 
dans  l'équation  (a) ,  on  trouvera  .*. . 

(/T) . .  .cz=z(^db  — ab )  e'!+  ( ^P~  w' )  ^' 
O^      R=W+;ii  a=à^-f-r^  {'•T-r7'=/==i,;  dope... 
bprr^aq'xi:b (<//  + 1)  —  (è^  +  r)  ç'  =ô -^^  rq'':=±  i • 
L*équ£^xi  (K)  se  réduit  donc  à  . . . 
c=a  (ab.^ ai)e'  +  c ;  d'où'  (afi  —  ab)  e^-f-  (c — c)  =^  o. 

Dans  cetje  identité ,  c'  resté  inrf^iprminé..  .  ,    . 

Ainsi^  pQur  obtenir  des  sohiUons  de  r équation  (a) ,  il  suffit 
dans  les  formules  (S),  de  donnef!  c;  e'  des  valeiOfs  telles ,  que 
,(be'r- -Tcq')^^i;  (çp — ae')  soient  des  nombres  entiers  positifs. 
Pour  appliqi^r.  cette  méthode  générale  à  un  exempte^  on  corn- 
parerai' équation  (i)  ^un**  546, 

5r  +  oy = 49 ,  à  l'équation  générale  ax  -f-  èy  —  c  ; 
ce  qui  donnera ...  ^  ' 

»  'v  '         a  =  5,  ft  =  3 ,  c  =  49» 
Xa  diviei<m  dëirpar  &,  donne  h  quotient  q)=z  i  et  le  reste 
r:^à  ;  làdivi^on  de  b  par  rVdom>e  le^quotienf  9' s  1  et  le 


La  substitutfoYl  de  ces  valeur^  dânb  les  équations  (6) ,  donne... 

Ces  valeurs  Ab  x  et  y  sont  les  mêmes  que  celles -du  n'^  547- 

•  •  <  «y  ..I»    ■■'*'iii-à"     -.«i.jjf/ 

Lès  valeur^  successives  de  or  et  y  se  déauisént  fadlemeat 
les  unes  des  autres.  En  effet ^^  supp'o^sons  que  71  et  Tt,-^.^  soient 
deux  vaîeurs  de  e'^  et  que  les  valeurs  correspondîtes  de  9^ 
tXy  soient  x\^ ^  et  od'yy'.  Les  formules  (6)  donneront. . . . 

pour  e'==n,. .  #     x:=:2x' ^Trzbn^^cq' ^y:=^y^ ^^z-^^an-^cp-, 

pourc'=n+i, . .  .a:"  =  è  (714- 1)— c(/'  -jj^"  =.-^, a  («+0+  9^î 

On  en  déduit . . .  a:"  =  j/ +  &  ^  et j^"  =y -r  a. . 

6712.  Les  équations  x''^=zaf  -^b  ^  y\  =^'  —  (ï>  compawet 
à  l'équationor  +  èy  =  c >  démontrent  que ,  pour  passer  a  une 
solution  â  ta  suwante,  il  suffit  d'ajouter  à  la  va]euf,,ffe^%  ff 
coefficient  b  de  y ,  et  de  retrancher  de  la  valeur  de_y  le  coef- 
ficient a  de  X.  Les  mots  afoutér  et  soustraire  îidtit  Wfà  dan§ 
Tacception  algébrique  ^  c'èst-^â-dii^^uë  a  et  6  pTeû^âîl  tépré- 
senter  des  nombres  positifs  ou  négatifs.  Par  exemplair  si  acB-L— a  » 
et  A=a  —  5,  les  vdieurs  de  a/*  et  y*'  devièBB^dt'.  ;C  —:' 

a/'=x'  +  bz;^3f^3  et  j^  fa/  -^-assy'-T^  (r-f.à)  wjK  +  Ô. 

D'j^è  k  règle  précédcûte,  ai  ï  et  (/+rf>  ^finaiieot  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  valédt  de  e' ,  les  t^léû^^stM^s^ 
sives  de  rrcit^^  déduises  déis  é^âtioâft  (6)^  eh  êu^ô^afkïti  .4. 

Si  x^  et  ^^  —  da)  sont  les  plus  petites  valeurs  entières  positive! 
de  X  ety,  alors  (j/ — i)  et  (y-r  <fa  — a)  serowtuégatife- 

673.  On  peut  démontrer  directement  la  prx)priété  du  n*  670  > 
sans  résoudre  l'équation  ax*^iy:!i=:c.  En  effet,  si  a;  =  «6  et 
y ±E=* ,  ôaÊsfont  à  cette  éqaatiôn,  un  aura. ..  dit -fitftxc» 
(  les  leftrês  ee  et  ff  déaigneiït  dèil  nombries  èûtîêîfdlpaÂife).  lA 


/^ 
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eubstitution  de  cette  valeur  de  c  dans  Téquatlon  proposée  ^ 

donne^ ,4 

ûx-f- iy  =  a«fc+iC;  on  en  déduit. .. 

Mais  '(y  — ^)  est  un  nombre  entier  ;  a(a:  —  *)  :  frjdoit  donc 
être  un  nombre  entier  ;  or  ^  par  hypothèse ,  a  et  i  n'ont  an« 
cuns  facteurs  communs;  (a?-— otï  doit  donc  être  exactement 
divisible  par  h  (n°  4^3).  Si  ^  désigne  le  quotient  de  cette  di-^ 
vision ,  dû  aur^. . . 

X  —  «6  =  ôe'  ;  dou  j^  — C  = ~ ^  =  — ce  . 

Ces  équations* donnent. . . 

a:  =  fre'  +  *  ety=fc  — oe'  +  e ..  (7).  C*j 

Si  rbn  stippose  qpe  les  valeurs  dé  x  et^  correspondantes  à 
c'  =  71  et  è^  =  n  +  1 ,  sont  x^  ety ,  x"  et^  ;  alors  dans  les 
équations  (7). ... 

ff  z=Ln^  donop  a?'  =  /&n-f  #t.  et .  y=--^aji  +  ff, 
é'^sUf^-x,  donne  x''=j(/i*f.i)  +  «^iy=-"û('*+  i)"4"f; 

d'où.,.    »,;     ,»/ 

^  ■  * 

ccf' — ^a;'=i;y  — y=2— cr;  donc  x''=a?'  +  *>  ^  ==y'— ^• 

Ces  detK  féqvations  démontrent  la  règle  du  n^  672. 

674^  â^'  Cit^'^  «St  b  ^toî^  p&f^  grand  que  a^  on  tirerait  la 
valeur  de  œ^.  l'équation  (3)  »  et  on  opérerait  comme  dans  le 
1*'  cas;  ce. qui  conduirait  à  des  résultats  de  même  forme. 

575.  3»  Cas,  5i  b^^aji  é^ga/ à  a ,  l'équation  (2)  du  n**  567, 
deviendrait.^. 


1^1  La  labttimtion  de  c^syalenn  de  x  et  /  dans  l'c^atîoa. . . 
(a). . .  ax-f-&^  =  c  =  aA-f-&C,  donne  ridenûté. . . 

dans  lac[Qelle  V  reste  indëtenùin^.  Xef  valeurs  de  z  et  j  j  déduites  dti 
formules  {^),  satisfont  donc  à  V équation  (2)  »  quel  que  soit  sf. 


\ 
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Mais  a^b^c  sont  premiers  entre  eux;  a,  a,  c  sont  donc 
premiers  entre  eux,  a  et  c  n'ont  donc  aucuns  facteurs  com- 


c 


muns^  -  est  donc  une  fraction  irréductible  (n^4^7)  ',x  etynm 

peuvent  donc  pas  être  des  nombres  entiers. 

676.  Les  propriétés  que  nous  venons  d'établir  sênt  indépen^ 
dantes  des  signes  de  a^  b,c;  de  sorte  qiilelles  conviennent 
à  toute  équation  du  pfemi^.  degré  entre  deux  inconnues.  Noua 
allons,  faire  voir  que  le  nombre  des  solutions  dépend  des  gran^ 
deurs  et  des  signes  des  nombres  représentés  par  a^  b ,  c. 

Dans  l'équation  (a)  ^  on  peut  toujours  supposer  b.  positif  ;  car 
sll  était  négatif,  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes^ 
on  rendrait  ax  positif.  Il  suffit  donc  de  faire  toutes  les  hypo- 
thèses possibles  sur  6  et  c^  en  supposant  toujours  a  positif. 
L'écpiation  (a)  est  alors  susceptible  de  ces  quatre  formes. . . 

ar-f-iy  =  c,  or— 6ys:c,  aa?— .fty=3— c,  ax  +  ^=— o*' 

En  n'admettant  pourx  et  y  que  des  nombres  entiers  positifs , 
on  voit  que  la  i^*  de  ces  quatre  équations  n  est  susceptible  que^ 
d'un  nombre  déterminé  de  solutions;  car  la  somme  des  nombres 
positifs  ax  et  by  y  devant  être  égale  à  c,  les  parties  de  cette 
somme  ne  peuvent  pas  croître  indéfiniment  ;  la  a'  équation  et 
la  3'  admettent  une.  infinité  de  solutions ,  haï  les  nombres  ex. 
et  ty  croissant  indéfiniment  ^  leur  différence  peut  conserver  la. 
même  valeur  c.  Enfin  ^Za  dernière  équation  est  absurde,  car 
la  aonmie  des  nombres  positifs  ax  et  by,  ne  peut  être  égale  aii 
nombre  négatif  —  c.  Les  formules  (6)  démontrent  les  mêmes 
propriétés  ;  en  effet  : 

1**.  Quand  hetc  sont  des^  nombres  positifs,  les  équations (6) 
donnent  ces  valeurs  de  x  et  y...  ' 

Pour  que  x  et  y  soient  entiers  çt  positifs,  il  faut  que  e^  soit  un 

cq' 
nombre  enti($r  positif,  plus '  grand  que  -r^  >  et  plus  petit  que 
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2L;  ce  qui  exige  qu^  ^  <  — ,  ou  que  ffg' <  bp  (n*  Go8>  ;  or 


a 
on  a  trouvé. .  .. 


p  =  (/(7'  +  i ,  6  ==  r/  +  1 ,  a  =;r .;^,ii7  =  r+.  (r/ 4-  i)(7. 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  p.  fr.  a,  dans  l'inégalité 
a(f  '^bp  i  donne  successivement. .  ^  '  \^ 

'(r  +  rqf9'  +  9)Y  <  (r^+ i).(w' ■+..iy, 

.       rc;'  +  rqq'q'  -|1  çijf'  <  rq'  +  r(/(7Y  +  ^î'  +'  I  ;  ou  cr<  i . 

Cette  dernière  inégalité  étapt  .t9Pio;urs  yraie  ,  la  condUion 

/  .  ".  '  •  •  *        ■■■••■■ 

Co  CD 

•V-  ^  —  est  toujours  remplie-.  Oh  obtièWdfn  donc  des  solutions 

D^  Si 

de  r équation  (.2)  ax + by = c ,  en  donnant  à  l'indéterminée . . . . e  > 

les  valeurs entièrespositiv^s comprises ^entre—-  et  -J-;  il sujffit 

donc  f  pour  que  le  problème  soit  possible ,  qu'il  tombe  un  ou 

plusieurs  nonpbres  entiers  entre  —  èt~.  Les  valeurs  de  x  et 
•■  '  •  D-    ■■  a  ■ 

y  ne  pouvftnt  pas  être  plus  petites  -qne  l'unité ,  ax^ly  ocr  c 

ne  peut  pas  être  moindre  que  (a^b).  Le  problème  sera  den:e 

impossible  f  lorsque  c  sera  plus  petit  que  (a-}-  b).  «Si  c  était  égal 

À  (a-f-b) ,  les  seules  valeurs  entières  pffiitii^es  de  x  et  y  seraient 

tunité,  ?  u..' 

s^.  Si  b  est,  négatif  et  t  positif \^  Aoité  b  change  de  signe  dans 

le  n^  671  ;  l'équation  (9)  et  les  yakui^s-de  x  et  jr  années  par 

les  formules  (6)  y  deTiennent. . . 

or  — iy  =  c,     a:  =  —  be'-^cq'^    yrri'^ae^ -^cp. 

Tant  que  e'  setSi  positif,  la  valeur  de  où  sera  négative  ;  on  doit 
donc  supposer  e'  négatif,  ou  0'==  —  6*,  e"  étant  positif;  alor^ 

t^  ■ 
xz=::be'''~^cq^':^bfe'''^^\      y  =:z  ae"  +  cp. 

La  valeur  de  jf  sera  toujours  positivé  ;  pour  que  x  sait  pdsifif, 
il  faut  que  e"  soit  plus  grand  que  -^;«t  conséqaemméixt^  CfÉ 
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peut  donner  à  e"  des  videurs  entières  quelconques ,  plus  grandes 
que^  -~.  Donc,  t équation  ax— ^by=c,  admet  toujours  \ine 

infinité  4^  valeurs  entières  et  positis^es  de  %  et  y, 

3**.  Si  h  et  c  sont  négatifs  ,  l'équation  (  2  )  deviendra 
nx-'^hy  ==,—  c  ;  et  les  formules  (S)  donneront,  en  changeant 
les  signes  de  &  et  c ,     \ 

X'izz'^be' ^  ^q' ^    y=3^a^  ^^q». 

Tant  qne  e'  sera  positif,  y  sera  négatif;  soit  donc  /  =— è^, 
il  en  résultera ... 

a:  =  ie*' +  c^' et  J' =;  4- ce'' —  cp  =3  a  f  e"  •^— \ 

cil- 
Donnant  à  c*  des  valeurs  arbitraires ,  plus  grandes  que  — ', 

les  valeurs  correspondantes  de  x  et  y  seront  positives;  de  sorte 
que  léquçLtiçn  ax->—  bjt=:  -^  c,  admet  une  ir^nité  d^  valewv 
entières  positives  de.  xety,  w 

4^.  Si  2»  étant  positif  f  c  était  négoHft  l*équatio(B^(ft).€br 
"Rendrait  ûo? -f-  6y  ;ç3— c,  et  Ton  voit  qu'aucunes  vateurs  po- 
sitives  dex  et  .y  ne  pourraient  satisfaire  à  ceéte  dernière  équtt- 
ùon ,  car  la  somme  des  nombres,  positifs  ox  et  &y ,  ne  peut 
î^unaîe  éjtre  égale  i»  nombre  néga^  *^  c.  Les  formules  (S) 
inijiqiieiit cette  impossibilité,  car  elles  dannent.. 

xzribe' -^  ccf:  et  y=i  —  a/ — cp.* 

Tour  que  y  so\t  positif,  il  faut  que  e'  spit  négatif  ;  fiosant  dooiC 
è'  =  —  e  ,  on  en  déduira . . . 

xt^cq'—he'  =  bQf  —  e'\y  =  ae''—cp  =  a(e^ 

.  f 

Four  que  x  et  y  soient  positifs,  il  faut  que  e"  soit  moindre 

que  -^,  et  plus  grand  que  —  ;  ce  qui  exige  que  -~-,  soit  plût 

grand  que  -^;   mais   oh    a  prouvé  que  -jt- <C — •  ^^^  f^^". 
)nules  Ç6)  ne  donneront  donc  aucunes  solutions  de  réquatioii 
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a3:4-&y=— c.  Et  en  effet  ^  cette  équation  n'admet  aucune!  •; 
valeurs  positives  de  x  et  y.  m 

577.  Nous  avonsprouvé  (notedun^  575),</afi  toutes  les  valêun 
de  X  et  j,  déduites  des  formules  (7)  satisfesaient  à  l' équation,., 

(a) ax4-l}y=c  (*) 

Nous  allons  démontrer  que  la  réciproque  est  vraie,  dei\r 
à-^re  que  toutes  les  valeurs  entières  positives  de  xetjftpd 
peuvent  satisfaire  à  l'équation  (a) ,  sont  données  par  les  for^ 
mules  (7).  £n  effet ,  soit  a?=£t  et  y  =  f ,  une  solution  de 

réquation  {a),  déduite  des  formules  (7);  de  sorte  q«e 

OA  -|-  6C=  c.  D'après  la  règle  du  n""  673  >  toutes  le$  yalenrs  de 
X  ety  y  déduites  des  formules  (7)^  seront. . . 


il 


\C-hna),  (C-*-/ia— a),...(C-*-aa),(C-*-fl),  C,(C— û),  (C— aa),...(C— n'a), 


e: 


En  ayant  soin  d'arrêter  ces  séries  départ  et  d'autre ,  lorsqu'on 
trouvera  des  valeurs  négatives  de  a;  ou  j^  ;  ainsi,  netnf  sont  des 
nombres  entiers  positifs ,  tels  que  *—  (n  +  ï)  ^  etff — (i/+i)o 
flont  négatifs  ;  les  plus  petites  valeurs  entières  positives  de  x  etjr, 
déduites  des  formules  (7) ,  sont  donc  («&  —  nH)  et  (C-^n'a')  ;  1» 
plus  grandes  valeurs  correspondantes  de  j^  et  x  sont  (C-f-nfi) 
et  (fit  +  n'fi).  Pour  démontrer  que  les  valeurs  de  x  et  y ,  dé- 
duites des  formules  (7)  ,  sont  les  seules  qui  puissent  satisfaire 
d  réquation  (p,),  il  suffit  de  prouver,  1^  qu'on  ne  peut  passatisr 
faire  à  F  équation  (a)  avec  des  valeurs  de  x  et  y,  moindres  que 
(*— nb)  et  ÇC —  n'a) ,  ni  plus  grandes  que  (et  -f-  n'b)  et  (C  -|-  na); 
Si?  que  les^valeurs  de  x  et  y  ^  qui  satisfont  à  l'équation  (a), 
ne  peuvent  pas  tomber  entre  deux  des  valeurs  consécutives  dex 
et  y  déduites  des  formules  (7)  ;  de  sorte  que ,  par  exemple , 


(*)  On  suppose  que  les  termes  de  Péjaalion  (a)  n'ont  pins  de  factem 
«ommans  ;  alors  pour  que  x  et  y  puissent  être  des  nombres  entiers ,  il 
faut  que  a  et  b  soient  premiers  entre  eux  (  n^  568  j.  Nous  supposerons 
que  cette  condition  est  remplie.  Nous   supposerons  anssi  que  a,  b^  e  *09i  Ij 
'  positifs^  il  sera  facile  d'appliqaw  la  dcmonstratioi; au^  cas  oîi  a  >  d> e otf  l* 
des  signes  quelconques. 
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«x=xT€*y=y^  satisfont  à  l' équation  (a)  ,  ia  valeur  de  xf^ 
ne  peut  pas  tomber  entre  a-^  ab  et  A^Sb,  et  celle  de  y  ne 
oeut  pas  tomber  entre  C  et  (C  — •  a) .  Démontrons  ces  propriétés  : 

1^.  Toutes  les  valeurs  de  x  et  y,  qui  peuvent  satisfaire  à 
T équation  (a)^  sont  nécessairement  comprises  entre  lesplus  petites 
et  les  plus  grandes  valeurs  de  x  et  y  déduites  des  ^formules  (7) . 
En  effets  soit  A^^nbzrzaf,  la  plus  petite  des  valeurs  de  x 
déduites  des  formules  (7)  ;  la  valeur  correspondante  de^  sera 
y^  =  C  -|-  na,  et  y  sera  la  pins  grande  des  valeurs  de  y,  dé-< 
duites  des  formules  (7)  ;  car  en  vertu  de  Téquation  (a),  jr  est  , 
d'autant  plus  grande  que  x  est  plus  petit.  x:szxf  ety=y/^ 
devant  satisfaire  à  l'équation  (a)  ,  on  aura. . . 

oo/  -J-  ij/  =  c. 

D'après  la  règle  du  n**  57a,  {af  —-  b)  et  (y  +  a)  satisfont  i 
l'équation  (a)  ;  mais  a/  est  la  plus  petite  valeur  positive  de  x^ 
déduite  des  formules  (7)  ;  (a/-—  b)  doit  donc  être  négatif.  Cela 
posé^  si  une  valeur  positive  de  x,  moindre  que  a/,  pouvait  sa- 
tisfaire à  l'équation  (a)^  en  la  désignant  par  xT'^  on  aurait 
j/'^'  =  a/— ir ,  et  J  serait  moindre  que  b ,  car  (jxf  — -  b)  est  né- 
gatif. La  valeur  correspondante  de  j^  étant  y '^^^  il  en  résulterait 
aa/^'-i-iy"'  =  c  ;  mais  x^'''  =  x'  —  J'  et  c  =  aa/^bf  ;  donc , 

a  (a/— J)  +  fc/'''= ûo/ +6y  ;  d'oùy'''— y  =  yî 

(y"— y)  étant  un  nombre  entier,  le  nombre  b  doit  diviser  le 
produit  a.i",  mais  6  et  â  sont  premiers  entre  eux  (n^  669)  ; 
b  devrait  donc  diviser  ^(n^  4^3)  ;  ce  qui  est  absurde,  puisque  i" 
est  njioindre/que  b.  Aucune  valeur.de  x,  moindre  que  la  plus 
.petite  des  valeurs  de  x  déduites  de  la  formule  (7) ,  ne  peut  donc 
satisfaire  à  l'équation  (a).  On  démontrerait  de  la  même  ma- 
nière, qu'aucune  vale^ur  de  y  moindre  que  la  plus  petite  des  . 
valeurs  de  y  déduites  des  formules  (7)  ,  ne  peut  satisfaire  à 
l'équation  (a)  ;  et  comme  x  est  d'autant  plus  grand  que  y  est 
pliis  petit,  le  principe  énoncé  (^®.)  est  démontré. 

a**.  Aucune  solution  entière  de  l'équation  (2),  rie  peut  tomber 


r 
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entre  deux  des , solutions  consécutives  données  par  les  formulée, 
(7).  En  effet ,  si  x''  9ty^  désignent  des  valeurs  de  x  ety'àéàvittê 
des  formules  (7)  ,  en  supposant  e'  :=s:z',  on  aur<(.  •  « 

Pour  obtenir  la  solution  suivante,  on  stipposera  e'  ==  z  4"  i  ; 
les  valeurs  correspondantes  de  j:  ^t  y  seront  (x'+fc)  ef 
(^ —  û).  Par  la  même  raison  ,  deux  autres  solutioiis  consé- 
cutives, déduites  des  formules  (7)  ,  seront  j/',jr*,  et  (a?*  -f-  A), 
(y —  a);  et  Ton  aura  ax*'  -f-  fty''±r=  c.  Il  s'agit  de  prouver  que 
les  valeurs  de  a?  et  j^  ^i  satisfont  'à  Féquation  (2) ,  ne  peurcûf 
pas  tomber  entre  ces  solutions.  En  voici  \â  démonstralSon;  sî 
a?  =  x**  et  j'  =  J'*  >  satisfoiit  à  f  équation  (2)',  on  anfa. . . 

ojcf'  +  by"  =  c  ;  mais  ax'  -f-^by  =  c  eî  ax"  +  ^"  =  c  ;  done 
ax'''^hf^=:^x"-¥hy"  <  '  '*''     •  "^^"^^  (  a  {x^-x')^},  {.f—f) ...  .(9) 

Si  x"'  pouvait  tomber  entre  x'  et  x'  •+•  i ,  qui  sont  deux 
^Falenrs  consécutives  de  x^  déduites  des  formules  (7)»  on  aiurait 

or'*  =  a:' -f.  Z',  ou  x*^  — a/  =  ^^  et  <f<i.   • 
L'équation  (8)  deviendrait.  * . 

Mais  ^y  — ^y  )  e^t  «Ji  nombre  entier  ;  J  devrait  dwîc  diviser 
exactement  gJ^  ;  9r  i  et  a  sont  premiers  entre  eux  ,  b  diviserait 
<fonc  :î"  (n®433)  »  ce  qui  est  impossible,  puisque  i  est  phijS  grand 
que  J^.  Donc  enfiïi ,  x**  ne  peut  pas  to'mber  entre  x'  et  j/  +  h. 

Si  y  pouvait  tomber  entre  y  et  (y  —  a),  on  aurait... 

W 

y  =y —  y  et  cr<;a  ;  réquation  (9)  donnerait  x* —  x"  =  — . 

Mais  (x*  —  x")  est  un  nombre  entier,  «  et  i  sont  premier» 
entre  éuX;  a  diviserait  donc  <^,  ce  qui  est  impossible,  ptrisqve 
a'^y»  ï)onc  y  ne  peut  pas  tomber  entre  deux  des  ratewr» 
consécutives  dej^  déduites  des  formules  (7).  Le  principe  Aïonci  / 
au  commencement  de  cet  article .  est  doBC  démoatré. 


kf- 
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578.  Ce  qui  précède  (Su  /i*'  5S6  au  n!"  Sjj)  ,  offre  Vanalyse 
iÊmplèïe  de  V équation  indéterminée  du  premier  degré  entre  deux 
tconnues  (a) . .  .*  ax  -f-  bjr  =  c.  Lorsqu'on  ne  veut  admettre 
ùur  Jcetj  que  des  nombres  entiers  positifs ,  il  faut ,  pour  que 
i  problème  soit  possible ,  que  a ,  b ,  c ,  n  ayant  plus  de  facteur 
Jznmun ,  les  coefficiens  a  e^b  des  inconnueê^  soient  premiers 
ntre  eux.  Les  formules  qui  donnent  toutes  les  solutions  de 
^équation  (a)  ne  dépendent  que  de  la  recherche  du  plus  grand 
ommun  diviseur  entre  a  et  b.  Les  valeurs  de  x  et  y  déduites 
le  ces  formules  ^  sont  les  seules  qui  puissent  satisfaire  à  l'équa* 
tioTi  (aï).  Connaissant  une  solution,  on  peut  en  déduire  toutes 
tes  autres,  comme  oh  Fa  indiqué  dans  le  n'  677.  Le  nombre  des 
solutions  dépend  des  signes  desLfh^c;  l'équation  ax+by=c, 
n'admet  qu'un  nombre  déterminé  de  solutions  entières  posi^ 
tivesy  quelquefois  Un  en  existe  aucune;  les  équations  ax— by=c^ 
•x— bjr=— c,  admettent  toujours  une  infinité  de  solutions f 
^ftn  T équation  ax  +  by=— c  n'en  admet  aucune, 

57g.  Les  solutions  entières  positives  de  P équation  indéterminée 
X+b  j-f-cz=d ,  se  déduisent  facilement  de  ce  qui  précède.  On 
tâbstitue  pour  z  un  nombre  entier  quelconque  e  ;  il  en  résulte 
31  -f-  by  =  d  —  ce  /  on  déduit  de  cette  dernière  équation  Us 
\4deurs  entières  positives  de  x  et  y ,  corresponelantes  à  z  =  ej^ 
^nnant  d autres  valeurs  entières  à  z,  on  en  déduit  d'autres 
moteurs  de  X  et  y,  et  ainsi  de  suite.  On  démontrerait ,  comme 
tans  le  n^  568 ,  que  pour  que  l'équation  ax  +  by  +  cz  =  d  ' 
wdmette  des  valeurs  entières  de  x,  y ,  z,  il  faut  que  a^  b, 
i,  d,  n'ayant  aucuns  facteurs  communs ,  les  coefficiens  a ,  b,  c, 
ies  inconnues ,  soient  premiers  entre  eux, 

58o.  En  général ,  pour  que  [équation  indéterminée  du  pre^ 
■liier  deff'é  entre  m  inconnues, 

•x4-by+cz'-}-du,+etc.=e(a,b,c,d. . . e  sont  des  nombres  entiers) 

vdmette  des  valeurs  entières  des  inconnues  ^  il  faut  qu'après 
9y<¥F  supprimé  tous  les  facteurs  communs  entre  les  coefficiens 
ï&i  inconnues  et  le  terme  tout  connu ,  les  coefficiens  des  incon-^ 
Ni^  soient  premiers  entre  eux.  Lorsque  cette  condition  sera 
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remplie,  il  sera  facile  de  calculer  les  valeurs  entières  positif 
des  inconnues  ;  à  cet  effet ,  on  donnera  des  valeurs  arbitraka 
à  (m— -22)  inconnues^  ce  qui  conduira  à  une  équation  entre 
deux  inconnues;  on  en  déduira  toutes  les  valeurs  entières  po* 
sitives  des  deuxqfitres  inconnues.  Donnant  d^ autres  valeuni 
(m-— a)  inconnues f  on  en  déduira  une  nouvelle  équation 
entre  deux  inconnues  ;  cette  équation  donnera  les  valeurs  nh 
tières  positives  des  deux  inconnues  qu'elfe  renferme ,  et  aind 
de  suite.  Le  nombre  des  solutions  dépendra  des  grandeurs  et 
des  signes  des  données. 

58 1.  Les  élèves  qui  auront  bien  saisi  Tesprit  des  méthode» 
précédentes ,  en  déduiront  facilement  le  moyen  de  trourer  les 
valeurs  entières  positives  des  inconnues ,  lorsque  le  nombre  des  1 
inconnues  sera  plus  grand  que  celui  des  équaticms.  Par  exemple^ 
étant  donné  deux  équations  du  premier  degré  entre  Upis  ior^ 
connues  x,  y ,  z ,  on  peut  toujours  les  ramener  à  la  forme.  ^^ 

(1) . . .  ax  +  by  +"^2  =  d ;    (a) . . .  a'x  +  b'y  -f- c'z==d'; 

a>  b ,'  0,  d^  désignant  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux, 
ainsi  que  ai,  h',  c'  d\  Pour  que  ces  équations  admettent  du 
valeurs  entières  dex'^y^z,  il  faut  que  a ,  b  ^  c,  soient  premm 
entre  eux ,  ainsi  que  ^  ^  h\  c\  Ces  conditions  étant  rempli6f||^ 
on  peut  facilement  trouver  les  valeurs  entières  positive^  deil 
inconnues.  A  cet  effet ,  on  éliminera  z  entre  les  équations  pro- 
posées^ ce  qui  conduira  à  un  résultat  de  la  forme. . . 

(3) Jx  +  By  =  C; 

A ,  By  C ,  désignant  des  nombres  entiers  premiers  enfre'enXL, 
Pour  que  cette  équation  admette  des  valeurs  entières  de  s 
et  ^ ,  il  faut  que  A  et  B  soient  premiers  entre  eux  (n**  568) 
Lorsque  cette  condition  sera  remplie^  lés  valeurs  de  x  etjff^ 
seront  données  par  les  formules. . .  pj 

(4) x=:a  +  Be,    y=e^Ae, 

dans  lesquelles  e  est  une  indéterminée.  Mais  comme  toutes-Ifl| 
valeurs  entières  positives  de  x  et  y  ne  donnent  pas  toujoi 
des  valeurs  entières  positives  de  2^  on  les  substituera  dans  V\ 
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quelconque  des  équations  (i)  et  (a)  ;  ce  qui  conduira  à  un  ré» 
•oltat  de  la  forme 

(5)  : . . .  jfz  +  B'e  =  C  (e  est  une  indéterminée  ) 

jiT,  V ^€f  n'ont  aucun  facteur  commun  ;  et  pour  qtte  a  et  e  puis- 
sent être  des  nombres  entiers,  il  faut  que  A'  et  B'  soient  premiers 
entre  eux.  Les  valeurs  entières  positives  de  2  et  e ,  qui  satis- 
font à  cette  équation^  seront  de  la  forme. . . 

(G) . . .  «=p''+  9"^'  ;  c  =  ^  +  A^  ;  (e'  est  une  indéterminée^. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  c,  dans  les  fotmules  (4), 
conduira  à  des  résultats  de  cette  forme. . . 

a:  =  p+9e';    jfrsp'  +  çV; 

de  sorte  que  les  valeurs  de  x  et  ^ ,  qui  satisfont  aux  équations 
(1)  et  (2),  sont.. . 

Dans  ces  formules ,  p,  q ,  p' ,  tf,  p",  q' ,  sont  des  nombres 
entiers,  positifs  ou  négatifs,  qui  dépendent  de  Oj,  b ,  c,  d, 
ti y  h\  c',  êC  \  et  e'  désigne  un  nombre  entier  indéterminé, 
l^nnant  à  ^  des  valeurs  entières  quelconques ,  telles  que  les 
Taleurs  correspondantes  de  x  ,^,  s,  soient  positives,  on  obtien- 
dra les  solutions  entières  positives  des  équations  (1)  et  (a). 
Appliquons  cette  méthode  générale  aux  équations  indéterminées 

480: — fl4j^+ 6oz=:  i5G-,     et    — 'a4a::  +  40*  +  56y  =  80  ; 

on  divisera  les  termes  de  la  première  équation  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur  1  a ,  et  ceux  de  la  a^  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur  8  ;  ce  qui  donnera  les  deux  équations  plus 
«impies ... 

(1) . . .  4jc  —  aj^  •+  5j?i  =  i3  ;    (a) . . .  —  3x  +  Sa  +  ^y  =  10. 

L'élimination  de  2,  entre  ces  deux  dernières  équations,  donnera 

99 
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(t  désigne  vok  fiômbre  entier  indéterminé) 

jf=^  I"^=2r-{--^pi=:2^  +  c;  t — i=3e,  ^=3e+i. 

Exprimant  a?  et  jr  au  moyen  de  l'indéterminée  e,  on  aura.  • . 

(4)...a:=3^=:3(36+0>J'=2^+«=a(3c-|-i)+c=7e+a; 

la  substitution  de  ces  valeurs  de  x  et  jr  dans  Tune  des  équa- 
tions (i)  et  (a),  donne. . . 

/trx  ri  c      j»    \  5  — 22«  22  6 

(5) DZ  +  22C  =  5 ;  d  où  z=  — F =  1  —  -p-j 

»  o  5 

z  devant  être  un  nombre  entier ,  le  produit  22e  doit  être  divi- 
sible par  5  ;  mais  22  et  5  sont  premiers  entre  eux ,  e  doit  donc 
être  divisible  par  5  ;  nommant  e'  le  quotient,  on  aura  e=  5é'; 
la  substitution  de  cette  valeur  de  e  dans  les  équations  (4)  » 
donne ... 

X  =  3  (i5o'  -f^  1)  ;  ^  =  35e'  •+-  ^  ">  on  a  donc  enEn. . . 
(7)...  jc  =  3Xi5e'+i);  j^  =  35e'  +  2;  a=i  — 22e'. 

On  peut  vérifier  directement  que  e'  étant  indéterminé  ,  ca 
formules  satisfont  aux  équations  proposées  ;  car  la  substitution 
de  ces  valeurs  de  x^y,  z,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  con- 
duit à  des  identités  en  e' ,  dans  lesquelles  e'  reste  indéterminé. 
Pour  trouver  toutes  les  solutions  entières,  positives  et  néga- 
tives, il  suffirait  de  substituer  des  nombres  entiers  quelconques 
pour  e\  Mais  si  Ton  ne  veut  admettre  que  les  valeurs  entières 
et  positives  de  a;, ^,  z,  les  équations  (1)  et  (2)  n*admettront 
que  cette  solution. . . 

e'-r=:  o ,  qui  donne  07  =  3,^  =  2,  a  =  i. 

Si  Ton  demandait  les  solutions  entières  des  équations. .» 
3x+  (Jy  +  9z=  17,     5x  +  z  —  2y=  18, 

on  remarquerait  que  3,  6,  9,  17,  n'ayant  aucuns  facteurs 
conmiuns,  et  3,  6,9  étant  divisibles  par  3,  le  problème  est 
knpoisible  (n*  58o)  ;  et  en  effet ,  la  première  équation  donne . . . 

9C  +  ay  +  5zz=z^, 
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Six,y^z,  pouvaient  être  des  nombres  entiers ,  le  nombre  en- 
tier (x  +  ay  +  3z)  serait  égal  à  la  fraction  irréductible  -Ç,  ce 
qui  est  absurde. 

58a.  Trois  mobiles  partent  en  même  temps  d'un  même  point 
de  la  circonférence,  avec  des  vitesses  constantes  v',  v",  v"'.  La 
longueur  de  la  circonférence  est  c.  On  demande  l'instant  de  la 
tencontre  de  ces  trois  mobiles.  Supposons  x/^'^i/'  et  v^^i/-,  si 
les  mobiles  se  rencontrent  après  x  heures ,  ils  auront  parcouru 
*/x  f  v'x,  i/'x,  unités  d*espace  ;  et  comme  ces  espaces  ne  doivent 
différer  que  de  multiples  de  la  circonférence ,  on  doit  avoir.... 

i/'x  =  v'x  •+-  ne      et    v'x  =  i/x  -f-  n'c , 

(^n  et  j{  désignant  des  nombres  entiers  indéterminés).  On  en 
déduit... 

ne  n'c 

V    —V  V    V 

Pour  quf  pes  deux  valeurs  de  a:  soient  égales ,  il  faut  ^^e. 
}«8  indéterminées  n  et  n^  satisfassent  à  l'équation ...    . 


v" 


ne  ne  .   -  V  —V        n 

i  =  -= 7  ,  QUI  donne    -= 7  =  -7. 

—  i/     ,  V  — V  ^  iT  —  V       n 

v'^  —  i/ 


Si  la  fraction  -j^ j,  réduite  à  sa  plus  simple  expression^ 

est  égale  à T>  on  aura 

n'z^pa  y     n^  ^=zpby     (p  est  indéterminé  ). 

*  Les  plus  petites  valeurs  des  indéterminées  n  et  n'  seront 
données  par  la  plus  petite  valeur  entière  de  p  ^  qui  est  l'unité. 
Alors ... 

p=i,n  —  a,n=zb;doû    a:  =  jjjr^-j7  =  jjjT-^ , 

Ainsi ,  les  trois  mobiles  se  rencontreront,  pour  la  première  fois, 

ac 
^pi-^s  -= 7  heures.  On  obtiendrait  les  autres  rencontres,  ea 

supposant  successivement. ..  ;j  =  a,  pz=z3,  etc. 
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Si  Ton  compare  cet  énoncé  avec  celui  du  n^  555  ^  on  trouren 
v'r:5,  V  =60,  V  =3600,  c=6o,  ^;^— >=ggp=— =j; 

Oncn déduira    à=ii;    *  =  7i9;  ^jj-^  =  i^gg^  =  la.' 

De  sorte  que  la  i^'  rencontré  des  trois  aiguilles  aura  lieu  après 
la  heures;  ce  qui  s'accorde  avec  le  n?  555. 

583.  Lorsqiion  n'a  qu'une  seule  équation  entre  deux  inoon* 
nues  X  etjy  on  peut  donner  des  valeurs  arbitraires  an,  et  les 
valeurs  correspondantes  dey  se  déduisent  de  l'équation  proposée 
{b?  334).  La  valeur  de  ^,  dépendant  de  la  valeur  arbitraire 
donnée  à  o:^  on  dit  que^  est  fonction  de  la  variable  x.  Ainsi, 
dans  V équation  indéterminée. . . 

0) j^  =  (a:-a)(a:-8),, 

rinconnuej^  est  fonction  de  la  variable  x.  Si  a:  croit  d'une 
manière  continue^  depuis  o  jusqu'à  +  00  ^  et  depuis  o  jusqu'à 
—  00  ;  alors  j' prendra  des  valeurs  successives,  positives  ou  né- 
gatives ,  croissantes  ou  décroissantes  ;  il  s'agit  d'analyser  la 
marche  de  ces\aleurs.  On  remarquera  d'abord,  que  pour  savoir 
si  X  augmentant ,  les  facteurs  (x  —  a)  et  (x  —  8)  augmentent 
ou  diminuent,  il  faut  préparer  ces  facteurs  de  manière  à  les 
rendre  positifs ,  car  autrement  on  risquerait  d'être  induit  en 
erreur.  Par  exemple  ,  x  augmentant ,  on  pourrait  croire  que 
Çx  —  fl)  augmente  toujours;  et  cependant  lorsque  x  est  plus 
petit  que  2 ,  et  augmente ,  le  facteur  (x  —  2)  diminue  (*)  ,  car 
{x  —  2)  étant  identiquement  égal  à  —  (2  —  o:) ,  on  voit  que  x  * 
étant  moindre  que  2  et  augmentant ,  la  valeur  absolue  de  ce 
facteur  diminue. 

584.  En  général ,  pour  reconnaître  si  un  produit ,  dont  les 
fadeurs  contiennent  une  variables,  augmente  ou  diminue  lorS' 

qu'on  fait  varier  x  entre  des  limites  données;  il  faut  rendre 


(*)  Dans  tonte  cette  analyse,  nous  Bi'ent«ndons  parler  que  des  valcun 
mits9lues  des  ^antités. 


Il- 
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tous  les  facteurs  positifs  -,  à  l'aide  des  principes  établis  dans 
les  n^'  4^0^ . . .  .443*  Appliquons  cette  règle  au  produit 
{a:— a)(a;  —  8)  =y',  et  cherchons  à  déterminer  la  marche  dea 
valeurs  de  y  correspondantes  à  celles  de  x, 

i**  Si  X  augmente  depuis  o  jusqu'à  a  ^  alors  entre  ces  li-« 
mîtes ^  (x —  a)  et  (a:  —  8) ,  sont  négatifs.  Changeant  les  signes 
de  ces  deux  facteurs  ,  ce  qui  ne  «change  pas  le  signe  du 
produit  (n**  434),  on  aura. . . 

j'  =  +  (a  —  a:)  (8  —  x)  ;    dans  cette  équation   a:  ^  a. 

L'hypothèse  x  =  o ,  donne  y  =  1 6  /  et  x  augmentant  d*une 
manière  continue  jusqu'à  x  =  a ,  la  "Valeur  du  produit  y  est 
positive;  elle  diminue ,  et  devient  zéro  ,  lorsque  x  =  a. 

â*.  «Si  X  augmente ,  depuis  a  jusquà  8  ;  alors  x  est  plus  grand 
que  ^ ,  et  est  moindre  que  8  ;  (x  —  a)  est  positif ,  et  (x  —  8) 
est  négatif;  le  produit  est  donc  négatif;  changeant  le  signa 
du  facteur  (x  —  8) ,  le  produit  changera  de  signe  (n®  436) ,  et 
Ton  aura... 

J^  = —  (a;— a)  (8 — x) ;  x>a  ;  a:<8  ;  (x— a)  et  (8 — x)  positifs, 

X  augmentant  entre  les  limites  a  et  8 ,  le  i*'^  facteur  augmente 
et  le  a*  diminue  ;  on  n'apperçoit  donc  pas  si  le  produit  aug- 
mente ou  diminue.  Cependant^  comme  x=:a  et  07=8,  ré- 
duisent le  produit^  à  zéro^  on  peut  prévoir  que  x  augmentant 
depuis  a  jusqu'à  8 ,  la  valeur  de^ ,  qui  part  de  zéro ,  augmente , 
diminue  ensuite ,  et  redevient  zéro.  La  plus  grande  des  valeurs 
iey  est  ce  qu'on  nomme  un  maximum  dey.  Nous  allons  voir 
comment  on  peut  déterminer  la  valeur  de  x  qui  rend  le  produit 
(x — a)  (8 — x)  un  MAXIMUM.  La  somme  des  facteurs  (x— a)  et 
(8  —  x)  étant  -|-  6 ,  on  peut  poser. . . 

zaï  il  en  résulte ... 

(x  — a)+(8-.x)=^6. 
On  aura  donc^  en  faisant  abstraction  du  signe  de^  ^ 
i?  =  (x— a)(8  — x)  =  (3  +  »)(3  — »)  =  9— a"  ;  et  »<5; 
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Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  £  diminuant,  y  auf*- 
mente  ;  de  sorte  que  la  plus  grande  valeur  dey ,  correspond  à 
;&  =  0  ;  cette  hypothèse  donne ... 

y=Q,x — a=3,  8 — a;=:3;à'où(x — 2)  =  (8 — x),  eta:=5. 

Cela  posé ,  a:  =  5 ,  donnant  g  pour  le  maximum  àe  y,  il  est 
facile  de  prouver  que  H  x  croît  depuis  a  jusqu'à  5,  le  pro- 
duit y  augmentera  depuis  zéro  jusqu'à  9  ;  et  que  x  continucmt  à 
croître,  depuis  5  jusqu'à  8 ,  le  produit  y  diminuera  depuis  QJuS" 
qu'à  zéro»  En  eiFet,  les  équations  (i)  donnent. . . 

a  =  (a?  —  5) ,  ou  z  =  —  (5  —  x). 

La  seconde  valeur  de  z  prouve  que  x  croissant  depuis  a  jus* 
qu*à  5 ,  z  est  négatif  et  diminue  depuis  3  jusqu'à  zéro  ;  la  valeur 
(9 — z^^  dey  augmente  donc  depuis  zéro  jusqu'à  g.  Six  continue 
à  croître  depuis  5  jusqu'à  8,  la  valeur  (x  — 5)  de  z  sera  posi- 
tive et  augmentera  depuis  zéro  jusqu'à  3;  la  valeur  (9— a^ 
de  y  ,  diminuera  donc  depuis  9  jusqu'à  zéro. 

3**.  Si  X  augmente  depuis  8  jusqu'à  P infini  ^  alors  lesfac-' 
teurs  (x  —  2)  ,  (x  -—  8) ,.  sont  positifs  et  augmentent  indéfini- 
ment; la  valeur  (x — 2)  (x  —  8)  du  produit  y,  est  positive 
et  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  Vin  fini, 

4^.  Enfin  ;  si  ton  donne  à  x  des  valeurs  négatives  y  on  aura 
x^z-^x^ ,  et  x'  sera  positif.  La  substitution  de  cette  valeur 
de  X  ,  dans  Féqtiation  (1)  y  donne. . . 

^==  (x— 2)  (x— 8)= (— X  — 2)(— x^-8) =+(x'+2Xx'+8). 

De  sorte  que  x'  augmentant  depuis  zéro  jusqu'à  f  infini,  le 
produit  y  augmente  depuis  16  jusqu'à  l'infini» 

On  voit;  par  cette  analyse ,  que  dans  l'équation  indéterminée 

y=(a  — x)(8-x), 

X  ::±=  G ,  a  donné  y  =  -)-  1 6  ;  x  augmentant  jusqu'à  2 ,  la  valeur 
de  y  est  positive j  diminue  et  devient  zéro  ;  x  continuant  à  croître 
dfipuis  2  jusqu'à  8^  la  valeur  de  y  est  négakve  ;  de  sorte  que 
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y  passe  du  positif  au  négatif  par  zéro.  La  fractiop, 


y        (a  — a:)(8  — x) 
jmsserait  donc  du  positif  au  négatif  par  Finfini, 

585.  Cette  propriété  est  générale ,  une  quantité  variable , 
gui  croît  ou  décroit  d'une  manière  'continue ,  ne  peut  passer 
du  positif  au  négatif  que  par  zéro  ou  l'infini. 

586.  Décomposer  le  nombre  donné  22b  ,  en  deux  parties  po^ 
sitives  dont  le  produit  soit  le  plus  grand  possible!  Si  la  i^^  partie 
est  (A  -+•  a?) ,  la  a*  sera  ai  —  {b  +  x) ,  ou  (b  —  x)  ;  le  pro- 
duit de  ces  parties  sera  donc  (b  +  x)  (i  —  oc) ,  ou  (6*  —  x*). 
Pour  que  ce  produit  soit  positif  et  le  plus  grand  possible ,  il 
£iut  que  x  soit  zéro  ;  chaque  partie  est  alors  ég^e  i  b,  et  le 
produit  derient  égal  à  6*.  On  en  déduit  cette  règle  générale. 

587.  Lorsque  la  somme  de  deux  facteurs  variables  est  une 
constante  sb;  la  valeur  dex,  qui  rend  le  produit  le  plus  grand 
possible,  s*  obtient  en  égalant  les  facteurs.  Chaque  facteur  de-- 
vient  égal  à  la  demi-somme  b  des  facteurs ,  et  lé  MAXIMUM 
du  produit  est  le  quarré  b*  de  cette  demi-^omme.  Cette  règle 
suppose  qu'on  n'admet  que  des  facteurs  positifs.  Ainsi ^  étant 
donnée  V équation  indéterminée, 

y  =  (aa — oc)  (x  —  ai)  ,  dans  laquelle  on  suppose  aa>  a6. 

Pour  trouver  le  maximum  de  y ,  lorsque  x  est  moindre  que 
5UL  et  plus  grand  que  ai  ^  on  remarquerai  que  la  somme  des 
facteurs  étant  une  constante  a  (a  —  A)  ,  la  valeur  de  x  qui  rend 
le  produit  maximum  y  sera  fournie  par  l'équation. . . 

X  —  ai  =  aa  —  X  ;  cette  équation  donne  x  =  a  -f-  6, 

Ainsi^'  en  n'admettant  que  des  facteurs  positifs  j  la  valeur  de  x^ 
qui  rend  le  produit  (aa— -x)  (x— ab)  le  plus  grand  possible  ^ 
est  la  moyenne  arithmétique  entre  aa  et  ab  (n®  5a3).  On  peut 
démontrer  que  x  augmentant  depuis  ab  jusqu'à  (a  -4-  b)  ,  le 
produit  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  (a — b)*  ;  et  que  x  co/i- 
tinuant  à  croitre  depuis  (a  -{-  b)  jusqu'à  aa^  le  produit  diminué 
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depuis  (a  —  hy  jusqu'à  zéro.  En  effet ,  la  somme  des  factemv 

positifs  (2a — x)  et  (a>— ai) ,  étant  a  (a— i)  ,  on  peut  supposer 


(aa  — x)  =  («  —  *)— JBJ  '  \«  =  x—  (a  -i-b)  =— («  -t-d  — x). 

On  voit  d'abord  que  le  produit  j^  sera  le  plus  grand  possible, 
lorsque  z  sera  zéro  ;  alors  x=.a  +  b',  chaque  facteur  devient 
égal  à  (a  -^  6)  ^  et  la  plus  grande  valeur  du  produit  y ,  est 
(a  —  by.  On  voit  aussi  que  x  augmentant  depuis  a&  jusqn  a 
(<z  +  i) ,  alors  x  <  a  +  ^  >  («  +  *  —  ^)  est  positif  et  diminue» 
z  est  négatif  et  diminue  depuis  (a — 6)  jusqu'à  zéro;  le  produit  jr 
augmente  depuis  zéro  jusqu'à  (a  —  by.  Enfin  ,  x  continuant 
à  croître  depuis  (a  +  b)  jusqu  à  aa ,  alors  a:  >  a  •+-  é  ;  la  va- 
leur X  —  (û+i)  de  z  est  positive  ,  et  augmente  depuis  zéro  jus- 
qu'à (a  —  6)  ;  la  valeur  (a —  byr^z^  du  produit  y,  diminue 
donc  depuis  (a  —  by  jusqu'à  zéro.  Cette  analyse  est  celle  du 
n^  584;  généralisée.  On  pourrait  analyser  de  la  même  manière 
le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs. . 

588.  La  somme  de  deux  nombres  positifs  est  aa.  Dans  quel 
cas  le  produit  de.  ces  nombres  sera-t-il  le  plus  grand  possible? 
Si  X  et  y  désignent  ces  nombres ,  on  aura. . . 

a; -(->'  =  fia;  d'où  j^==3a— -a:. 

Donnant  à  x  des  valeurs  arbitraires ,  moindres  que  aa,  on  en 
déduira  des  valeurs  positives  de  3^ ,  et  le  produit  xy  prendra 
différentes  valeurs  positives.  On  a  vu  (n®  687)  que  la  plus 
grande  de  ces  valeui»  correspondait  à  x  r^y  =  a ,  ce  qui  donne 
c*  pour  le  maximum  du  produit  «ry.  Ainsi ,  etqnt  donnée  l'équa- 
tion x-f-  y  =  aa,  entre  les  indéterminées  positives  x-et  y,  le 
MAXIMUM  du  produit  xy  est  a^. 

589.  Décomposer  le  produit  donné  b^,  en  deux  facteurs  po- 
sitifs, dont  la  somme  soit  la  plus  petite  possible.  Cette  plus 
petite  valeur  est  ce  qu'on  ilomme  le  minimum  de  la  somme. 
Si  a;  et  ^  désignent  les  deux  facteurs  du  produit  6*,  on  aura 

xy  =  b^',   d'où^  =  -, 
!a  somme  (a?-f-jy)  doit  être  un  minimum. 
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Doxinant  à  x  des  valeurs  arbitraires ,  on  obtiendrait  les  va- 
leurs correspondantes  de  j^;  en  divisant  b^  par  x',  la  somme 
(x  +y^,  des  facteurs ,  prendrait  diverses  valeurs;  il  s'agit  de 
découvrir  la  plus  petite  de  ces  valeurs ,  ou  le  minimum  de 
(x-f-jr).  Par  exemple,  si  le  produit  était  36,  on  pourrait 
prendre  pour  facteurs/. . 

3$et  I  ;    ou    i8et3;    ou    laetS;    on    9  et  4$    ou    6et6j    on  eU. 

les  sommes  de  ces  facteurs  étant. . . 

(36-4-1)  ou  37J  (i8-*-a)  ou  aoj  (ia-*-3)  ou  iSj  (9-+-4)  o^  *3  ;  (6-*-6) ou  la j  ou  eie. 

On  voit  que  la  somme  des  facteurs  est  d* autant  moindre  y  que 
les  facteurs  diffèrent  moins  ;  de  sorte  que  la  somme  des  fac-^ 
teuTs  est  la  plus  petite  possible,  lorsque  chaque  facteur  est  é^al 
à  6,  c'est^'dire,  à  la  RACINE  QUARRÉE  du  produit  donné  36. 
On  pourrait  s'assurer  que  la  même  propriété  convient  à  des 
sombres  quelconques  ;  de  sorte  que,  dans  l'équation  xyr=b% 

Je  MINIMUM  €fc  (x  +  y)  a  Heu ,  lorsque  x  =  y  =  {/^z=zb. 
En  voici  la  démonstration  générale  ;  on  a . . . 

.a:-f-y=ra:H —  =  — -i- — ;  soit  a;  =  6  +  2i;  alors...   . 

XX 

(b  H-  *)*-*-  ^*  _  a^*  -»-  a&z  -h  z'  _  a&  (&  -h  z)  -h  z» ,         «« 

Le  facteur  0?  devant  être  positif,  &  -f*^  est  positif;  la  plus^ 

petite  valeur  de  (x  +  j^)  aura  donc  lieu  lorsque  ,  sera 

zéro,  c'est-à-dire  lorsque  2=0;  d'où  x=b  ^yznb^x  +^= aft. 
Cela  démontre  que  dans  V équation  xy  =  b* ,  entre  les  indéter^ 
minées  positives  x  et  y ,  le  MINIMUM  ab  de  (x  +  y)  «  Heu  lors- 
que x  =  y=v/b*  =  b. 

Les  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre  sont  destinés 
à  donner  une  idée  de  la  théorie  des  maxima  et  des  minima, 
Les  élèves   en  trouveront  des  exemples  intéressans  dans   la 
Géométrie  de   M.  Legendre ,  et  dans  les  Traités  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  dç  MM.  Lacroix  et  Garnier. 
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Théorie  des  inégalités. 

590.  Quand  on  n'a  égard  qu*aux  valeurs  ahêolues  det  quantUéi,yk 
peut  traiter  Us  inégalités,  d'après  les  principes  établis  pour  les  équadtmi 
car  en  effectuant  les  mêmes  opérations  -sur  des  ^pantitët  iuëgalo» ,  la  ploi 
grand  rësuliat  doit  correspondre  à  la  pins  grande  quantité.  Une  inégaiUé  tCeU 
donc  pas  troublée ,  lorsqu'on  effectue  les  même»  opérations  sur  ses  deux 
wsembres.  Ainsi ,  de  Tinegalite'. . . . 

4  <C  7  )  oû  peut  pa^er  aux  suivantes.  .^  • 

4-+-3<  7-f-3,  ou    7<io}  4  — 3<7  — 3,  ou  I  <4j 

4       7 
4  .   3  <^  7    .  3 ,  ou  la  <  21  j  ^  <  ^. 

591.  Les  règles  données  pour  résoudre  les  èquaMions  ,  s'applupunî  sm 
valeurs  absolues  des  inégalités.  Ainsi ,  les  inégalitëi. ... 

ar-^5<7;    *  —  5<7;    3x<iaj    1^4»  donttait.. . 

«<7— 5;*<7-^5;      *<y;«<3.4 

Pour  résoudre  Tin^alité. ...  * 

On  en  multipliera  les  deux  membres  par  60 ,  qui  est  le  plus  petit  noflibce 
divisible  par  les  dénominateurs  3  ^  4  >  5 ,  60  j  il  en  résultera. . . . 

i!»o  4^0    ^  iSojT        4ao        ,a  fio 

ou...  fyix  —  84  <C  45j"p  —  io5  -^  480  —  laoa?  -^  1  ; 

ou...  ^ox  —  84   <   376  —  75jr. 

On  en  déduit. . . . 

4ox  -4-  75jc  <    376   -+-  84  j    ii5x  <  4^  9    *  <  4- 

^inégalité  proposée  exige  donc  que  la  valeur  de  x  soit  moindre 
que  4.  Et  en  effet ,  si  Ton  effectue  les  calculs  ,  on  verra  que  tout  nombre 
moindre  que  4  »  substitue  pour  x  dans  cette  inégalité  ,  y  satisfait  ;  tandis 
que  toute  valeur  de  x  égale  à  4  oti  plus  grande  que  ^  y  ^e  satisûdt  pas. 

Sga.  £n  général ,  une  inégalité  en  x ,  donne  une  limite  de  l'inconnue  x; 
tandis  qu'une  équation  en  x  ,  donne  la  valeur  de  Pinconnue  x. 

593.  Le  système  de  deux  inégalités  en  x ,  donne  deux  limites  de  x; 
et  le  problème  qui  conduit  à  ces  inégalités  ^  peut  être  indéterminé  ^ 
déterminé  ou  impouible»  Eu  Toki  dts  eztmples« 
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.  5^4^  Z«  double  d*un  nombre ,  diminué  de  5,  est  plus  grand  que  35  ; 
^t  le  triple  du  même  nombre ,  diminué  de  7  ,  est  plus  petit  que  son 
dottble,,  augmenté  de  i3.  Quel  est  ce  nombre  ?  Si  x  désigne  le  nombre 
inGonnu  ^  les  conditions  du  problème  conduiront  aux  deux  inégalités,  • . . 

ax  —  5>a5;    3*  —  ^<2jr-*-i3î 

ma  en  d^nit. . .  x  ^  i5  ^  x  <  uo. 

On  peut  donc  prendre  pour  x ,  tout  les  nombres ,  entiers  et  fractiennaires  » 
compris  entre  i5  et  ao.  Ce  qui  donne  "une  infinité  de  solutions. 

595.  Un  berger  j  interrogé  sur  le  nombre  de  ses  moutons ,  répond* 
Co  nombre  est  tel ,  que  son  double  diminué  de  5  ,  est  plus  grand  que 
a5;  et  son  triple,  diminué  de  7,  est  plus  grand  que  son  double  aug^ 
mente  de  i3.  Qttel  est  le  nombre  des  moutons  ?  Si  x  désigne  ce  nombre  » 
on  sera  conduit  aux  inégalités .... 

3ur  — 5>a5;    3x  — 7<a4r-M3,    qui  donnent    x>i5;    x<ao. 

Ces  inégalités  admettent  donc  une  infinité  de  solutions  ^  mais  comme  la 
nature,  du  problème  actuel  impose  à  Tinconnue  x  ,  la  condition  d'être  un 
nombre  entier  positif;  le  nombre  des  moutons  ne  peut  être  que  16,  17 ,  xS', 
on  ig.  Ce  qui  donne  quatre  solutions. 

5g6.  Un  officier  commande  une  compagnie;  chaque  rang  est  composé 
de  six  soldats  ;  le  nombre  total  des  soldats  est  tel ,  que  son  double 
diminué  de  5,  est  plus  grand  que  oS  ;  et  son  triple  diminué  de  *]  ,  est 
plus  petit  que  son  double  augmenté  de  i3.  On  demande  le  nombre  des 
soldats.  Si  X  désigne  ce  nombre,  on  trouvera  x^  i5  et  x  ^ao.  Mais  le 
nombre  x ,  des  soldats ,  doit  être  entier  et  divisible  par  6.  On  ne  peut  donc 
prendre  qi)A^  =  18.'  Le  nombre  des  soldats  était  donc  18.  La  compagnie 
était  formeÊÊ^  trois  rangs  de  six  hommes, 

597.  Une  'femme  porte  un  certain  nombre  d'œufs  au  marché;  ce 
nombre  est  tel ,  que  son  triple  augmenté  de  iy  est  plus  grand  que  son 
double  augmenté  de  61  ;  et  son  quintuple  diminué  de  70 ,  est  plus  petit 
que  son  quadruple  diminué  de  9.  Quel  était  le  nombre  des  oeufs  ? . 
Si  X  désigne  ce  nombre  ,  la  traduction  algébrique  des  conditions  du  pro- 
blème ^  conduira  ans  inégalités 

3x-+-a>îx -+-61  ;    5x--7o<4x  — g; 
<m  en  déduira....  x  "^5^;     x<^6i. 

Mais  X  doit  être  un  nombre  entier.  La  femme  portait  donc  60  œufs. 

598.  Le  double  d'un  nombre  ,  diminué  de  5 ,  est  plus  petit  que  a5 , 
et  son  triple  diminué  de  7 ,  est  plus  grand  que  son  double  augmenté 
de  i3.*  Quel  est  ce  nombre  ?  Si  x  désigne  le  nombre  cherché ,  on  a^ra. . . 

îm:— 5<q5;    3x  — 7>ax-hi3j    d'oii    x<  i5,    et    x>2o. 

Ces  deux  'dernières  inégalités  étant  coairadîctoires  j  il  n'cxisto^auciui  nombre  ' 
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qui  puisse  satisfaire  ans  inégalités  proposées.  Le  problème  n'est  donc  sus^ 
ceptihle  d'aucune  solution. 

599.  Lorsqu'on  ne  peut  pas  déterminer  directement  la  valeur  d!uM   | 
quantité  ,  on  a  quelquefois  recours  aux  inégalités ,  pour  démontrer  que 
cette  quantité  ne  peut  être  ni  plus  grande  y  ni  plus  petite  qu'une  gran,' 

.deur    connue.    Il  en  résulte  alors  que  cette  grandeur  est  la  valeur 
exacte  de  la  quantité  cherchée  (*).  En  voici  des  exemples 

600.  Le  dpuble  d'un  nombre  t  augmenté  de  *]  y  ne  peut  surpasser  19; 
le  triple  du  même  nombre  ,  diminué  de  S ,  ne  peut  être  moindre  que  i3» 
Quel  est  ce  nombre  ?  Si  x  désigne  le  nombre  demandé^  on  aura. . . . 

ax-4-7>i9;    3x  — 5<i5; 
on  en  déduit a:^6j      x^6. 

Le  nombre  inconnu  x  ne  peut  donc  être  ni  plus  grand  ni  plus  petit  que  6; 
et  comme  on  suppose  que  le  nombre  désigné  par  x  existe;  on  peut  en 
conclure  que  le  nombre  inconnu  est  égal  à  6. 

601.  Une  personne  interrogée  sur  Vâge  qu'elle  a  ,  répond  :  le  nombre 
de  mes  années  est  tel ,  que  son  double  diminué  de  5 ,  /te  peut  être  plus 
petit  que  55  ;  et  son  quintuple ,  diminué  de  *j  y  ne  peut  être  plus  grand 
que  son  double,  augmenté  de  83.  Quel  est  cet  âge  ?  Désignant  FÀge 
cherché  par  x  années;  on  sera  conduit  aux  inégalités.... 

2x— 54^55;    5x— 7  ^  aar -h  83  ; 
on  en  tire. ...  a:  <|^  3o  ;       x  ^  3o  ;    d'où    x  =  3o. 

La  personne  auait  donc  3o  ans. 

602.  Pour  prévenir  les  erreurs,  nous  ^Uons  énoncer  les  propriétés  prin- 
cipales des  inégalités  ,  en  ayant  égard  aux  effets  des  sigàÊ^-^-  et  — . 
Les  élèves  pourront  s'exercer  à  démontrer  généralement  ces  propriétés. 

603.  Une  inégalité  n^èst  pas  troublée ,  lorsqu*on  ajoute  a  ses  deux 
membres ,  ou  lorsqu'on  en  retranche  une  même  quantité.  De  sorte  que 
pour  faire  passer  un.  terme  d'un  membre  dans  un  autre  ,  il  suffit  d'en 
changer  le  signe.  Ainsi ,  les  inégalités. . . . 

x-+-3>5;    X— 2<4,    donnent    x>5— 3;    x<4-Ha. 


(*)  Pour  indiquer  qu'une  quantité  ne  peut  pas  être  plus  grande  ou  plus 
petite  qu'une  autre,  nous  ferons  usage  des  signes.... 

*  < 

qui  signifieront.... 

ne  peut  pas  être  plus  grand;    ne  peut  pas  être  plus  petit. m 
De  sorte  que  x  ^  5  signifiera  que  x  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  5  ; 
«»t  X  <  5  signifiera  que  x  ne  peut  pas  être  plas  pettt  que  5.  On  déduirait 
de  ces  deux  coaditidiu  que  xz:i5* 


D'  À  L  G  E  B  R  E.  54q 

6p4*  ^'^  nombre  positif  étant  plus  grand  que  zéro ,  il  en  résulte  qu'en 
9aleur  relative ,  un  nombre  positif  est  toujours  plus  grand  qu^  un  nombre 
èêégàtif  Par  exemple^  -f-  a  >  —  5.  Ponr  s'en  conyaincre^  il  suffit  d'ajouter  5 
4  chaque  membre ,  on  aura  5  -f-  a  >  5—5  ,  ou  7  >  o ,  ce  qui  est  ërident. 

6o5'  En  valeur  relative  ,  un  nombre  négatif  est  plus  petit  que  zéro» 
Par  exemple ,  —  5  ^  o.  Pour  s'en  conyaincre  ,  on  ajoutera  7  à  chaque 
Biembre ,  ce  qui  donnera ..... 

7  —  5<7-t-o,    ou    a<7. 

'  606.  En  valeur  relative  ,  un  nombre  positif  est  d'autant  plus  grand, 
-  iju'il  renferme  plus  d'unités  ;  et  au  contraire ,  un  nombre  négatif  est 
d'autant  plus  petit,  qu'il  renferme  plus  d'unités.  Par  exemple. .. 

-h  5  >  -f-  3  ;    au  contraire    —  5  ■<  —  3. 

L^exactîtude  de  la  x^*  in^galit^  est  ëyideute;  pour  y^rifier  la  2*,  on  ajoutera  $■ 
k  chaque  membre^  ce  qui  donnera  8  —  5^8  —  3,  ou  3^5. 

L'inëgalitë  —  5  <  —  3  ,    donnant    -f-  5  >  H-  3  , 

607.  On  en  déduit  qu'une  inégalité  n'est  pas  troublée ,  lorsque  chanf 
^eant  les  signes  de  ses  deux  membres,  on  renverse  le  signe  d'inégalité. 
Jïe  sorte  que  les  deux  membres  changeant  de  signe ,  leurs  valeurs 
relatives  changent  aussi. 

608.  On  n'altère  pas  une  inégalité ,  en  multipliant  ou  en  divisant  ses 
deux  membres ,  par  une  quantité  positive.  Ainsi ^  les  inégalités. . .  • 

3jf  <  la  ;     «  <  2  î    donnent    a:  <  -5-  ;     a:  <  a. 5. 

609.  Pour  qu'une  inégalité  ne  soit  pas  troublée ,  quand  on  multi^ 
plie  ou  qiûon  divise  ses  deux  membres  par  une  même  quantité  néga- 
tive ,  il  faut  renverser  le  signe  d'inégalité.  Eii  effet ,  les  deux  membres 

'  changeant  de  signe ,  leurs  yaleurs  relatiycs  changent  aussi  (  n^  607  )  j  le  plus 
^pand  résultat  correspond  donc  au  plus  petit  membre.  Ainsi ,  l'inégalité. . , 

a  4 

a < 4 ,    donne    — 3.a>  —  3.4,    et >  —  -• 

610.  Lorsqu'on  divise  une  même  quantité  positive ,  par  chaque  membre 
^une  inégalité ,  si  les  deux  membres  ont  des  signes  semblables ,  il  faut 
^^nv€rser  le  signe  d'inégalité  ;  et  s'ils  ont  des  signes  dijférens  ,  il  faut 
conserver  le  signe  tf  inégalité.  L'inverse  aurait  lieu ,  si  le  dividende 
^tait  négatif  Par  exemple ,  les  inégalités .... 

-ha<-t-5j    et    -h3>  —  6,  donnent. . . 

3o  i-^r.  -+-3o^-+-3o  ..N^r 

ou       i5>65      «ï  -:irr> — ^,  ou -♦-io>— 5. 


et 

H-3  >    -6 

et 

—  3o  ^  —  3o 
■-+-3    ^   —6 

ou    —  i5<— 6j    et  -:t^< — 77-^,  ou  —  io<-f-5. 
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6i  I.  Ayant  plMisieurs  inégalités ,  si  Pon  ajoute  Us  plus  pet^s  memi»^\ 
0ntre  eux, ainsi  que  les  plus  grands 9  la  plus  petite  somme  corrpspfminA 
aux  plus  petits  membres*  Cela  ««t  «Tifleiit*  ^insi  1  Icf  iiu%iitifiéi...f 

a<55    3<7;    4<9>    donntni... 
a-4-3-+-4<5-*-7-*-9;    ou    9^  ai. 

6ia.  Lorsque  les  membres  de  plusieur»  inégalités  sont  positifs  ^  si 
l'on  multiplie  les  plus  petits  membres  entre  eux ,  ainsi  que  les  pbu 
grands  y  le  i""  produit  sera  plus  petit  que  le  seeond.  Aion ,  ie»iiiëp£| 

3<4  9    ^K,^  }    ^K^^i    donnent    3,2,"]  ^^.S.io  i    on    4^^^oe^' 

6i3.  Lorsque. les  deux  membres  iTune  inégalité  sont  positifs  ^  onpeet 
les  élever  à  une  puissance  positive  quelconque  y  sans  troubler  Pinégtb^.^ 
iité  (n<*  61 3  j .  Ainsi ... 

a<3,  donne  a^<34,  ou  i6<8i;    et    a^h,  donne  a*<**; 

r^pro^ement. ...  a"*^  6"*^    donne    a  ^  5« 


Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 


Il 

1 


6i4*  Nous  ayons  vu ,  en  Arithmétique ,  comment  on  poorait 
trouvjsr  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  plusieurs  nombres. 
Il  8*agit  actuellement  d'étendre  cette  théorie  aux  polynômesalgé 
briques.  Les  déBnitioçs  relatives  aux  facteurs  des  nombres  >  éta- 1 
blies  dans  l'Arithmétique ,  s*appliquent  aux  quantités  littérales,  m 
Ainsi,  un  facteur  premier  est  celui  qui  n'est  divisible  que  par  lid-^W 
même  et  t unité.  Un  polynôme  exprime  toujours  le  produit  de  ses\ 
facteurs  premiers.  Le  commun  diviseur  sntre  plusieurs  quantités, 
est  une  quantité  qui  les  divise  exactement.  Des  quantités  sont p^ 
mières  entre  elles ^  lorsqu'elles  n'ont  aucun  fçicteur  commun.  Im 
diviseurs  d'une  quantité^  sont  ses  facteurs  premiers ,  et  lespror 
duits  â  à  a,  3  à  3,  etc. . .  de  ces  facteurs.  Le  plus  grand  de  tous 
les  diviseurs  communs  à  plusieurs  quantités ,  est  leur  plus  grand  W 
commun  diviseur;  il  exprime  le  produit  de  tous  les  factei£nl 
premiers  communs  à  ces  quantités.  De  sorte  quen  divisçmtdts^ 
quantités  par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  les  quotiensJP: 
n'ont  plus  de  facteurs  communs;  ces  quotiens  sont  donc  pn» 
miers  entre  eux. 


fer 
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61 5.  Le  plas  grand  commtin  diviseur  entre  deux  quantités, 
étant  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  ces 
deux  quantités^  on  n'altère  pas  le  plus  grand  commun  diviseur^ 
en  introduisant  ou  en  supprimant  des  facteurs  non  communs. 
Par  exemple ,  si  C  et  B  n*ont  aucuns  facteurs  communs  ^  le 
plus  ffand  commun  diyîseur  entre  Cj4  et  ^^ 'sera  le  même  que 
celui  des  quantités  A  et  B.  Le  polynôme ... 

a;'  —  (a  +  i  +  c)a:*-f"  (^  +  ûc -|- bc) x  —  abc. 

Exprimant  le  produit  des  trois  facteurs  premiers  (^X'-^a)  ^ 
(pç — b),(x —  c) ,  ses  diviseurs  premiers  sont  (x — a),  (a?— 6), 
(^— 'c)  ;  ses  diviseurs  du  second  degré ,  sont 

(x  —  a)  («  —  6) ,  ou  x*  —  (a  +  i)  ^  +  ûè , 
(x  —  a)  (x-'-'C^ ,  ou  X*  —  (a  +  c)  a:  +  ac  , 
(x  —  6)  (x  —  c) ,  ou  X*  —  (i  +  e)  x  -f-  6c. 

Et  en  effet ,  si  Ton  divise  le  polynôme  proposé  par  chacun  de 
ces  diviseurs ,  on  trouvera  des  quotiens  exacts.  Soient  les  troia 
quantités ... 

^Les  facteurs  communs  à  ces  trois  quantités  ^  sont  5,  €^,  b^g 
(x  —  6).  Le  produit  3a*i*  (x  —  i) ,  de  ces  facteurs ,  est  le  plu» 
grand  commun  diviseur  de  ces  polynômes.  En  les  divisant  par 
ce  plus  grand  commun  diviseur^  les  quotiens. . . 

i2i(x  — c),     ai*(x*— cQ,     5a^(x — c)  (x  — e) 

n'ayant  plus  de  facteurs  communs,  sont  premiers  entre  eux.  La 
froduit  des  facteurs  monômes  communs  à  plusieurs  quantités^  est 
leur  plus  grand  commun  diviseur  monôme  ;  et.  le  produit  des 
facteurs  polynômes  communs  à  ces  quantités  ^  compose  leur 
plus  grand  commun  diviseur  complexe.  Le  produit  de  ces  deux 
communs  diviseurs ,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
quantités  proposées.  Ainsi ,  dans  l'exemple  précédent ,  les  plus 
grands  communs  diviseurs  ,  monôme  et  complexe ,  étaient 
3a*6*  et  (x —  i).  Ces  conventions  établies,  passons  à  la  mé^^ 
thode  du  plus  grand  commun  diviseur. 
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616..  //  s*e^it ,  étant  donné  un  nombre  quelconque  de  qtuabi^ 
tités ,  de  trouver  leur  plus  grand  commun  diviseur.  La  solatÛMi 
de  ce  problème  est  fondée  sur  le  principe  suivant  : 

€17.  La  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  zui 
nombre  quelconqi^de  quantités  ^  se  réduit  toujours  à  celle,  du 
plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  quantités.  Eln  effet  ^ 
soient  trois  quantités  quelconques  A  y  B  ^  C\  si  l'on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  cT ,  entre  A  ^X.  B  ^  eX\e  pins 
grand  commun  diviseur  d^  entre  cZ^  et  C;  je  dis  q^e  d  sera  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  trois  quantités  A^  B,  C;  car 
d!  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ^  et  ^0  ^  on  a 

A  =  qd'  et  B=.  q'à! ,  (^  et  q'  sont  premiers  entre  eux)  ; 

éî  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  d!  et  C ,  on  a 
d!  =ipdet  C=zp'd,  {jp  et//  n*ont  aucuns  facteurs  communs). 
Mettant  pour  d!  sa  valeur  dans  celles  de  ^  et  ^ ,  on  trouve .  '.  • 

A  =  qpd^     B  =  q'pd  ^     C-zzzp'd, 

On  voit  donc  que  e2  est  commun  diviseur  des  trois  quantitéi 
A^B  y  C  D'ailleurs-,  les  quantités  qp,  c[p  et  p\  sont  prëmière« 
entre  elles ,  parce  que ,  comme  q  et  q'  sont  premiers  entre  eux, 
si  elles  avaient  un  commun  diviseur  ,  il  devrait  diviser  p  et  p'; 
ce  qui  est  impossible ,  puisque  p  et  p'  sont  premiers  entre  eux; 
la  quantité  d  est  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois 
quantités  A  y  B  ^  C.  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  di- 
viseur entre  quatre  quantités  A  y  B^C,D\  on  cherchera  d'abord 
le  plus  grand  commun  diviseur  d,  de  u4,  5,  C;  le  plus  ^tiand 
commun  diviseur  d" ,  entre  d  et  D  y  sera  celui  des  quantité  < 
proposées.  En  effet,  si  Ton  divise  A,  B  ^  C,  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur  dy  les  quo tiens  q^  q\  q" y  seront  premiers  entre 
eux ,  et  Ton  aura ... 

Ar=.qdy     B^q'dy     C:=zq"d, 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  cl  et  Z7,  étant  d'',  on  a. . . 
dzizpd"^  Dz=:2p'd!\\p  et  p' «ont  premiers  entre  eux). 


V 


\ 
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Substitution  de  cette  valeur  de  d^  dans  les  valeurs  de  A,B , 
donne ... 

j4~pq.df',  B=pq\d!'',  C  =  pq\dr',  D=p'd'\ 

On  voit  que  rf  est  commun  diviseur  de  -^ ,  ^5 ,  C ,  D\  il 
jit  de  prouver  qu'il  est  le  plus  grand ,  c  est-à-dire  que  les 
ïntités  pq  ,  pq\  pq^  et  p',  sont  premières  entre  elles  ;  ceU 
évident ,  car  si  elles  avaient  un  commun  diviseur  ^  comme 
ff ,  9"  sont  premiero  entre  eux ,  il  devrait  diviser  p  et  p\  C6 
est  impossible,  puisque  p  et  p'  n'ont  aucuns  facteurs  com- 
ns;  d"  est  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A,  B, 
D  \  et  comme  on  raiisonnerait  de  la  même  manière ,  s'il  y 
it  un  plus  grand  nombre  de  quantités ,  le  principe  est  dé- 
ntré. 

)i8.  On  en  déduit ,  que  pour  trouver  le  plus  grand  commun 
'iseur  entre  un  nombre  quelconque  de  quantités ,  lorsqu'on 
t  le  trouver  entre  deux,  il  faut  d'abord  le  chercher  entre  les 
ux  premières  quantités  ;  on  dherche  ensuite  celui  qui  existe 
ire  le  plus  grand  commun  diviseur  obtenu  et  la  troisième 
vmtité;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  dernière  quantité;  le  der-^ 
tf  commun  diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherchée 

Si  g.  La  question  est  ainsi  réduite  à  trouver  le  plus  grand 
Hmun  diviseur  entre  deux  quantités  quelconques.  Représen^- 
i^les  par  A  et,  B  \  iiommons  d  leur  plus  grand  con;mun 
aenr ,  et  supposons  A^  B,  Ce  plus  grand  commun  divi- 
r^  devant  diviser  ^  et  ^^  ne  peut  pas  être  plus  grand  quo 
et  si  J?  divisait  A ,  alors  B  serait  le  plus  grand  commun 
ikear  demandé.  Divisons  donc  A  par  B  \  nommons  q  le  quo-; 
tt^  et  r  le  reste  ;  on  aura. . . 

^  =  ^(7  +  r ;    d*ou    r^^A^-^Bq. 

le  reste  r  est  zéro  y  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché 
91  j8  ;  si  r  n'est  pas  zéro ,  le  plus  grand  commun  diviseur 
Érché  ne  sera  pas  égal  à  B ,  mais  il  sera  le  même  que  celui 
c'JB  et  r.  En  effet;  si  d'  désigne  le  plus  grand  commun  divi- 
W  «Btrc  B  et  r^  «lors  d\  divisera  (Bq  +  r) ,  ou  -^  ;  d'  diviser^ 
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donc  AetB\d  ne  peut  donc  pas  être  plus  grand  que  le  p 
grand  commun  dis/iseurà,  de  A  et  B.  Mais  d^  divisant  ji  et 
divise  (-^ — Bq)  ,  ou  r  ;  donc  d  divise  B  et  r',  donc  à  nep 
pas  être  plus  grand  que  le  plus  grand  commun  diviseur  i' 
B  et  r.  Les  quantités  d  et  d',  ne  pouvant  pas  être  plus  gran 
l'une  que  P autre  ,  sont  donc  égales, 

620.  Donc  en  général,  le  plus  grand  commun  diviseur 
deux  quantités ,  est  le  même  que  le  plus  grand  commun 
\fiseur  entre  la  plus  petite  de  ces  deux  quantités ,  et  le  reste 
la  division  de  la  plus  grande  par  la  plus  petite, 

621.  La  question  étant  réduite  à  trouver  le  plus  grand  coi 
mun  diviseur  entre  iff  et  r ,  on  divisera  B  par  r;  soit  q'  le  qi 
tient ,  et  /  le  reste  ;  si  /  est  zéro ,  r  sera  le  plus  grand  coi 
mun  diviseur  entre  j5  et  r ,  et  par  conséquent  entre  A  eil 
si  /  n'est  pas  zéro ,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A%i 
ne  sera  paà  r ,  mais  il  sera  le  même  que  celui  de  r  et  /  (n®  Gac 
On  divisera  donc  r  par  /  ;  et  suivant  que  cette  division  s'eff© 
tuera  exactement  ou  non  ,  le  plus  grand  commun  diviseur  che 
ché  sera  ou  ne  sera  pas  /.  Continuant  à  diviser  les  restes  su 
cèssifsles  uns  par  les  autres,  le  reste  qui  divisera  excu^temt 
le  reste  précédent ,  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  ent 
tous  les  restes ,  et  par  conséquent ,  il  sera  aussi  celui  des  qim 
tiiés  proposées.  Examinons  dans  quels  cas  on  parvient  â  un  rejl 
qui  divise  exactement  le  reste  précédent. 

622.  Lorsque  les  quantités  A  et  B  seront  des  nombres 
tiers ,  en  divisant  A  par  B ,   le  reste  sera  tout  au  plus  ^ 
à  (^1 — 1);  divisant  ensuite  B  par  ce  reste,  le  reste  sera 
au  plus  égal  à  (^  —  2) ,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  qu'a] 
B  divisions  tout  au  plus ,  on  parviendra  à  un  reste  (^B  —  B) 
zéro.  Les  deux  restes  précédens  étant  divisibles  Tun  par  Tau 
le  plus  petit  de  ces  deux  restes  sera  le  plus  grand  co 
diviseur  entre  A  et  B.  On  en  déduit  cette  règle  générale  : 

623.  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
nombres ,  divisez  le  plus  grand  nombre  par  le  plus  petit;  divii 
ensuite  le  plus  petit  nombre  par  le  reste  de  cette  division^ 
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irisez  le  i^^  reste  par  le  2',  et  continuez  à  diviser  les  restes  suc^ 
cessifs  les  uns  par  les  autres ,  jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à 
un  reste  égal  à  zéro;  ce  qui  arrivera  toujours  après  un  nombre 
de  divisions  tout  au  plus  égal  au  plus  petit  des  deux  nombres 
proposés.  Le  reste  qui  aura  exactement  divisé  le  reste  précédent , 
sera  le  plus  grand  commun  diviseur  demandé.  Cette  règle  , 
combinée  avec  celle  du  n°  G18 ,  donne  le  moyen  de  trouver  la 
plus  grand  commun  diviseur  entre  plusieurs  nombres. 

6a4-  Lorsque  les  quantités  AetB  sont  littérales ,  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur  repose  sur  ce  principe  : 

6a5.  Quand  un  polynôme  a  un  diviseur  indépendant  de  la 
lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné,  ce  diviseur  doit  di-* 
'  iriser  les  coeffîciens  des  différentes  puissances  de  cette  lettre.  En 
effet,  soit  le  polynôme. . . .  • 

A  +  Bx  4-  Cx*  +  etc.  ;  (^,  B,  C,  etc.  sont  indépendans  de  x) 

ordonné  par  rapport  à  a;  ;  si  ce  polynôme  a  un  diviseur  d 
indépendant  de  a; ,  on  aura. . . 

(1)...  A  +  Bx+Coif+^tc.dpqd', 
et  q  sera  de  la  forme . . . 

a  +  ix  -f-  ex*  +  etc. 
Cette  identité  étant  vraie ,  quel  que  soit  Xy  on  peut  y  sup- 
poser a:  =  0  ;  alors  A^  B ,  C,  etc. ,  qui  sont  indépendans  de  a:, 
lie  changeront  pas ,  et  (7  se  réduira  à  a.  On  aura  donc  u^=f=ac{; 
ce  qui  prouve  que  A  est  divisible  par  d.  Ainsi,  lorsqu'un  poly^ 
nome  ordonné  par  rapport  àx^aun  diviseur  indépendant  de  x, 
ce  diviseur  divise  le  terme  indépendant  de  x.  On  en  déduit  que 
B  y  Cy  etc. ,  sont  divisibles  par  d  ;  car  en  mettant  da  pour  A  ; 
l'identité  (1)  donne. . . 

07(5+  Cj7  +  etc.)=|aci((/  — a). 

Le  second  membre  étant  '  divisible  par  rf,  le  premier  l'est 
aussi;  mais  d  et  x  n'ont  aucuns  facteurs  communs,  rf  doit  donc 
diviser  le  2*=  facteur  B+Cx  +  etc.  (n**  4^3)  ;  donc  d  divise  B, 
et  ainsi  de  suite. 

€a6.  On  en  déduit  que  tout  polynôme  dans  lequel  Fun  dês 
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coefficiens  de  x  est  l'unité ,  n'a  pas  de  diviseur  indépendant 
de  X.  Voici  ^eux  polynômes  de  cette  espèce  : 

x*+  (a*— i*)  X  +  a ,  et  {a— h)  x^+x^^  (a»— i*)x + (a?— i^j, 

6127.  Il  résulte  du  principe  du  n**  626,  que  pour  diviser  vn 
polynôme  par  une  quantité. indépendante  de  la  lettre  par  rap^ 
port  à  laquelle  on  a  ordonné ,  il  suffit  d'effectuer  la  division  sut 
les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  cette  lettre.  Ainsi ,  pour 
diviser  le  polynôme . . . 

par  (a  —  1) ,  on  divisera  les  coeiBciens  de  x ,  par  (a  —  1)  ;  les 
quoti  jns  seront . . . 

(rf  +  a+O,  (a— 1),  (a+i),  — (a*  +  a5  +  i)  ,  1  ; 

le  quotient  de  la  division  du  polynôme  proposé  par  (a— 1)^ 
est  donc . . . 

(a*+a+ 1)0:^-1- (a— i)x'+(«4. 1)0;* — (a*+ai  +  i)x+i. 

6a8.  Pour  diviser  un  polynôme  par  un  monôme ,  il  suffit  de 
diviser  chaque  terme  du  polynôme  par  le  diviseur  ;  la  somme 
des  quotiens  partiels ,  compose  le  quotient  total.  Ainsi,  pour 
diviser, . . 

6a'i»  (a^—  1)  x»  —  Soû^^i'  (a  +  1  )x  It 

.par  6a^b^ ,  on  divisera  chaque  terme  du  dividende  par  6a*i*; 
les  quotiens  seront . . . 

6^1^; 4=a(a«-.i)x-5   ^^ ^  4i-5^(fl4-i)x. 

la  somme  de  ces  quotiens  partiels  donnea(a*-i)x'*-5i(a+i)x  [ 
pour  le  quotient  total. 

629.  Revenons  maintenant  à  notre  objet  ,  et  supposons 
d'abord  que  les  quantités  A  et  B  ne  contiennent  qu'une  seuU 
lettre  a ,  combinée  avec  des  nombres  ;  elles  sont  alors  de  U 
forme ... 

Les  cxposans  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  positifs ,  et  lu 
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5-  eoelliciens  p,  (/,»•  >s,  t\  p\  q\  .  .s' yif  ^  désignent  de»  nombres 
entiers ,  positifs  ou  négatifs.  Tant  que  les  exposons  m  et  n  no 
sont  pas  donnés  en  nombres,  on  ne  peut  écrire  que  les  pre- 

"    iniers  et  derniers  termes  de  chaque  polynôme  ;  et  Ton  met 
jes  points  pour  tenir  la  place  des  termes  intermédiaires  qui 
sont  sous-«ntendus.  Si  m  était  égal  à  3,  le  polynôme  A  de- 
viendrait... 

A  •=ipc^  -f-  ça*  -{-^a  +  t. 

•  Cela  posé,  on  cherchera  d*abord  le  plus  grand  commun  divi- 
seur d! y  des  coefficîens  p y  q,  . . . ,  s,t  des  diverses  puissances 
de  a ,  dans  le  polynôme  A  ;  on  cherchera  ensuite  le  plus  grand 
commun  diviseur  d",  entre  p',  ç'. . .  /,  t'  (n*  618)  ',  et  diviiïîant 
Jes  coefiiciens  de  a  dans  chaque  polynôme ,  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur  ,  on  obtiendra  des  quotieas  P,  Ç. . . ,  «S,  7^; 

*  JP'^  Q'  ••  '  9  S^ ,  T\  On  aura  donc. , . 

p  =Pdf  y    q=:Qd\...s  =  S^  ,    t  =  Tdf  ; 
p'=P'dr,    q'=Q'd'',...s'  =  S'd\   f::=Td'. 

Itf^ttant  d'  et  d"  en  facteur  commun ,  les  pol3m6mes  A  et  B 
:    prendront  cette  forme ... 

r"  A  =  df  QPar  +  Qa"^'  4.  . . . . .  4.  ^a  +  T) , 

£  =  d"QP'a^+  QV-'+ +  S'a+  T). 

Soît  Pa^  +  Qa»»^» +  5a  +  T  =  ^' , 

P'a«  +  Q'a— ' +S'a+  Tz=:  B\ 

"  îl  en  résultera. . . 

A=,d!A' ,    et    B  =  d'B\ 

*  Les  quantités  P,  Q S,T',P\Q' S",  T\  n'ayant 

,^  plus  de  facteurs  communs.  A'  et  B'  n*ont  aucun  commun  divi- 
seur indépendant  de  a  ;  car ,  pour  qu'un  tel  diviseur  jjjût  di- 
viser A',  par  exemple ,  il  faudrait  qu'il  divisât  les  coelficiens 

*  ^ ,  Ç  . . . .  iS,  T  (n^  6a5)  ;  ce  qui  est  impossible,  puisque 
^^©8  coelficiens  n'ont  aucuns  facteurs  communs.  Le  plus  grand 
*.î5ommun  diviseur  entre  A  et  ff ,  sera  donc  le  produit  du  plus  ' 

^and  commun  diviseur  indépendant  de  a,  entre  d'  et  d^, 

;l>ar  le  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de  a,  entre  A^ 

)^t  J3^»  Cherchons  donc  ces  communs  diviseuKS.  D'abord  d*  et 
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d"  étant  des  nombres ,  on  sait  trouter  lenr  plus  grand  comnmi 
diviseur  (n**  Ga5)  ;  en  l'appelant  d^    on  aura.... 

à!  i=^(i!d  et  cT  =  *V;  d'où. . . 
A  =  fildA'  etB=:  àtl'dB',  (a'  et  a"  sont  premiers  entre  eux). 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  jf  et  ff, 
on  suivra  la  règle  du  n®  6a3,  ce  qui  conduira  à  diviser  AJ 
par  B^  ;  on  divisera  ensuite  B'  par  le  reste  de  cçtte  divisiou, 
ce  qui  donnera  un  a*  reste  ;  on  divisera  le  i*"^  reste  par  le  a*, 
et  ainsi  de  suite.  Dans  ces  divisions^  les  restes  étant  plus  petits 
que  les  diviseurs ,  chaque  fois  qu'on  change  de  diviseur,  l'expo* 
sant  de  a  diminue  au  moins  d'une  unité  ;  donc ,  après  n  divi- 
sions tout  au  plus  y  on  parviendra  à  un  reste  R  ,  où  l'exposant 
de  a  sera  zéro.  Ce  reste  sera  donc  indépendant  de  a.  Celi 
posé  ;  1°  lorsque  R  est  zéro ,  le  reste  précédent  est  le  plus  graid 
commun  dwiseur  de  A'  et  B'  ;  en  l'appelant  ZX,  le  plus  grand 
commun  diviseur  D  ,  entre  A  et  B ,  est  D=z  dlf . 

a°.  Lorsque  le  reste  R,  indépendant  de  a^  ri  est  pas  zéro,  ij 
et  B'  n'ont  pas  de  commun  diviseur  ;  car  si  ces  quantités  pon- 
vaient  en  avoir  un ,  il  contiendrait  a  et  diviserait  /î,  qui  est  in- 
dépendant de  a  ^  ce  qui  est  absurde.  Dans  ce  cas ,  le  plus  giaalkZp, 
commun  diviseur  entre  A  et  B  y  se  réduit  à'd,  et  IK  =  i.     \'ks 

63o.  Ainsi ,  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entn 
deux  quantités  A  etB ,  qui  ne  contiennent  quune  seule  lettre à,wf^-dc 
on  cherche  successivement  deux  plus  grands  communs  diviseufifi^"^-^^ 
l'un  indépendant  de  a,  F  autre  dépendant  de  a.  Le  produit  ir  <^e 
ces  diviseurs  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  B. 

1°.  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  indép 
de  a  entre  A  et  B ,  on  le  cherche  d'abord  entre  les  coe, 
de  a  dans  A;  soit  d'  ce  commun  diviseur;   on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  d"  entre  les  coefficiens  à 
dans  B  ;  on  divise  A  par  d\  et  B  par  d"  ;  nommant  A'  et 
les  quotiens ,  ona  A=z  d'A'  ef  B  =  d"B'  ;  A'  et  B'  n'ont 
de  diviseurs  indépendans  de  a.  On  cherche  le  plus  grand 
mun  diviseur  à  y  entre  à!  et  à"  ;  alors  d  est  le  plus  grand 
mun  diviseur  indépendant  de  a ,  entre  A  et  B. 
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a®.  Le  plus  grand  commun  diviseï^  dépendant  de  a,  entre  A 
et  B,  ^te/jt  le  même  que  celui  des  quantités  M  et  B',  on  divise 
A'  par  B' ,  puw  B'  par  le  reste  de  cette  division ,  et  ainsi  de 
suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  R  indépendant 
de  Si  ;  ce  qui  arrive  toujours  après  un  nombre  de  divisions  tout 
au  plus  égal  au  plus  grand  exposant  de  a  dans  B'.  Lorsque  le 
reste  R  est  zéro ,  le  reste  précédent  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  D',  entre  A!  et  B';  de  sorte  que  D'  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  dépendant  de  a ,  entre  A  et  B.  Le  plus  grand 
commun  diviseur  de  A  et  B  est  alors  D'd.  Quand  R  n  est  pat 
zéro ,  A'  et  B'  n'ont  pas  de  commun  diviseur ^  et  par  conséquent 
A  et  B  n'ont  pas  de  commun  diviseur  dépendant  de  a  /  leur  plus 
grand  commun  diviseur  est  alors  d.  Cette  règle ,  combinée  avec 
celle  du  n®  618,  donne  le  moyen  de  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  un  nombre  quelconque  de  quantités 
qui  ne  contiendraient  qu'une  seule  lettre. 

63 1.  Si  les  quantités  A  et  B  contenaient  deux  lettres  a,  et  h; 
en  les  ordonnant  par  rapport  à  a  ^  07t  aurait, . . 

A  =  pa"*  +  qa"*""*  +  . . .  -f-  sa  +  t  ; 
B  =  pV+  qV-»-f-  . . .  +  s'a+  t'; 

et  les  coefficiens  p ,  q , . . .  s ,  t  ;  p',  q', . . .  s',  t',  contiendraient 
la  seule  lettre  b.  On  opérerait  comme  dans  le  n°  G29  : 

1**.  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  d,  indé^ 
pendant  de  a,  entre  A  et  B  ,  o/i  cherche  d  abord  les  plus  grands 
communs  diviseurs  d\  d" ,  entre  les  coefficiens  de  a  ,  dans  A  et 
B;  ce  qui  ne  peut  plus  offrir  aucune  difficulté ,  puis  que  ces  coef- 
ficiens ne  contiennent  quune  seule  lettre  b.  On  cherche  ensuite 
le  plus  grand  commun  diviseur  d ,  entre  df  et  d"  ;  alors  d  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  indépendant  de  sl,  entre  A  et  B. 
Lia  division  de  A  et  B,  par  d'  et  d" ,  donne  des  quotiens  A\  B',' 
qui  nont  plus  de  diviseurs  indépendans  de  a,;  et  l'on  a. .  • 

A  =  A'd';    B  =  B'd'. 

le  plus  grand  commun  diviseur  entre  W  et  d",  étant  »rf ,  il  en 
résulte . . . 

cf  =  flt'd,  d'  =  (t"d ,  Çjxf  et  a"  sont  premiers  entre  eux> 


■  .■    .«  ^1       ■■-  u 
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La  substitution  de  ces  <hleurs  de  d'  et  rf",  dans  celles  de  À 
tt  B  y  donne ... 

A:=iAcl'd\     B  =  ÏÏ^'d, 

Les  quantités  did  et  «t^'d  étant  indépendantes  de  a,  on  voit  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de  a  entre  A  et^, 
est  le  même  que  celui  des  quantités  A'  et  B' , 

a".  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  dépendant 
de  a.,  on  divise  A' par  B',  puis  B'  par  le  reste  de  cette  division ^ 
et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  quon  parvienne  à  un  reste  R 
indépendant  de  a  ;  ce  qui  arrive  toujours  après  n  divisions  tout 
au  plus.  Lorsque  R  est  zéro  ,  le  reste  précédent  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  D'  entre  A!  et  B'  ;  de  sorte  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  D,  entre  A  ef  B ,  65f  D  =  D'd  (*).  Lorsque  R 
n'est  pas  zéro ,  il  n  existe  pas  de  commun  diviseur  dépendait 
de  a  ;  et  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  Aet'R ,  est  d. 

632.  On  sait  donc  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  des  quantités  contenant  deux  lettres.  On  en  déduira  fa- 
cilement le  plus  grand  commun  diviseur  entre  des  quantités 


(*)  En  effet ,  D'  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A'  et  K» 
il  en  résulte. . . 

jH  =  q'iy  j    B' zn q"iy    {g'etq"  sont  premiers  entre  eux). 

Substituant  ces  valeurs  de  ^'  et  B^,  dans  celles  de  ^  et  i?  ^  il  vient. . . 

On  voit  que  D^d  est  commun  diviseur  de  ^  et  5  j  il  reste  à  prouver  qii*il 
nVxiste  aucuns  facteurs  communs  entre  <tq'  et  A'g".  Or,  si  ces  qnantitcs 
avaient  un  diviseur  commun  p  y  ce  diviseur  serait  dépendant  de  a  ou  in- 
4e'pendant  de  a  ;  dans  le  ler  cas,  p  divisei'ait  q'  et  9",  car  «t'  et  **  ne 
contiennent  pas  a  -,  A^  et  B'  seraient  donc  divisibles  par  une  quantité'  pD' 
plus  grande  que  leur  plus  ^r^nd  commun  diviseur  ZX,  ce  qui  est  absurde, 
dans  le  second  cas  y  A  cl  B  ^tant  divisibles  par  une  quantité  pd  indépen- 
dante de  a  \  celte  quantité  devrait  diviser  les  coefBciens  de  a  ,  dans  A  et  B\ 
ces  cocfficiens  auraient  donc  nn  diviseur  pd  plus  grand  que  leur  plus  grand 
commun  diviseur  d,  ce  q^i  est  absurde^  «'</'  et  a/'q"  ne  peavem  donc 
«voir  aucun  facteur  coQuaUD  j  D'd  est  dgnc  h  plus  grand  commun  dir 
rÙ9ur  entre  A  et  B. 
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eontenant  trois  lettres  ;  et  ainsi  de  suite.  On  pourra  donc  trou- 
ver le  plus  grand  commun  diviseur  entre  des  quantités  quel- 
conques. 

633.  En  appliquant  les  règles  précédentes,  les  coefliciens 
de  a,  dans  les  quofiens  et  les  restes  successifs ,  sont  souvent  des 
fractions.  Le  principe  du  n°  61 5,  donne  le  moyen  de  préparer 
lea  dividendes  de  manière  à  trouver  deâ  coefficiens  entiers.  En 
effet,  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  Z/ 
entre  ji'  et  B\  on  peut  remarquer  que  B'  n'ayant  aucun  di- 
viseur indépendant  de  a ,  ozi  n'altère  pas  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  A'  et  B' ,  en  multipliant  ou  en  divisant  les  divi- 
dendes partiels  par  des  quantités  indépendantes  de  a  ;  ce  qui 
donne  le  moyen  de  rendre  les  premiers  termes  de  ces  dividendes 
exactement  divisibles  par  le  i*"^  terme  P'a"  du  diviseur  B\  On 
continuera  ainsi  la  division  par  B\  de  manière  à  obtenir  des 
entiers  au  quotient,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  R' 
moindre  que  B'  \  le  plus  haut  exposant  de  a  dans  R\  sera  tout 
au  plus  égal  à  (/i— 1).  On  cherchera  le  plus  grand  commun 
diviseur  «T  indépendant  de  a ,  entre  les  coefiiciens  de  a ,  dans 
jR'  ;  et  divisant  R'  par  ^ ,  on  trouvera  un  quotient  /  qui  ne 
contiendra  plus  de  diviseur  indépendant  de  a.  On  aura  /î'  =  cT/; 
et  le  plus  grand  commun  diviseur  de  \A^  et  B\  sera  le  même 
que  celui  de  B'  et/  ',  car  B'  n'ayant  aucun  diviseur  indépen- 
dant de  a  ^  et  (T  ne  contenant  pas  a  y  B'  et  i"  sont  premiers 
entre  eux  ;  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  B^  et  R  =  ^/, 
est  donc  le  même  que  celpii  de  B'  et  /.  On  divisera  donc  Bf 
par  /  ;  et  comme  /  n'a  aucun  diviseur  indépendant  de  a ,  ots 
pourra  multiplier  ou  diviser  les  dividendes  partiels  par  des  quan' 
tités  indépendantes  de  SLy  àe  manière  à  rendre  leurs  premiers 
termes  divisibles  par  le  i**"  terme  du  diviseur  i^  \  ce  qui  donnera 
des  termes  entiers  au  quotient.  Par  exemple ,  si  le  i*"^  terme 
d'un  dividende  partiel  quelconque  étant  de  la  forme  pça*^*, 
le  1*'  terme  d'un  diviseur  était  psa^\  pour  rendre  la  division 
possible,  on  multiplierait  le  dividende  partiel  par  j  ;  le  1*'  terme 
du  nouveau  dividende  serait  spqa^'^^y  et  la  division  de  ce  1  ^"^  terme 
par  le  i*'  terme  du  diviseur,  donnerait  le  quotient  entier  qa^. 
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Continuant  à  opérer  de  la  même  manière ,  on  ii*altèrera  pas 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A'  et  i^  ;  les  coefEciens 
des  diverses  puissances  de  a ,  dans  les  restes  successifs ,  seront 
entiers  positifs  ;  et  après  avoir  changé  de  diviseur  n  fois  fcat 
au  plus ,  on  parviendra  à  un  reste  R  y  indépendant  de  a  ;  quand 
ce  reste  sera  zéro^  le  reste  précédent  sera  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  A'  et  B'  ;  quand  ce  reste  ne  sera  pas  nul , 
il  n'existera  pas  de  commun  diviseur  entre  A'  eX.  ff  ^  car  s'il 
en  existait  un  ^  comme  il  devrait  diviser  le  reste  qui  est  indé- 
pendant de  a,  il  serait  indépendant  de  a;  u/  et  B'  auraient 
donc  un  commun  diviseur  indépendant  de  a  ;  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse  actuelle. 

634.  En  général ,  lorsque  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  deux  quantités ,  on  parvient  à  un  restée 
indépendant  de  la  lettre  a  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné  ; 
si  ces  quantités  ne  peuvent  pas  avoir  de  commun  diviseur  in- 
dépendant de  a.  y  et  si  R  nest  pas  zéro ,  on  peut  en  conclure 
que  les  quantités  proposées  n'ont  pas  de  commun  diviseur,  car 
si  elles  en  avaient  un  ,  il  serait  dépendant  de  a  ^  et  diviserait 
le  reste  R  indépendant  de  a  ^  ce  qui  est  absurde. 

635.  La  méthode  précédente  a  l'avantage  de  donner  direc- 
tement le  plus  grand  commun  diviseur  indépendant  de  a,  entr« 
A'  et  B'y  le  seul  qui  puisse  exister.  Mais  on  peut  abréger  lei 
calculs,  en  ne  cherchant  pas  les  plus  grands  communs  diviseurs 
entre  les  coefficiens  de  a  dans  les  restes.  Alors,  en  mijtipliant 
le  i**"  terme  de  chaque  dividende  partiel  par  le  coefficient  de  a 
dans  le  i*"^  terme  du  diviseur,  on  peut  introduire  des  facteun 
communs  entrç  A^  et  B^  ;  mais  ces  facteurs  étant  indépendans 
^e  a,  on  peut  les  supprimer  à  la  En  de  l'opération.  Par  exemple, 
si  R  désigne  le  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent, 
on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  <P  indépendant 
de  a,  entre  les  coefficiens  de  a  dans  R-,  alors  f  sera  le  produit 
des  facteurs  indépendans  de  a  introduits  dans  le  cours  des  di- 
visions -,  divisant  R  par  cP ,  le  quotient  D'  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A^  et  B"^.  Cette  méthode  est  la  plus 
simple  dans  la  pratique.  , 
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536.  La  recherche  du  plus  grand  commun  diyiseur  entre  des 
nombres  n'offrant  aucune  difficulté ,  et  les  facteurs  monômes 
communs  à  deux  polynômes  étant  en  évidence ,  on  peut  sim- 
plifier les  calculs  de  la  manière  suivante.  Pour  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  deux  polynômes  A  et  B  y  on  les 
ordonnera  par  rapport  à  une  même  lettre  ,  la  lettre  a  par 
exemple.  On  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  N  , 
entre  les  coefficiens  numériques  et  le  plus  grand  commun  divi^ 
seur  monôme  littéral  M.  Divisant  ^  €i  B  par  MN  ,  on 
obtiendra  des  quotiens  A',  B',  qui  ne  pourront  plus  avoir 
aucuns  communs  diviseurs  monômes  ;  et  l^on  aura , . . 

A  =  NM.A';    B=z=NM.B' 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  complexe  D  > 
entre  A'  et  B',  on  cherchera  d* abord  le  plus  grand  commun  divi- 
seur d  indépendant  de  a,  entre  les  coefficiens  de  a  dans  A'  et  B'. 
Divisant  A'  et  B'^  par  à ,  on  obtiendra  des  quotiens  A" ,  B"  , 
qui  ne  pourront  plus  avoir  de  commun  diviseur  indépendant 
de  a.  'On*  aura. . . 

A'  =  dA'',  et  B'=dB''  ;  d'où  A  =  NMdA",  etB  =  NMd.B",i 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de  a 
entre  A"  et  B",  on  divisera  A"  par  V  (on  suppose  A"  >  B")  , 
et  l'on  continuera  cette  division  jusquau  reste  R',  moindre 
que  'B  ;  le  plus  haut  exposant  de  a  dans  B!  sera  moindre  que 
dans  B".  Changeant  alors  de  diviseur  y  on  divisera  W  par  R''; 
et  continuant  à  diviser  les  restes  successifs  les  uns  par  les 
autres ,  on  parviendra  à  un  reste  R ,  indépendant  de  a ,  après 
un  nombre  de  divisions  tout  au  plus  égal  au  plus  grand  exposant 

de  a  dans  B".  Lorsque  R  sera  zéro,  le  reste  précédent  sera  le 
plus  grand  commun  diviseur  D',  entre  A"  et  B";  on  aura, . . . 

A"  =  A"'D\  et  B"  =  B^D'; 

doù  A  =  NMdD' .  A* ,  ei  B  =  NMdiy .  B''' 

A*  et  B*  n'ayant  aucuns  facteurs  communs ,    le  plus  grand 
commun  diviseur  D  ^  entre  AetB,  sera  NMdD^  Lorsque  R 
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ne  sera  pas  zéro  ,  il  n'existera  pas  de  commun  diviseur  entre 
A"  et  B"  ;  D'  sera  V  unité  y  et  le  plus  grand  commun  diviseur^ 
entre  A  et  B,  sera  NMd.  En  général,  DsNMdD',  et  les 
quantités  N,  M,  d,  D'  peuvent  être  égales  à  Vunité,  Par 
exemple  ^si  A  et  B  n'avaient  pas  de  commun  diviseur  d  indé- 
pendant de  a  y  alors  d  serait  l'unité ,  et  l'on  aurait  Z>= AWZ?'. 
Pour  simplifier  les  calculs ,  on  cherchera  les  communs  diviseurt 
complexes  d,  D\  par  la  méthode  du  n®  635. 

637.  Appliquons  cette  règle  à  des  exemples. 

638. .    Exempl*^^  =376«a»-i8iV-9è»«». 

1®  £»e  plus  grand  commua  diviseur  entre  les  coefficiens  nu* 
mériques  est  9  ;  donc  iV=  9. 

a*.  Le  plus  grand  commun  diviseur  mon.ôme  littéral  est  b^a^; 
donc  M=b^^. 

Divisant  A  et  B  par  MN,  ou  9  6*a^,  les  vrieurs  des  quotiens 
A'  et  B'  seront. .  •       . 

ji'  =  4a^  —  2a*i—  3a  +  1  ;     i?'  =  3û*— ôfl-*-  1. 

5°.  Les  quantités  A\  B\  n'ayant  pas  de  commun  diviseur 
indépendant  de  a,  ce  commun  diviseur  est  l'unité.  Donc  d-=z  1  ; 
d'où  J!  —  J!'  et  B'=.B\ 

4°-  I^a  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  dépendant 
de  a  entre  A'  et  B"  y  conduit  au  calcul  suivant. . . 


laa^ — 6a* —  90+  314^  +ii 
— iQa^+8a^+  /^a 

aa* —  5a+  3 
.  6a* — iSa+'g' 
— 6a*+  4^+  2 


3a*— fla — \i  a— 1 
— 5a*4-3a      l5a-{-i. 


a — 1 


1 


— iia-f-ii  ou— ii(a— 1<) 

Pour  éviter  les  quotiens  fractionnaires,  on  a  multiplié  le 
dividende  A  et  le  reste  (aa* — 5a-f"3) ,  par  3  ;  ce  qui  a  donné 
le  quotient  {éfl  -|-  a)  ,  et  le  reste  —  1 1  (a — 1)  j  supprimant  \% 


^'>^ 


\ 
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facteur  •—  1 1  ^  qui  ne  peut  pas  faire  partie  du  plus  grand  commun 
diviseur  entre  >^'  et£',  on  a  divisé  jî'  par  (a — i),  ce  qui  a  donné 
le  reste  zéro.  Le  divi«eur  (a  —  i)  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  Z>',  entre  J^  et  B"  \  de  sorte  que  />'==(  a —  i). 
Divisant  A"  et  B'^'^ax  leur  plus  grand  commun  diviseur  (a — i), 
ledquotiens(4a*  +  2a— i)  et  (3a+i)>  seront  premiers  entre 
€~ux.  On  aura ... 

ji'=:4a^+!2a—i     et    jB*  =  (3a+i)        ' 

A  =A^iI[fdD'.^*  =  9.&^a3.i.(a--i)(4a*+2a  — i) 

Le  plus  grand  commun  diviseur  D,  entre '^  et  B,  est  donc 
/>  =  iV.ilf.rf.Z>'=9.JV.i.(a— i)  =  9ftV(a  — i). 

1^.  Le  plus  grand  commun  diviseur  N,  entre  les  coefficiem 
numériques  ^estS;  donc  N  =  3. 

a*.  Le  plus  grand  commun  diviseur  monôme  littéral  est  ba  ; 
donc  M  =  ia.  Divisant -r4  et  j5par  MN,  ouZab ,  Icsquotiens 
leront .... 

^'  =  (5Z»— ioc)a  — (3*«-.   6ic)j    B==3abB\ 

3°.  5/  /'o/i  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
coeffîciens  des  diverses  puissances  de  a,  dans  A'  et  B',  o/i 
trouvera  que  ce  commun  diviseur  est  (b  —  ac  )  (*)  ;  donc 
d=(i  —  2c).  Divisant  A'  et  ^' par  cZ,  ou  (6— ^ac),  les 


(*)  Pour  trouver  ce  plus  grand  comix^un  diviseur  ,  on  prend  d'abord  les 
plu»  petits  coefBciens  (36  —  6c)  et  (  56  —  loc  )  j  supprimant  dans  le  i«r  le 
Cacteur  3  ,  et  dans  le  a*  le  facteur  5  ,  qui  ne  peuvent  pas  faire  partie  da 
J)lu»  grand  commun  diviseur,  ces  deux  coefiicicns  deviennent  {b  —  3c)  et 
(^  — 2c)  5  leur  plus  grand  coiumun  divisear  est  donc  (  b  —  ic)  j  or  (è  — ac) 
«divise  exactement  les  autres  coeificiens  j  le  plus  g^and  commun  diviseur  entro 
|(!s  cQeIficîca9  cl«â  diyçiCfes  puis^vicc*  de  <i  ^  esc  donc  {b  -^  ^ç),  - 
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quotiens  seront ... 

4*.  Les  quantités  A"  et  ^  n'ont  pas  de  diviseur  indé- 
pendant de  a.  Pour  trouver  celui  qui  est  dépendant  de  a, 
on  divisera  A"  par  jÔ"  ;  et  pour  éviter  les  coefficiens  fraction- 
n  aires ,  on  multipliera  A**  par  le  nombre  5 ,  qui  n'est  pas  fac- 
teur de  B" ,  on  aura  ainsi  (  1 5a* -f"  35ia  —  3oi*  )  à  diviser 
par  (5a —  5b).  Le  i**^  terme  du  quotient  sera  3a ,  et  le  reste 
,  fiera  (44^fl  — 3oA*);  en  multipliant  ce  reste  par  5,  qui  n'est 
pas  facteur  de  B"  ;  on  sera  conduit  à  diviser  (22oia —  i5oi*), 
par  (5a  —  3i)  ;  cette  division  eflFectuée  donne  44^  pour 
second  terme  du  qbotient,  avec  un  reste  —  i86*;  ce  reste 
étant  indépendant  de  a ,  on  peut  en  conclure  qu'il  n'existe  pas 
de  commun  diviseur  entre  A"  et  -fi"  ;  donc  £>'  =  i .  Le  plus 
grand  commun  diviseur  D^  entre  A  et  B ^  est  donc. . . 

D  =  N.M.d,D'=3.ab,{b—Qc).i=:5ab(b  —  SLc). 

6âo,  III*  Exemple..,  <  n       /x      »,  ,v       /,    ,    ,         t         »    « 

Ces  quantités  n'ayant  aucun  commun  diviseur  monôme^  numé- 
rique ou  littéral ,  on  a  iV==  i ,  ilf  =  i  ;  d'où  MN=  i.  Di- 
visant A  et  B  par  MN  ou  l'unité ,  les  quotiens  A'  et  B'  seront 
AetB-,  donc  A=lA  etB'  =  B.  | 

Le  plus  grand  commun  diviseur  d ,  entre  les  coeificiens  de  a 
dans  A'  et  B'f  ne  peut  pas  surpasser  (c — d).  Il  reste  donc 
à  voir  si  cette  quantité  divise  exactement  les  autres  coefEciens. 
En  effectuant  les  divisions ,  les  quotiens  exacts  sont  i  ,  ab, 
fr*,  (c  -f-  i)  et  (ic  —  b")  ;  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  j 
les  coefficiens  de  a  ,  est  donc  d=z(c  —  d).  Divisant  ji'  etff 
par  (c — ci) ,  nous  aurons  pour  quotiens. . . 

.^"=o*-f-2ia  +  i*  ,  et  B"ziz(jc  +  b)a  +  b{c  —  b). 
Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de  fl, 
entre  A"  et  B*^ ,  on  divisera  A!'  par  B" ,  et  l'on  trouvera  un 
reste  indépendant  de  a ,  qui  ne  sera  pas  zéro.  Les  quantité! 
A"  et  B"  n'ont  donc  pas  de  commun  diviseur.  Le  plus  grtmd 
commun  diviseur  D,  entre  A  et  B,  se  réduit  donc  à  (c  —  d). 
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64 1-  Zia  règle  du  n^  636.^  suppose  que  les  exposans  de  la 

lettre  a  ,  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné ,  sont  entiers  et 

positifs.  Si  les  polynômes  A'  et  B'  contenaient  des  exposans 

entiers  négatifs  de  a,  en  procédant  à  la  recherche  de  leur  plus 

grand  commun  diviseur ,  on  pourrait  ne  pas  obtenir  un  reste 

indépendant  de  a  ;  de  sorte  que  l opération  pourrait  ne  pas  se 

terminer*  Dans  ce  cas ,  on  fera  disparaître  les  exposans  néga-^ 

tifs  de  a  y  en  multipliant  A  et  B  par  a ,  élevé  à  une  puissance 

positive  égale  au  plus  grand  des  exposans  négatifs  de  a.  Soit 

—  p  cet  exposant  ;  on  multipliera  A  et  B  par  ^"^^  ;  les  pro-» 

duits  AqF  y  BqF  ne  contiendront  plus  que  des  exposans  entiers 

positifs  de  a.  Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  AaF  et  Ba', 

divisé  par  a' ,  donnera  pour  quotient  le  plus  grand  commun 

diviseur  cherché^  entre  A  et  B.  En  effet,  soit  D  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  A  et  B',  on  aura. . . 

A=qD ,  B:=z  q'D ,  (jq  et  q'  sont  premiers  entre  eux)  , 
jiaP  =  q.oTD  ,     et. . .  BaP  =  q^a^D. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  Aa^  et  Ba^* ,  est  donc 
Pa^  ;  ce  commun  diviseur  divisé  par  a^ ,  donnera  donc  enfin 
le  plus  grand  commun  diviseur  D,de  AetB,  Voici  un  exemple 
de  cette  espèce . . . 

642.  //^'  Exemple,  Soient  les  deux  polynômes. . . 

.  _  i  {i4b^cd  —  ^Sb'cd  —  i^bcd  -t-  aScrf)  a  -f-  (  ^ib^cd  —  ^ïcd)       ^ 

i{2jb^cd'^S^b^cd-¥-io5bcd'-/iicd)  -f-  (/igb^cd—^bcd-hiQcd)  a"' 
*  ""  (  '-'(2ib'icd—35b^cd-^'-jbcd-¥-^cd)  a—. 

Pour  faire  disparaître  les  exposans  négatifs  de  a ,  nous  mul- 
tiplierons chaque  polynôme  par  a"  ;  et  comme  cette  multipli- 
cation introduit  le  facteur  commun  a*,  nous  diviserons  le  plus 
grand  commun  diviseur  qui  en  résultera,  par  a*.  Cette  multi- 
plication donne ... 

,_  ((i463cdf  — aSft'cdf—  i^bcd-h  ^Scd)a^-^  (nïb^cd^iïtd)  a* 
•^^*  "~  \  --(i4èîc^—  \lybcd  —  'jb*cd^'jcd), 

C  (aii'cdf—  ^b^cd-^io^bcd—^icd)  «•-+-  (49i&*c<i— 98^c<i-+-49«4« 
**^  *=  \  r^^i^ibUd-^l^b'cd-i-zbcd^lcd). 
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1**.  Le  plus  grand  commun  diviseur  dès  coejjiciens  mimé' 
riques  est  7  ;  donc  iV  =  7, 

.  ù?.  Le  plus  grand  commun  diviseur  monôme  littéral  est  cd; 
donc  J/=  cd.  Divisant  Aa^  et  ^a*,  par  MN  ou  "ycd-,  les  quo- 
tiens  seront  (n"  627). 

J&'zz(3&3«.i2^.+i5^_^)a"-t- (7*«— 14Ô+7)  fl  —  (3Z»3— 5i*-t-*-Hi). 

5*.  Pour  abréger  les  calculs  relatifs  à  la  recherche  du  plml 
grand  commun  diviseur  d,  indépendant  de  a,  entré  A^  et^î 
j'observe  que  ce  plus  grand  commun^ diviseur ,  devant  diviseï 
(3ia_3)  ou  3(6*—  1)  ,  ou  3(6+1)  (6—1)  ^  ne  peut  êtn 
que  l'un  des  facteurs  (6* —  1) ,  (6  -}-  1) ,  (6 —  1).  Les  corf- 
ficiens  de  a ^  dans  ^^  et  j^'^  n'étant  divisibles  que  par  (6  — i)j 
on  çn  conclura  que  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  (6—1). 
Le  plus  grand  commun  diviseur  indépendant  de  a,  est  done 
d-=z{b  —  1).  Divisant  A'  et  B'  par  d  ou  (6  —  1)  ,  les  quo 
tiens  seront  (n°  G27) 

^^  —  (36»— 96  +  6)a*-f  (76  —  7)  a  —  (36*  — 26  — 1). 

4*.  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  dépem 
de  a,  entre  A"  et  -fî*,  j'observe  que  Ton  peut  supprimer  1 
facteurs  non  communs  à  ces  quantités.  Cherchons  donc 
facteurs  ;  les  plus  grands  communs  diviseurs  entre  les  co 
ciens  de  a  dans  A"  et  B" ^  sont  respectivement  (6  +  1) 
(6  —  1  ) .  Ces  facteurs  ne  pouvant  pas  faire  partie  du 
grand  C(îmmun  diviseur  dépendant  de  a ,  le  seul  qui  pi 
exister  entre  A"  et  B" ,  on  peut  les  supprimer  ;  divisant  à 
A"  par  (6  +  1)  et  B"  par  (6  —  1)  ,  les  quotiens  seront.,. 

^"=(26-  4)a3+3a*— (26— 1), 
B"  =  (36  —  6)a^  +  ja  —  (36  +  1)  ; 

et  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A'^  et  B'" ,   sera 
des  quantités  A"  et  B",  Pour  trouver  ce  plus  grand  co: 
diviseur  ,  on  divisera  A"  par  B'"  ;  et   comme  la  division 
i^^  terme  du  dividende  ne  9' effectue  pas  exactement ,  nous 
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erons  ^par  3 ,  ce  qui  donnera  (6b — ia)a'-f-9a*— (66 — 3) 
riser  par  B^-,  le  i®' terme  du  quotient  sera  aa,  et  le  reste 
_  .  —  5a*  +  (66  +  a) a—  (66—3). 
î  1**^  terme  de  ce  reste  n'étant  pas  divisible  par  le  i*'  terme 
— 6  )  a*  du  diviseur,  je  multiplie  le  reste  par  (36— 6  )  ; 
*''  terme  du  produit  divisé  par  le  i*"^  terme  du  diviseur^ 
lera  -—  5  pour  le  a*  terme  du  quotient  ;  le  re^te  sera. . . 

è»  —  3o^ -+- a3)  fl  —  (i8A*  —  3ofc -h  23)  #3  (i8A«  —  3oè  4- a3)  (a— I). 

primant  le  facteur  (i  86* — 3o6-f"a3),  qui  ne  peut  pas 
I  partie  du  plus  grand  commun  diviseur^  on  sera  conduite 
1er  B^  DàY  (a — i)  ;  ce  qui  donnera  le  quotient  exact 
—  6)a4-(36-fi).  Le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
et  B^,  est  donc  (a —  i  )  ;  le  plus  grand  commun  diviseur 
e  Aa*  et  Bb*,  est  donc.  • . 

;ifiV^.<f.iy=7crf(5-ï)  (a— ï); 
lus  grand  commun  diviseur  entre  ji  et  B,  est  donc. . . 

^  Exemple.  Si  Ton  applique  la  règle  du  n*  636^  auxpo- 


KOQv«ra  que  leur  plus  grand  commun  diviseur  est 

|g[a» ..  6a  -f  a6*  ) .  Et  en  effet ,  si  l'on  divise  ces  polynômes 
Ile  commun  diviseur,  on  obtiendra  les  quotiens  (a-f-6)^ 
f^ha  —  6*) ,  (a  +  a6)  et  ( 6a  +  i  ) ,  qui  sont  premiers 

►  eux. 

M  exemples  sufiisent  pour  mettre  en  état  de  trouver  le 

B<*ajid  commun  diviseur  ^  entre  un  nombre  quelconque  de 

fttés. 

^  ^ni  précède  renferme  toute  Y  analyse  déterminée  et  indé^ 

y^e  du  premier  degré.  Occupons-nous  des  Équations  du 

fi^  degré.  ^ 
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ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ- 


3 


643.  JLiA  résolution  des  équations  du  premier  degré,  ne  de- 
vant  plus  offrir  aucune  diiEcuIté,  ifous  allons  voir  comment 
on  peut  résoudre  les  équations  des  degrés  supérieurs.  Cette 
recherche  nous  conduira  (n*  663)  à  des  quantités  d'une  eapkt 
nouvelle.  Les  équations  les  plus  simples ,  après  celles  du  pre»  ji 
mier  degré ,  étant  les  équations  du  second  degré ,  nous  aU<»u. 
d'abord  nous  occuper  de  ces  dernières. 
Y  644'  Lorsqu* après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateun 

qui  peuvent  contenir  t inconnue  y  l'équation  qui  en  résulte  im] 
renferme  que  les  deux  premières  puissances  de  l'inconnue  ^^ 
combinées  a^ec  des  quantités  connues;  on. dit  que  Féquaûoiy 

proposée  est  du  second  degré.   Ainsi,  les  équations 

j 
«•  —  7x  =  5  —  3x*  ;  ax^  —  c  =:  nx*  —  ixj-  -4-x  =  i» 

sont  du  second  degré ,  car  les  deux  premières  ne  renferment]  ^- 
que  des  termes  en  x  et  en  x^,  combinés  avec  des  quantités 
connues,  et  la  troisième  équation  donne  i+^*=^'  Pouif*' 
graduer  les  difficultés ,  nous  résoudrons  d'abord  les  équaJtioml 
'  qui  ne  renferment  que  des  termes  en  x* ,  combinés  avec  desj^ 

quantités  connues.  Ces  éqùatioii^s  peuvent  toujours  se  tame^f'^ 
ner  à  la  forme ....  y 

ax*  =  h.  On  en  déduit  or*  ==  -  •  ^         1 

645.  La  question  est  ainsi  réduite  à  trouver  une  quantiUi^ 
qui ,  multipliée  par  elle-même,  donne  un  produit  égal  à  -.J^ 

Cette 'quantité  est  la  racine  quarrée  de   -;  onTindiquë  d*] 
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tttta  manière  y  -  (  n*  38o.)  De  sorte  que   le  produit  de 

V  a  ^^  V  a   ^^^  toujours   égal  à    -.     Par  exemple ,  le 
iuarré  de    7    étant  7X7  ou  49;  la  racine  quarrée  de  49 ^ 

^t  7.  L'équation  a:»=:49  >  donne  donc  0;=:  ^^49=7.  Et  en 
(àiéral , 


V4quation  x«  =  -  j  donne  z  =  ^r 


b 

a* 


I|4'ous  sommes  donc  conduits  à  examiner  comment  on  peut 

xtraire  la  racine  quarrée  de  la  quantité  connue  -;  Cette  quan- 

.té,  pouvant  être  numérique  ou.  littérale,  nous  allons  siic- 
c«8iyen;ent  nous  occuper  de  Vextraction  de  la  racine  quarrée 
les  nombres  et  de  celle  des  quantités  littérales.  On  verra  que 
'ti  opérations  reposent  sur  les  mêmes  principes. 

\ 

EXTRACTION  DE  LA  RACINE  QUARRÉE  DES 

NOMBRES. 

■  646.  Pour  déterminer  combien  la  racine  quarrée  d'un 
"Ombre  contient  de  chiffres ,  il  suffit  de  partager  ce  nombre 
»  tranches  de  deux  chiffres  ^  à  partir  de  la  droite  ^  sauf  à 
5  laisser  qu'un  seul  chiffre  dans  la  dernière  tranche  )  le 
:^Tnbre  des  chiffres  de  la  racine  est  égal  au  nombre  des  tran- 
tes  (A  .5*.  n®  355  ).  D'après  cette  règle,  les  nombres 
.oiadres  que  100,  n'ont  qu'un  seul  chiffre  à  leur  racine;  les 
Lcines  des  nombres  de  3  ou  de  4  chiffres  ,  ont  deux  chiffres  ; 
t  ainsi  de  suite. 

647*  L'extraction  de  la  racine  quarrée  des  nombres  re-« 
me  sur  lé  principe  suivant  :  lorsque  la  racine  quçirrée  d'un 
ombre  est  composée  de  plusieurs  chiffres,  le  plus  grand  quarré 
pntenu  dans  les  centaines  de  ce  nombre,  exprime  le  quarré 
€«  dlxaines  de  la  racine.  Par  exemple ,  le  quarré  de  64 


r 


64  dixaines  de  la  racine  649.  Pour  démontrer  que 
priété  est  générale^  désignez  le  nombre  proposé 
dizaines  de  la  racine  de  P  par  a,  et  le  chiffre  de 
cette  racine)  par  b  ;  la  valeur  de  la  racine  quarrée 
a  dixaines  -|*  b  unités  ^  ou  (  10a  -f  6  )•  Vous  aurez  < 

(1). . . .  JP  =  (loa  H-  by  =  loofl»  +  noab  -h  b*  ;  on 
(a). . . .  P  =  a*  centaines  -haa  x  b  dizaines  -f-  b*  an 

Les  centaines  dit  quatre  P  renferment  donc ,  h 
des  dixaines  de  la  racine ,  plus  les  centaines  cont 
fioab  +  b';  il  suiEt  donc  de  prouver ,  que  les  cen 
ne  peuvent  jamais  contenir  le  quarré  e2e  (a  -f-  1  ).  1 
aucune  difficulté  ;  en  effet  ^  si  les  centaines  de  P  rc 
le  quarré  de  a  -|-  1  ;  le  nombre  P,  contiendrait 
centaines 4  ou  100  (a +1)*  unités;  de  sorte  qu'ci 
par  p  une  quantité  nulle  ou  positive ,  on  aurait 

P  =  100  (tf  -4-  î)"  +p  =  looa*  -h  aoa  X  10  "4-  lo*  -♦ 
£galant  les  deux  valeurs  de  P,  il  viendrait 

Cette  dernière  équation  ne  peut  subsister,  car 
des  unités  étant  moindre  qiie*io,  chaque  terme  ( 
membre  est  moindre  que  le^  terme  correspondant 
membre.  Les  centaines  de  P  ne  peuvent  donc  pas 
le  auarré  de  (  a  -f-  1  V>  mais    ces  centaines    cont 
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tenu  dans  les  centaines  tVun  nombre,  donnera  donc  ton-* 
rs  les  dixaines  de  la  racine  quarrée  de  ce  nombre.   Ce 
démontre  le  principe  énoncé. 

48*  Lorsquon  divise  un  nombre  quelconque  en  tranches 
deux  chiffrée  à  partir  dé  la  droite;  le  plus  grand  quatre 
tenu  dans  la  première  tranche  à  gauche^  est  le  quarrédu 
nier  chiffre  à  gauche  de  la  racine;  le  plus  grand  quarré 
^nu  dans  les  deux  premières  tranches  à  gauche,  est 
juarré  du  nombre  exprimé  par'  les  deux  premiers  chiffres 
la  racine,  et  ainsi  de  suite.  En  eifet ,  le  quarré  de  649 
Qt  4^12)01 ,  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  4^12  cen-« 
les  est  le  quarré  des  64  dixaines  de  la  racine  (n®  ^^l)-  Le 
s^and  quarré  contenu  dans  les  4^  certaines  de  4^1  a , 
a  donc  le  quarré,  36  centaines^  des  6  dixaines  de  la 
ine  64  (p^  647)*  On  peut  d'ailleurs  démontrer  directement 
i  propriétés. 

u4Sr  II  résulte  du  principe  précédent ,  que  pour  obtenir 
\premier  chiffre  à  gauche  de  la  racine ,  il  suffit  de 
fnaître  les  quafrés  des  nombres  d'un  seul  chiffre.  Voici 
le  les  neuf  premiers  nombres,  ayeô  leurs  quarrés,  mis  au** 
Sons .  •  •  • 

Kacines ....i,    a,    3,    4>    ^9    ^9    7'    ^'    9* 
Qaarrés....  i  ,    4  >    9  >  ^'^»    ^^i    ^^>   49>   ^'   ^' • 

^es  racines  quarrées  des  nombres  qui  n'ont  pas  plus  de  deux 
BFres ,  n'ont  qu'un  seul  chiffre  (  n°  646  ).  On  trouve  ces 
ines  dans  la  table  ci-dessus.  Les  nombres  de  plus  de  deux 
ffres,  ont  plusieurs  chifires  à  la  racine.  Cherchons  les 
ines  de  ces  nombres. 

Ko.  Pour  appercevoîr  comment  on  peut  revenir  du  quarré 
-n  nombre  de  deux  chiffres  à  sa  racine ,  il  est  nécessaire 
Fttidier  la  composition  de  ce  qparré.  Or  les  formules  (1) 
'^a),dun*G47,  démontrent  que /c^uarr^  dun  nombre  corn-- 
M  de  dixaines  et  d'unités  contient  trois  parties,  savoir  ,• 
^ifmrré  des  dixaines,  le  double  des  dixaines  multiplié  par 
^  unités,  et  le  quarré  des  unités^  Ces  trois  produits  exprimait 


\ 

A 


i 
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respeçtwemêjU  des  centaines ,  des  dixaines  et  desnmté.\ 
exemple;  si  la  racine^  était  64i>  on  aurait 

(60  4-  4)'  =  (^4)*  =  ^  centaines  -f-  4B  dizaines  +  !6  onitÀ  =4^ 

Et  en  elTqt ,  le  produit  de  64  par  64  est  4o9&« 

«Si  /e^  c/euo;  premières  parties  du  quarré  d'un  nonihi 
deux  chiffres  étaient  connues,  il  serait  facile  de  revem\ 
quarré  à  la  racine;  car  la  racine  a,  de  a*,  n'ajaât  qa*i 
seul  cfaiffre ,  ou  trouverait  cette  racine  dans  la  table  du  n^6^ 
et  la  division  de  aaXb  par  aa ,  donnerait  le  chiffre  h 
unités.  Dans  notre  exemple,    si   Ton  connaissait  les 
36  centaines  et  4^  dixaines,  du  quarré  4^36,  on  endédi 
facilement  la  racine ,  car  la  racine  quarrée  de  36,  âonnerâtj 
pour  le  chifi^re  des  dixaines  de  la  racine  cherchée,  et  lai 
vision  de  4S>  parle   double   la  des  dixaines^  dçnnenut, 
cbiiFre  4  ^^s  unités.  Toute  la  difficulté  est  donc  réduite] 
trouver  les  deux  premières  parties  du  quarré  d*nn  nottbni 
deux  chiffres.  On  peut  toujours  découvrir  ces  deux 
en  s*aidant  du  principe  du  n®  647.  Par  exemple,  pour  rei 
du   quarré  4^^^,  à  sa  racine  64,  on  observera,   que  le 
grand  quarré  contenu  dans  les  40  centaines  de  4^9^ >  ^^ 
36,  la  racine  6  de  36,  sera  le  chiffre  a  des  dixaines  de' 
racine  (n'*647).  Or  4096  contient  le  quarré  36  centaines 
6  dixaines  de  la  racine,  le  double  des  6  dixaines  multiplié 
le  chiff're  inconnu  b  des  unités ,  et  le  quarré   b*  des  unit 
Otànt  donc  36  centaines  de  4096 ,  le  reste  496 ,  ne  reuit 
mera  plus  que  le  double' des  dixaines  multiplié  parlesuml 
et  le  quarré  des  unités.  Or  le  double  produit  des  dix^esi 
les  unités ,  étant  des  dixaines  ,  ne  peut  faire   partie  que 
49  dixaines  du  reste  496 ,  et  ces  49  dixaines  sont  compoti 
du  double  des  dixaines  de  la  racine  multiplié  par  les  unitij 
plus  des  dixaines   contenues  dans   le  quarré  des  unités.  Il 
conséquent,  si  Ton  divise  49  dixaines,  par  le  double  deJ 
dixaines  de  la  racine  ;,  les  4  unités  du  quotient  exprime» 

/ 
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Ou  le  nombre  des.  unités  de  la  racine ,  ou  un  nombre  plus 
jgrand.  Pour  reconnaître  si  le  quotient  4>  est  le  chiffre  des 
%3nités  ^  on  formera  le  «piarré  de  64  ;  ce  quarré  étant  égal  au  , 
Viombre  proposé  4^96 ,  la  racine  64  est  exacte.  Le  reste  496 , 
peut  servir  à  reconnaître  si  la  racine  64  est  exacte;  car  ce 
Teste  étant  composé  du  double  des  dixaines  multiplié  parles 
unités  et  du  quarré  des  unités ,  en  multipliant  le  double  des 
dixaines,  qui  est  lao,  parles  4  unités,  et  ajoutant  au  pro- 
duit 4^0,  le  quarré   16,  des  4  unités,  la  somme  49^)  ^^^^ 
être  égale  au  reste  496-  On  peut  obtenir  par  une  seule  mul- 
tiplication les  deux  parties  du  reste;  il  suffit  de  mettre   sur 
-  la  droite  des  1 2  dixaines ,  le  chiffre  4  des  unités  ;  le  nombre 
\  134>  qui  en  résulte,  multiplié  par  le  chiffre  4  des  unités, 
doit  donner  un  produit  égal  au  reste  496  ;  car  ce  produit  est 
composé  du  quarré  16  des  4  unités,  et  du  produit  du  double 
des  6  dixaines  de  la  racine,  par  les  4  unités.   Et  en  effet; 
lorsqu'on  retranche,  4  fois  ia4>  ^^  49^  >  1^  ^^^^^  ^^^  zéro. 
Afin  de  mettre  de  l'ordre  dans  les  calculs  précédens ,  on  les 
dispose,  comme  on  le  yoit  ici. 


Quarré 4^^ 

36 


i*»"  reste 496 

M, 
Dernier  reste. .       o 


64  Racine, 
loubl 
ou  aoa^  b. 


.  ^  (  double  des  dizaines ,  augmenté  des  unite's , 


4 

,         f  double  des  dixaines, mnliiplié  par  les  unités, 
^^  '  '-  augmenté  du  quarré  des  unités,ou  aoafc+ft* . 


La  racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  les  40  cen- 
taines de  4^q6,  donne  les  6  dixaines  de  la  racine;  on  re- 
tranche de  4096 ,  le  quarré  36  centaines  des  6  dixaines,  et 
la  diyision  des  49  dixaines  du  reste  4969  P^i^  le  double  des 
£  dixaines,  donne  les  4  unités  de  la  racine. 

Pour  vérifier  si  le  chiffre  4  est  celui  des  unités  de  la  racine  , 
on  écrit  ce  chiffre  sur  la  droite  du  double  12  des  dixaines 
de  la  racine;  multipliant  le  résultat  ia4>  P^'^  4»  ^^  forme 
le  quarré  des  4  unités  et  le  double  des  6  dixaines  multiplié 
par  les  4  unités;  mais  si  le  chiffre  4  «^^  celui  des  unités,  le 
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reste  ^96  doit  être  la  somme  de  ces  deux  produits;  retrait 
chant  donc  4  ^^^  ^^4»  ^®  49^ >  ^^  reste  zéro»  prouTeqae 
64  est  la  racine  exacte  de  4^96  {*). 

Lor5qu*après  avoir  retranché  du  nombre  proposé ,  le  qnané 
des  dixaines  de  la  racine ,  on  obtient  un  reste,  les  dixainei 
de  ce  reste  contiennent  le  ^double  des  dixaines  de  la  racine, 
multiplié  par  les  unités  y  plus  les  dixaines  qui  peuTènt  se  trouver; 
dans  le  quarré  des  unités  ;  la  diyision  des  dixaines  du  reste 
par  le  double  des  dixaines  de  la  racine ,  peut  donc  donner 
pour  quotient  le  chiffre  des  unités  de  la  racine ,  on  un  chiffre 
.plus  grand.  Dans  ce  dernier  cas,  le  produit  formé  d'après  la 
règle  précédente,  est  plus  grand  que  le  reste,  et  Ton  diminne 
le  chiffre  des  unités  d'assez  de  fois  un ,  pour  que  le  produit 
du  doublas  des  dixaines  plus  les  unités,  par  les  unités,  ne 
surpasse  pas  le  reste.  Afin  de  traiter  un  exemple  de  cette 
espèce,  on  cherchera  la  racine  quarrée  de  289.  Après ayoir 
disposé  le  calcul  comme  on  le  voit  ici 

I 

Quarré 


289 

«7    ■ 

Racine 

I 

■89 
'89 

29 

9 
261 V 

8 
224 

7 

i«9 

0 

(*)  Pour  revenir  du  quarré  k  la  racine  ^  il  est  indispensable  de  cant' 
mencer  par  la  recherche  des  plus  hautes  unités  de  la  racine.  En  effet  j  le 
double  des  dixaines  de  la  racine  multiplie'  par  les  unîtes,  contenant  les  deux 
chiffres  inconnus  de  la  racine ,  on  ne  doit  pas  espe'rer  de  déduire  de  ce  pro- 
duit l'un  des  chiffres  de  la  racine  j  mais  si  Ton  connaissait  le  qnaxré  des 
dixaines,  ou  celui  des  unîtes ^  il  serait  facile  d'en  déduire  les  dixaines  ouïes 
unite's  de  la  racine.  On  doit  donc  chercher  à  découvrir  Tnn  de  ces  quarrës 
dans  le  nombre  proposé.  Le  quarré  du  chiffre  des  unîtes  de  la  racine  pouyant 
contenir  ou  des  unités  simples ,  où  des  unités  et  des  dixaines  ;  et  ces  dixaines 
étant  confondues  avec  les  dîxaines  qui  résultent  de  la  multiplication  du  dou- 
ble des  dixaines  de'la  racine  par  les  unités  j  il  est  impossible  de  recoiinaitrc 
quel  est  le  quarré  du  chiffre  des  unîtes  de  la  racine.  Il  n'en  est  pas  de  même  du 
quarré  du  chiffre  des  dixaines  de  la  racine ,  car  ce  quarré  est  le  plus  grand 
quarré  contenu  dans  les  centaines  du  nombre  proposé  (n^  ^47)*  On  doii 
donc  commencer  par  la  recherche  des  dixaines  de  la  racine. 
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On  dira;  la  racine  i  du  plus  grand  quarré  contenu  dans 
les  a  centaines  de  289 ,  est  le  chiffre  des  dixaines  de  la  iracine 
demandée  (n^647).  Retranchant  i  centaine  de  389,  le  reste 
189  contiendra  a  fois  les  dixaines  multipliées  par  les  unités  « 
plw»  le  quarré  de&  unités*,  le  premier  de  ces' deux  produits 
exprimant  des  dixaines,  ne  peut  faire  partie  que  des  18 
dixaines  du  reste;  divisant  donc  18,  par  le  double  a  des 
dixaines^  le  quotient  9  sera  le  chiffre  des  unités  de  la  racine 
ou  un  chiffre  plus  grand.  Or  la  suite  de  Topération  avertit 
que  9  est  trop  grand ,  car  en  posant  9  sur  la  droite  du  double 
a  des  dixaines^  et  multipliant  39  par  9,  le  produit  a6i  est 
plus  grand  que  le  reste  189.  On  verrait  de  même  que  8  est 
trop  grand ,  et  que  le  chiffre  des  unités  est  7.  Desorte  que 
la  racine  de  289  est  17. 

65 1.  La  composition  assignée  (^  n^  65o  ^  au  quarré  d'un 
nombre  de  deux  chiffres ,  convient  au  quarré  iun  nombre 
de  trois  chiffres.  En  effet;  pour  former  le  quarré  de  649 , 
d*après  la  règle  du  n®  65o,  il  suffit  de  décomposer  ce  nombre 
eu  64  dixaines  plus  9  unités  ;  ce  qui  donne 

(649>  =  (64o-t.9)«  =  (64o)«-4.a(64o)  x  9^-9* 

=14*9^  centaines  -4-  ii5a  dizaines  ■+•  81  unités  =  4^1  aoi. 

Il  est  actuellement  facile  de  revenir  du  qi;arré  42iaoi ,  i 
la  racine  649.  En  effet  ;  le  quarré  des  64  dixaines  de  la  racine, 
étant  dés  centaines,  ce  quarré  ne  peut  faire  partie  que  des 
4^1  a  centaines  du  nombre  proposé.  Mais  la  racine  du  plus 
grand  quarré  contenu  dans   4^1  q,    sera  les   dixaines  de  la 
racine  (n**G47)  ;  on  obtiendra  donc  ces  dixaines,   en  opé- 
rant comme  si  Ton  voulait  extraire  la  racine  de  421a  ;  ce  qui 
donnera  64  dixaines,  avec  un  reste  116  centaines.  Ce  reste 
exprime  les  centaines  contenues  dans  la  somme  des  deux  autres 
parties  du  quarré.  Retranchant  donc  de  4a laoi, le  quarré  4096 
centaines ^des  64  dixaines  de  la  racine,  le  reste  11601  sera  ^ 
égal  au  double  des  64  dixaines  de  la  racine  multiplié  par  le  chif- 
fre  des  unités,  plus  le  quarré  des  unités.  (  On  ubtient  ce 
reste  eu  ajoutant  aux  116  centaines,  les  dixaines  et  les  unités  . 
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de  4^1301  y»  Raisonnant  donc  comme  dans  le  n<*65o,  on  di-^ 
visera  les  1160  dixaines  du  reste  ^  par  le  double  128  de  64; 
le  quotient  9 ,  sera  le  chiffre  des  unités ,  ou  un  chiffre  plus 
grand.  Mettant  sur  la  droite  de  128,  le  chiffre  g  que  l'on 
veut  essayer,  et  retranchant  9  fois  1289,  ^^  11601  ;  le  reste 
zéro  exprime  que  9  est  le  chiffre  des    unités.  De  sorte  que 

649  est  la  racine  exacte  de  4^1201.  Pour  effectuer  ces  caU 
culs ,  on  disposera  Topération  comme  dans  le  n**  65o. 

652;  En  général  :  pour  extraire   la  racine  quarrée  d'un 

nombre  quelconque ,  il  suffît  d* employer  des  raisonnemens  ana^ 

logues  aux  précédens.  Par  exemple ,  si  Ton  veut  extraire  la 

racine  du  nombre  4^  ^i   ^^  ^9  >  ^^   concevra  cette  racine 

*  décomposée  en  dixaines  et  en  unités ,  comme  dans  les  n^ 

650  et 65i .  Le  quarré  des  dixaines,  ne  pourra  faire  partie  que 
des  4^21 10  centaines  du  nombre  proposé ,  et  la  racine  du  plus 
grand  quarré  contenu  dans  ces  centaines ,  sera  les  dixaines  de 
la  racine  cherchée  (n®  647).  Opérant  comme  dans  le  n®  65i , 
on  trouvera  que  la  racine  demandée  contient  649  dixaines  ; 
le  reste  sera  909  centaines;  retranchant  de  4^21 1009 ,  le  quarré 
des  649  dixaines ,  le  reste  90909 ,  exprimera  le  double  des 
649  dixaines,  multiplié  par  les  unités  de  la  racine,  plus  le 
quarrt  des  unités.  Divisant  les  9090  dixaines,  du  reste 
90909  C*^),  par  le  double  1298  des  dixaines  de  la  racine ,  le 
quotient  7  sera  le  chiffre  des  unités,  ou  un  chiffre  plus  fort; 
mettant  sur  la  droite  de  1298,  le  chiffre  7  que  Ton  veut 
essayer ,  et  retranchant  7  fois  1 2987,  de  90909  ;  Jie  reste  zéro 
exprime  que  7  est  le  chiffre  des  unités.  De  sorte  que  6497  est 
la  racine  exacte  de  4^211009.  On  voit  que  ces  raisonnemens 
conduisent  à  partager  le  nombre  proposé  en  tranches  de  deux 
chiffres  à  partir  dé  la  drMte  5  le  nombre  des  tranches  indique 
le  nombre  des  chiffres  de  la  racine.  Ce  qui  s'accorde  avec  la 


{*)  Pour  former  ce  reste,  il  suffit  de  placer  sup  la  droite  de  909,  les  d«ax 
derniers  chiffres  09 ,  du  nombre  proposé. 
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règle  du  n*  G/fS,  Pour  mettre  plus  d'ordre ,  on  dispose  les  cal- 
culs des  n^65i  et  65a  ^  comme  on  le  voit  ici 


• 

4a  ai  10  09 
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Dans  le  premier  exemple ,  où  il  s'agjssait  d'extraire  la  racine 
de  4^1201  y  on  a  séparé  ce  nombre  en  tranches  de  deux 
chiffres  a  partir  de  la  droite  ;  la  racine  6 ,  du  plus  grand 
quarré  contenu  dans  la  première  tranche  à  gauche ,  a  donné 
le  chiffre  des  plus  hautes  unités  de  la  racine  (n^648).  De  4^ 
on  a  ôté  le  quarré  de  6;  sur  la*  droite  du  reste  6,  on  a  des- 
cendu la  seconde  tranche  12;  ce  quia  donné  61a;  la  diyision 
de  61 ,  par  le  double  la  du  premier  chiffre  de  la  racine» 
donne  5  au  quotient.  Ce  chiffre  est  trop  fort ,  car  le  reste 
61  a  ^  est  moindre  que  5  fois  laS;  on  a  donc  pris  4>  ce  qui 
a  donné  ia4;  de  61a  on  a  retranché  4  f^^i^  ^^4»  ^^  "^^  '^ 
droite  du  reste  116,  on  a  descendu  la  dernière  tranche  01  ;  \ 
ce  qui  a  donné  11601;  la  division  des  1160  dixaines  de  ce 
reste ,  par  le  double  128  des  64  dixaines  de  la  racine ,  a  donné 
9  unités  au  quotient  j  pour  essayer  le  chiffre  9  ,  on  a  mis  ce 
chiffre  sur  la  droite  de  128,  et  Ton.^  retranché  9  fois  1389, 
de  11601 5  le  re^te  zéro,  a  exprimé  que  le  chiffre  des  unités 
de  la  racine  est  9.  De  sorte  que  la  racine  de  4a  1291  est  649. 

Dans  le  second  exemple,  où  il  s'agissait  d'extraire  la  racine  de 
42211009^  on  a  observé,  que  la  racine  du  plus  grand  quarré 
contenu  dans  les  centaines  du  nombre  proposé ,  exprimant  les 
dixaines  de  la  racine  demandée  (  n**  647),  il  sufiBsait  d'opérer 
comme  si  l'on  voulait  extraire  la  racine  de  4a2iio.  Raisonnant 
comme  dans  le  premier  exemple^  on  a  trouvé  les  649  dixaines 
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de  la  racine  demandée ,  avec  le  reste  909  centaines.  Pour 
obtenir  les  7  unités  de  la  racine ,  on  a  descendu  la  dernièi'e 
tranche  09 ,  sur  la  droite  de  909  -,  ce  qui  a  donné  le  reste 
90909;  la  division  des  9090  dixaines  de  œ  reste ,  par  le  double 
1398»  des  dixaines  de  la  racine ,  a  donné  le  ch^fFre  7  des 
unités.  De  90909^  on  a  soustrait  7  fois  12987  ;  le  reste  zéro 
a  indiqué  que  la  racine  exacte  du  nombre  proposé  est  6497* 

653.  Lorsqu  après  avoir  abaissé  une  tranche  de  dieux  chijfres^ 
sur  la  droite  d'un  reste  quelconque  ,  les  dixaines  du  résultat , 
sont  moindres  que  le  doi^ble  de  la  partie  de  la  racine  déjà 
obtenue  ;  on  doit  mettre  un  zéro  sur  la  droite  des  chiffres  de  la 
racine  déjà  obtenus ,  c^  le  chiffre  correspondant  de  la  racine 
est  zéro  On  abaisse  ensuite  la  tranche  suivante  ,  poujr 
continuer  le  calcul  comme  à  l'ordinaire.  Voici  un  exemple  de 
cette  espèce. 


Qaarré    94349 
043 

4*49 

Reste. ...        o 


3o7  Racine 
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.  On  n'a  pas  écrit  les  nombres  à  soustraire  ;  on  a  effectué  les 
soustractions  par  la  pensée. 

654.  Ce  qui  précède,  donnant  le  moyen,  de  revenir  du 
quarré  d'un  nombre  entier  à  sa  racine ,  voyons  comment  on 
peut  résoudre  le  même  problème  pour  les  quarréâ  des  fractions. 

Le  quarré  de  la  fraction  - ,  étant  écal  à  -  X  -,  ou  à  --  ;  /e 

a  °  a        a  œ 

quarré  dune  fraction  est  égal  au  quarré  du  numérateur ,  di- 
visé par  le  quarré  du  dénominateur.  De  sorte  que  pour  extraire 
la  racine'  quarrée  d'une  fraction ,  il  sjjffit  de  diviser  la  racine 
quarrée  du'numérateur  par  celle  du  dénominateur.  Ainsi,  la 
racine  de  |4®^*  f  >  caria  racine  deaS  est  5,  et  celle  de  36  est  6. 

655.  Pour  obtenir  la  racine  d'un  nombre  décimal  y  il  suffit 
d^ extraire  la  racine  de  la  fraction  ordinaire  qui  exprime  ce 
nombre  décimal.  Ainsi ,  le  nombre  1  ^^^  étant  égal  à  la  frac- 
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tion  tII,  la  racine  de  i,44  ^^^^  ^g^^^  ^  1^  racine  de  f^f  ; 
cette  racine  est  7I ,  ou  i  ,2 . 

Si  l'on  veut  éviter  la  transformation  du  nombre  décimal ,  en 
fraction,  on  observera  que  le  produit  de  deux  nombres  déci" 
maux  contenant  autant  de  décimales  que  ses  deux  facteurs 
réunis  (  A.  5*.  n*  81),  le  nombre  des  chiffres  décimaux  du 
quarré  est  toujours  double  du  nombre  des  chiffres  décimaux 
de  la  racine.  Cela  posé  \  désignez ,  le  quarré  d'un  nombre 
décimal  par  6 ,  et  le  nombre  des  chiiFres  décimaux  du  quarré 
par  *2n  5  si  la  valeur  de  b  ^  abstraction  faite  de  la  virgule ,  est  B  ; 
vous  aurez 

Or  pour  diviser  ^B  par  lo",  il  suffit  de  séparer  n  décimales 

sur  la  droite  du  nombre  entier  qui  exprime  ^ B  ;  on  peuf  donc 
établir  cette  règle  générale  : 

656.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  êHun  nombre  décimal; 
calculez  la  racine  du  nombre  entier  qui  résulte  de  la  suppres^ 
sion  de  la  virgule  dans  le  nombre  proposé;  séparez  autant  de 
décimales  sur  la  droite  de  cette  racine  »  qu*il  y  a  d^jinités  dans 
la  moitié  du  nombre  des  décimales  du  quarré  ;  le  résultat  sera 
la  racine  demandée.  Ainsi,  la*  racine  de  4^iaoi  étant  649' 
(n^  65i  )  ,  celle  de  4^^1201  sera  6^4^, 

667.  Dans  les  exemples  précédens  ^  les  nombres  proposés 
étant  des  quarrés  ,  on  a  trouvé  les  valeurs  exactes  des  racines. 
Mais  il  existe  des  nombres ^  dont  les  racines  ne  peuvent  pas 
être  exprimées  exactement  en  nombres.  Par  exemple ,  le  nombre 
73  tombant  entre  les  quarrés  de  8  et  de  g  ,  la  racine  qaarrée 
de  73  existe,  car  elle  est  plus  grande  que  8  et  plus  petite  que  9. 
Mais  cependant  aucun  nombre  ne  peut  exprimer  exactement 
cette  racine.  En  elFet ,  elle  nest  pas  un  tiombre  entier ,  et 
Ton  conçoit  qu'elle  n'est  pas  un  nombre  fractionnaire ,  car  le 
quarré  d'un  nombre  fractionnaire  ne  peut  pas  être  égal  açi 


>. 
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>jiombre  entier  75.  Voici  la  démonstration  des  principes  qui 
conduisent  le  plus  directement  à  cette  propriété. 

R 

658.  Lorsquune  fraction  -^ ,  est  égale  à  une  fraction  irré' 

b  ^ 

ductible  -  ;  Us  deuaf  termes  de  la  première  sont  'respectiver 

ment  égaux  aux  deux  termes  de  la  seconde ,  multipliés  par 
un  même  nomtre.  De  sorte  que  l'on  a.  •  •  B  =mb  et  A  =  ma. 
£n  effet;  réquation 

B       b     .  B      A 

~5  =  - ,  donnant  -?-  =:  — • 
A        a  b         a 

Si  B  n'était  pas  divisible  par  h ,  la  division  de  B  par  b 
fournirait  un  quotient  entier  q  avec  .un  reste  r  ,  et  la  fraction 

—  étant  égale    à   -7- ,  la  division  de  A  par  a ,  donnerait  le 

même  quotient  entier  q ,  avec  un  reste  /.  On  aurait  donc 

B  r      A  r^    ^     B      A     .       r       r^ 

-T- =  <7 -f- 7- et  —  =^-4- — •  Or -7-=: — i  aoncT  =  — . 
b       ^      b      a       ^       a  '  b        a  b       a 

Cette  dernière  équation  donne  -  =  -^, 

Mais  les  restes  r ,  /,  sont  respectivement  moindres  que  les 

diviseurs  b  et  a,  La  fraction  irréductible-,  pourrait  donc  être 

a 

r  »■  ,  • 

exprimée  par  une  fraction  -7  ,  dont  les  termes  seraient  moindres; 

ce  qui  est  impossible.  B  est  donc  exactement  divisible  par  b. 
Désignant  le  quotient  par  m ,  on  aura 

-zr  =  m  =  — :  d'où  B=^mb  et  A=^ma» 
à  a  ' 

Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

669.   Une  fraction  est  irréductible  ^  quand  ses  deux  termes 
ri  ont  aucun  facteur  commun.  En  effet  *  si  B  et  A  étant  pre- 

zniers  entre  eux ,  la  fraction  -r-  nétait  pas  irréductible  ,  il  exis- 
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h  R 

terait  une  fraction  irréductible  - ,  qui  serait  égale  k  ^,  tt 

les  termes  b  et  a  seraient  respectivement  moindres  qae  B 
et  ji.  Mais  le  principe  du  n^  658 ,    donnerait 

B  =  mb  ;  ^  =  ma  ;  m  ^  i . 

A  et  B ,  auraient  donc  un  facteur  commun  m  ;  ce  qui  est 

R 

contre  Thypothèse.  La  fraction  -j  est  donc  irréductible. 

660.  Le  produit  ab  étant  dwisiblepar  c  ;  et  c  n  ayant  aucun 
facteur  commun  avec  h;  on  peut  en  conclure  que  c  ^ivise  a. 

£n  élFet  ;  si  le  quotient  de  la  division  de  ab  par  c ,  est  9  ; 
on  aura 

ab  jj  X    ^         7 

c  '  c  a 

£  et  C  n'ayant  aucuns  facteurs  communs ,  la  fraction  -  est 

irréductible  (  n^  65<|  ).  Mais  cette  fraction  est  égale  à  -  ;  on  a 

donc  (  n*  658)  ^  a=  mc\  ^=r:  mb.  Le  nombre  c  divise  donc 
exactement  a  ;  ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

66 1 .  Pour  que  le  nombre  premier  p ,  divise  b"*  ;  il  faut  que 
p  divise  b.  (Les  nombres  p  >  b^  m  ^  sont  entiers  et  positifs,) 
En  effet  ;  6  et  p  étant  premiers  entre  eux ,  et  b^  étant  le 
produit  de  è"*"*  par  b  ;  pour  que  p  divise  è"*,  il  faut  que  p 
divise  è"*"~*  (n°66o).  On  en  déduira  successivement  quep  doit 
diviser  ,  è"*"^ ,  h"^^, . . . . ,  i*  et  6.  Ce  qui  démontre  le  prin- 
cipe énoncé. 

b        .  .  b" 

663.   Quand  la  fraction  -  est  irréductible  j  la  fraction  — 

cl  SL 

est  également  irréductible.  En  effet;  si  la  fraction  —,  n'était 

pas  irréductible ,  les  deux  termes  b"^,  a",  seraient  divisibles 
par  un  nombre  premier  p.  Ce  nombre  premier  diviserait  donc 

£  et  a  <  n^  661)  ;  la  fraction  -  ne  serait  donc  pas  irréducr' 


\ 


\ 
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tible  ;  ce  qui  est  contre  Thypothèse.  La  fraction  —  est  dofle 

irréductible. 

663.  Lorsque  la  racine  d*un  nombre  entier,  tombe  entre 
deux  nombres  entiers  consécutifs,  on  doit  en  conclure  que 
cette  racine  existe  ;  mais  quelle  ne  peut  être  exprimée  exacte^ 
ment  par  aucun  nombre.  Car  cette  racine  n'est  pas  un  nombre 
entier,  et  le  quarré  d'une  fraction  irréductible,  étant  une 
fraction  irréductible  (  n®  663  )  ^  la  racine  ne  peut  pas  être  une 
fraction.  Ainsi  ;  la  racine  quarrée  de  5 ,  tombant  entre  2  et  3; 
on  doit  en  conclure  que  cette  racine  existe  ^  mais  qu'elle  ne 
peut  être  exprimée  exactement  par  aucun  noxnbre. 

On  conçoit  qu*z7  existe  des  quantités  qui  ne  sont  pas  sus- 
ceptibles d'être  exprimées  en  nombres.  En  effet  ;  les  accrois- 
•emens  successifs  d*un  nombre  quelconque ,  peuvent  toujours 

être  exprimés  par  une  fraction  - ,  dans  laquelle  a  et  &  désignent 

des  nombres  entiers  ;  or  quelque  grand  que  soit  a,  l'accrois- 

b  •  / 

sèment  - ,  a  une  valeur  numérique  déterminée  ;  les  nombres 

ne  peuvent  donc  pas  croître  d'une  manière  continue  ;  tous 
les  états  de  grandeur  d^une  quantité  ne  peuvent  donc  pas 
être  exprimés  exactement  par  des  nombres:  La  racine  quarrée 
de  è,  est  de  cette  espèce  (*). 

Les  nombres  entiers  et  les  fractions  ayant  une  commune 
mesure,  ou  un  rapport,  ou  une  raison ,  avec  l'unité ,  on  dit  que 
ces  quantités  sont  commensurables  ou  rationnelles  ;  et  par 
opposition  ^  les  quantités  qui  n'ont  aucune  commune  mesure  » 
ou  aucune  raison  avec  l'unité  ,  sont  dites  incommensurables  ou 
irrationnelles.  Par  exemple  ;  la  racine  quarrée  de  5  est  incom- 


(♦)  Une  ligne  pouvant  croître  d'une  manière  continue,  tous  les  états  de 
grandeur  d'une  quantité  sont  susceptibles  iTétre  exprimés  exactement 
par  des  lignes.  Ainsi,  dans  le  cercle  dont  le  diamètre  est  6,  le  quam^  de 
l'ordonnée  correspondante  aux  segmens  5  et  i,  ^tant  5xt,  ou  5,  la  lomr 
guenr  de  rordonu^c  exprime  la  racine  qoarr^  de  5»* 

mensurahh 
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mensuraUe  ou  irrationnelle  ^  parce  que  ne  pouvant  être  expri- 
mée exactement  par  aucun  nombre  entier  ou  fractionnaire» 
il  en  r&mlte  que  si  Ton  divise  Tunité  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales ,  ces  parties  ne  seront  jamais  assez  petitee 
pour  être  c<j>ntenues  un  nombre  exact  de  fois  dans  l'unité  et 
dans  la  racine  quarrée  de  5. 

684*  Lot^squon  ptppose  <Pexitaire  la  racine  quarrée  iun 

mpmbre  entier f  on  ignore  si  cette  racine  est  exacte;  on  opère 

dofèc comme  si  le  nombre  était  un  quarré.  Quand  le  derniet  reste 

est,  %éro ,  la  racine  obtenue  est  exacte.    Quand  ce  reste  tiest 

peu  zéro,  la  racine  demandée  est  INCOMMENSURABLE^   et  la 

wracine  obtenue  exprime  la  racine  du  plus  g^and  quatre  contenu 

idatu  te  nombre  proposé  ( n^  663iet  648J.  Ainsi,  par  exemple , 

l'extraction  de  la  racine  quarrée  de  4^99  >  donnant  64  ^  ^ 

racine ,  et  3  de  reste;  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  4099 

«et  celai  de  64 ,  ou  épefi.  Et  en  effet  ^  4^99  tombe  entre  les 

qaarrés  de  64  et  de  65.  Le  quarré  de    V^ 4^*99  est  4099. 

.  665.  La  valeur  d'une  quantité ,  à  moins  d'une  unité  près, 
est  ce  qu'on  nomye  la  valeur  entière  approchée  de  cette  quan- 
tité. Ainsi ,  ^  étant  égal  à  5  +  f^  la  valeur  entière  approchée, 
de  -Ç,  est  5.  La  racine  quarrée  de  5,  tombant  entre  d  et  3, 
k  valeur  entière  approchée  de  cette  racine  est  a.  Et  en  gé-- 
ttéral ,  si  une  quantité  a  est  plus  gro^nde  que  le  nombre  entier  p , 
et  moindre  que  p  + 1  ;  la  valeur  entière  approchée  de  4 
sera  p. 

*  666.  Poîw  obtenir  la  valeur  dune  racine  à  moins  dune 
unité  décimale  dun  ordre  déterminé  ;  on  prépara  l^  nombre 
proposé  de  manière  qu*il  contienne  le  double  du  nombre  des 
décimales  qu'on  veut  obtenir  à  la  racine  (n*  656  J..  La  racine 
de  ce  norqbre,  calculée  d après  la  règle  du  n®  656,  exprime  le 
résultat  demandé.  S'il  s'agit  d'obtenir  la  racine  de  a,  4  iQOins 
d*an  centième  d'unité  près  ;  on  écrira  a,oooo.  La  racine  de 
âccxx),  i moins  d'une  unité  près,  sera  i4i  l  là  racine  de  a , 
à  moins  d'un  centième  d'unité  près ,  est  donc  i^4^',  et  en^effet , 
le  nombre  B  tombe  entre  les  quarrés  de  1,4^  *t  de  x,4^*  Pour 


trouver  la  racine  qoarrée  de  o,oa  à  moins  d'un  milliètiid  d*uniti 
près^  on  écrira  o,oaôooo  ;  supprimant  la  yirgule  »  la  radot 
de  ooAoooo ,  ou  de  aoooo ,  sera  i^i  >  à  moins  d'une  unité  près; 
la  racine  demandée  sera  donc  0|i4i-  Pour  calculer  la  racîneds 
la/fraçtiop  f  >  à  moins  d'un  centième  d'unité  près  ^  on  obser- 
Tera  que  le  guarré  doit  contenir4  décimales  ;  on  réduira  donc  } 
en  décimales,  et  Von  s'Arrêtera  à  la  quatrième  décimale;  ce  qui 
donuera  0,6666  ;  supprimant  la  virgule ,  la  racine  de  6666  sera 
81^  à  moins  d*u/ie  unité  près.  La  racine  demandée  est  donc  0,81  • 
La  racine  fde  § ,  i  moins  d'un  millième  d'unité  près  »  avait  1  |58i . 

667.  Lorsqu*on  veut  approcher  le  plus  possible  de  la  valeur 
dune  racine  ,  avec  un  nombre  déterminé  de  décimales,  on 
calcule  une  décimale  de  plus,  et  ton  supprime  ensuite  cette 
décimale,  d après  la  règle  dun^  io3de  la  5*  édition  des  Notes 
sur  r Arithmétique,  Ainsi ^  la  racine  de  f  étant  i,58  etc.,  h 
yaleur  la  plus  approchée  de  cette  racine  ^  quand  on  ne  con- 
serve qu'une  seule  décimale,  est  1,6.  Cette  valeur  est  trop 
forte ,  mais  l'erreur  est  moindre  qu'un  demi-dizième*  ' 

Remarques  relatii^es  à  P extraction^  la  racine 

quarrée. 

668.  Dans  le  cours  des  opérations  relatives  à  t extraction  de 
la  racine  quarrée ,  pour  reconnaître  si  un  chiffre  mis  â  la  ra- 
cine est  trop  faible ,  il  suffît  d'ajouter  t  unité  au  double  de  la 
partie  de  la  racine  déjà  obtenue  ;  lorsque  le  résuJtat  nest  pas 
plus  grand  que  te  RESTE  (  *  )  »  la  racine  obtenue  doit  être 
augmentée  dun  ;  dans  le  cas  contraire ,  le  chiffre  mis  à  la 
racine  est  exact.  En  eiTet  ;  désignez  le  nombre  donné  par  n , 
la  partie  de  la  racine  déjà  obtenue  par  a,  et  le  reste  n — <^, 
par  r.  Lorsque  52a -f- 1  ne  sera  pas  plus  grand  que  le  reste 
on  aura 

aa-(-i  =  /i  —  a»  —  èj  d'oii  n  =  (a  -♦- 1  )•  -4-  ^, 


(*)  Le  reste  est  ^gal  au  nombre  proposé ,  àimiaoé  du  qnarréde  la  partie 
de  la  racine  déjà  obtenue. 
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Le  nombre  donné  n  contiendra  donc  an  moins  le  quarré  de 
(a  -f- 1  )  *>  le  premier  chiffre  à  droite  ,  de  la  racine  a ,  pourra 
donc  être  augmenté  d'un.  Quand  âa  -f"  ^  ^^^^  plus  grand  que 
1^  teste  (n^-o*) ,  on  aura 

»a-*- ISS (»  —  «•)  +  *;  d'où  ixs=:(a4-i)«  — •&. 

é 

Le  nombre  donné  sera  donc  moindre  que  le  quarré  de  a-f- 1  ; 
le  dernier  chiffre  à  droite  de  a  ne  pourra  donc  pas  être  aug- 
lOkCiaté  d'un.  Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

66g.  Lorsqu  après  avoir  trouvé  le  chiffre  des  unités  de  la 
racine  quarrée  dun  nombre  entier ,  le  dernier  reste  nest  pas 
zéro ,  le  nombre  donné  n*êst  pas  un  quarré  (n*  663  )  ;  et  lors^ 
que  ce  reste  est  nrioindre  que  le  double  de  la  racine  obtenue,, 
augmenté  d^un^  cettp  racine  exprime  la  racine  du  plus  grand 
quarré  contenu  dans  le  nombre  proposé  (  n*  668^.  Aind , 
l'extraction  de  la  racine  quarrée  de  iSg,  donnant  la  unités 
à  la  racine  ,  avec  le  reste  i5  >  et  ce  reste  étant  moindre  que 
le  double  de  la^  augmenté  d*un ,  le  nombre  .la  exprime  la 
racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  i5g.  Et  en  effets 
iSg  est  compris  entre  les  quarrés  de  la  et  de  i3. 

670.  Lorsqu'on  a  trouvé  plus  de  la  moitié  des  chiffres  de 
Iq  racine  quarrée  dun  nombre^  on  peut  obtenir  les  autres 
chiffres  de  la  racine ,  en  divisant  le  RESTE ,  par  le  double  de 
la  partie  de  la  racine  quon  a  déjà] obtenue.  Par  exemple, 
si  Toii  propose  d'extraire  la  racine  quarrée  de  aoi  5a64i6; 
au  lieu  de  suivre  la  méthode  du  n^  65a  ^  qui  donnerait  14196 
pour  la  racine  exacte  ,  on  calcule  ,  d'après  ce  procédé  , 
les  trois  premiers  chiffres  1 ,  4  >  ^  >  V^  valent  i4ioo.  Le 
r^^te  correspondant  est  a7  16  4^6;  la  division  de  ce  reste  ^  par 
le  double  de  la  première  partie  de  la  racine ,  donne  les  deux 
autres  chiffres  3  et  6  de  la  racine.  Pour  découvrir  la  taison 
de  ce  procédé  y  on  désignera  lé  quarré  donné  par  n,  la  valeur 
de  la  partie  de  la  rîicine  déjà  obtenue  par  a ,  et  la  partie  de 
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la  racine  qui  reste  à  obtenir  par  b  ;  ce  qui  donnera 

Or  /i  — -  a*  exprime  ce  qui  reste ,  lorsqu'on  a  retranclié  dt 
nombre  donné ,  le  quarré  de  la  partie  de  la  racine  déjà  obt»« 
nue  ;  aa  exprime  le  double  de  cette  partie.  Il  suffit  donc  di 

prouver  que  —  est  moindre  que  Tunité ,  car  dans  ce  cas,  k 

.division  du  reste  n —  a*,  par  aa ,  donnera  b  pour  les  imités  dt 

quotient ,  avec  un  reste  -^ ,  moindre  que  Fanité.  U  est  fêch 

b*  . 

de  démontrer  que -^  est  moindre  que  t  unité»  En  effet  ;  comme 

\it 
on  a  trouvé  plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  racine ,  i  I. 

le  nombre  des  chiff'res  de  la  racine  est  ad  ;  la  valenr  de  a  1 

contiendra  ad  chiffï'es;  b  ne  pourra  pa*   contenir  plus  de 

d—  1  chiffres;  b^  ne  pourra  pas  contenir  plus  de  nJ— i 

chiffres  (  n^  64^  )  ;  mais  oa  contient  au  moins  nd  chiffres  ;  sa 

est  donc  plus  grand  que  &*.  Si  la  racine  contient  iuf -f  1 

chiffres ,   aa   contiendra  au   moins  nJ  -f~  ^   chiffres  ;  &  ne 

pourra  pas    avoir  plus  de  d  chiffres  ;   i^   ne    contiendra 

donc  pas  plus  de  ad  chiffres  ;  b*  sera  donc  moindre  que  aa. 

La  quantité  -**  est  donc  toujours  moindre  que  l'unité.  Oe  qui 

(*)  D'aprèf  le  procéda  qae  l'on  «liit  pour  extraire  la  racine  quarree;  lors- 
qu'on a  trauTé  une  partie  quelconque  des  chiffres  de  la  racine,  le  rette 
que  Ton  obifent  est  <^al  au  nombre  propose',  diminué  du  quané  de  la 
partie  de  la  racine  déjà  obtenue.  Ainsi,  dans  Tezemple  préc<kleiit^  on  1 

/lier  ^01  5^6  4169  A  ac  i4i  centaines  =:  14100.  , 

Lorsqu'on  a  calculé  les  141  cemaines  de  la  racine,  le  reste  correspoi- 
dant  S7i64l6y  eit  égal  4  ti  *—  a*.  La  partie  de  la  racine  qui  reste  à  tronm 
rat  96^  d«  sorte  que  ^=g6.  On  voit  que  pour  former  la  valenr  de  a,  I 
il  faut  mettre  autant  de  zéros  sur  la  droite  des  cbifires  déjà  obtenus,  qu'il  | 
reste  de  chiffres    à   trouver.  De  sorte  que  a  contient  autant  de  ch^nt 
ifue  la  racine.  Ces  remarques  sont  nécessaires  à  rinielligence  de  la  di- 
moostration. 


* 


D*  A  L  G  i  B  R  T.  889 

démontre  le  prindpe  énoncé.  Par  exemple ,  si  l'on  propose 
d'extraire  la  racine  quarrée  de  ioai3ia36  »  on  séparera  ce 
nombre  en  tranches  de  deux  chiffres  >  à  partir  de  la  droite  ; 
le  nombre  des  tranches  étant  5 ,  la  racine  contiendra  cinq 
'  duffres  ;  calculant  donc  les  trois  premiers  chiffres ,  par  la  mé- 
thode «générale ,  on  trouvera  qne  la  première  partie  de  la  racine 
est  101  centaines  on  10100 ,  et  qne  le  reste  est  iaia36.  La  di- 
lision  de  ce  r^te ,  par  le  double  110200 ,  de  la  première  partie 
delanidnè^donneSy  pour  les  unités  du  quotient;  la  racine 
demandée  est  donc  101  centaines,  plus  6  unités»  ou  10106. 
£t  en  effet  ;  le  quarré  de  10106  est  ioiii3id36.  On, serait 
indnit  en  erreur  si  l'on  ne  déterminait  pas  d'avance  le  nombre 
des  chiffres  de  la  racine  ;  car  la  première  partie  étant  101  » 
«t  la  seconde  étant  6^  on  pourrait  croire   que  la  racine 
serait  1016. 

671*  £n  général ,  pour  ne  pas  être  induit  en  erreur,   on 

détermine  é[ abord  combien  la  racine  doit  avoir  de  chiffres ,  en 

partageant  le  nombre  donné  en  tranches  de  deux  chiffres  ^  à 

partir  de  la  droite.  On  calcule  ensuite  plus  de  la  nioitié  des 

chiffres  de  la  racine,  par  la  méthode  du  n*  65fi.  On  met  sur 

la  droite  de  ces  chiffres  autant  de  héros  quil  reste  de  chiffres^ 

à^tronueiTé  Le  résultat  exprime  la  valeur  de  la  prer^ière  partie 

de  la  racine.  On  divise  ensuite  le  reste  par  le  double  de  la  pre^ 

ndére  partie  de  la  racine;  les  unités  du  quotient  expriment  la 

seconde  partie  de  2a  racine.  La  même  règle  s'applique  aux 

nombres  décimaux ,  car  la  dénKHistration  que  uous  avons- 

donnée   est  indépendante  de  la  grandeur  des  unités  de  la' 

.seconde  partie  delà  racine.  Ainsi ,  par  exemple,  pour  trouver 

la  racine  quarrée  de  ioai3yid36,^  on  i^emerquera  qu'il  suffit 

d'extraire  la  racine  de  loai  3i  !236 , et  de  séparer  deux  décimale» 

dians  le  résultat  (n^  656  )  ;  ce  qqi  donnera  101^6  pour  la 

sracine  demandée. 

La  méthode  précédente,,  ne  donnant  qoe  la  vateuar  appro-» 
chée  de  la  racine  ,  on  ignore  ai  cette  racine  est  exacte.  Le* 
«loyea  le. plus  simple  de  s'en  assurer^  est  de  former  k  qjaarEi- 
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de  la  râeîilé  obtenue.  Cette  méthode  eét  ttès^xpéditîvé,  tol^ 
qu'on  veut  déterminer  la  valeur  "d'une  racine  incomm^enstp 
tablt  •  avec  un  grand  degré  d^exàctitude.  P^r  exemple  ipOttf 
appfoeher  le  plus  possible  dé  la  racine  quarrée  dû  3,  en  iK 
conservant  que  Cinq  dédmales  à"lâ  racine»  on  calculera' siï 
décimales,  afiil  de  sirpptimer  la  dernière  décimale ,  d'après  k 
règle  donnée  en  aritbnïétique  (  A.S*.  n"^  io3).  Onmettn 
donc  la  zéros  sur  la  droite  du  nombre  3»  ee  ^n  donnera 
Soooooôoooooo*  Ce  nombre  contenant  i3  chiffres  ^\sl  racîiis 
en  contiendra  7  ;  calculant  les  quatre  premiers  chiffres ,  par 
la  méthode  générale  ,  on  trouvera  173a  mille  »  pour  la  pre-* 
mière  partie  de  la  racine  ;  le  reste  sera  a  999  998  a68  000; 
la  division  de  ce  reste  »  par  le  double  de  la  première  partie, 
donnera  5o ,  pour  la  seconde  partie  de  la  racine.  La  racine 
demandée  est  donc  i  i73ao5o.  On  trouvera  de  la  même  ma* 
nière  qtie  la  valeur  approchée  de  la  racine  quarrée  de 
^f9999999753a5989oa  est  0,999999987 ,  et  que  la  racine  qaar- 
rée  de  10,  est  3,i6aa7  76601  68379  ^3199  88935  44435 etc. 

67a.  Z^e  moyen  le  plus  naturel  d'approcher  des  valeurs  des 
racines  incommensur^les ,  est  de  chercher  ces  racines  an 
moyen  des  décimales  (n*656).  Mais  comme  il  est  quelquefois 
^tile,  de  calculer  la  racine  as^ec  un  degré  d^approxirriaUon 
donné ,  nous  allons  voir  coinment  on  peut  y  parvenir.  SiToa 
demande  la  racine  quarrée  de  6  »  à  moins  d'un  tiers  d*iinité 
près ,  on  observera  que  la  racine  devant  exprimer  des  tien, 
le  quarré  doit  être  des  neuvièmes  ;  car  le  quarré  de  ^  est|. 
Il  faut  donc  réduire  6  en  neuvièmes  ;  ce  qui  donne  ^;  la  racine 
quarrée  de  54  étant  7^  à  moins  d'une  unité  près,  la  racine 
de  ^  est  |>  à  moins  d'un  tiers  d'unité  près.  La  racine  quarrée 
de  6  tombe  donc  entre  §  et  f  ;  la  valeur  de  cette  racine  est 
donc  f ,  à  moins  d'un  tiers  d'utiité  près. 

073.  n  n'existe  pas  de  méthode  |e'nërale,  pour  juger  à  l'inspection-  d'an 
nombre',  si  ce  nombre  est  tin  quarré;  mais  on  peut  souvent  reconnaitr$ 
t/u'unnombrc  n^est  poê  un  quarr^.  JVoits  allons  donner  Ut  cutACràizs 
auxquels  on  peut  juger  h  ^inspection  fPun  nombre ,  que  ce  nombre 
n*est  pas  un  quarré  exacU 
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674*  Çifi<'  ^  premier  ehifre  h  droite  d*un  nomhre  est  5^  tes  deux 
première  ehifreek  droite  du  <f  narré  de  ce  nomhre ,  valent  a5.  En  effet  ;  la 
tMne  confeiMint  un  oert^n  nombre  de  dûuûneit  et  5  nnite'si  le  qoané  coa* 
tiendrai  i*  le  qnarrë de  ces  dixaines ,  qoi  sermdes  centaines,  a^ cet  dixaines, 
■Mldpliëes  par  deux  fois  les  unités  on  par  10 ,  'ce  qni  donnera  des  oentaineV; 
^  le  qoaraësS  des  nnités.  La  somme  "de  ces  trois  parties  composant^le 
^nanrë»  on  Toit  qpe  le  qnarré  contiendra  un  certain  nombre  de  centaines, 
ploi  ji5  wlifiés  ;  ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

67S.  Longue  le  premier  ehifre  à  droite  d^un  nomhre  étant  5  »  le 
ê90ond  n'est  pas  9,  ee  iiomftri  ne  peut  pas  être  un  guarré  (  n«  G74  )• 

Sj&,  Quand  le  premier  ehifre  à  droite  tPun  nomhre  est  un  des  nomhreê 
'^9  ^9^t^\  ee  nomhre  ne  peut  pas  être  un  guarré^  car  en  examinant 
lea  qnarrés  des  nombres  d*un  seul  chiffre ,  on  Toit  que  le  premier  cbiffkjs 
à  droite  de  chacun  de  ces  qnarrés,  est  un  des  nombres  i ,  4»  ^  >  ^»  9 ,  «t  le 
|»emier  chlfire  à  droite  du  qnarré  est  nécissairemenr  le  premier,  chiflfre  à 
droite  da  qnarré  des  unités  de  la  racine. 

677.  Idirsqv^en  partant  de  la  droite  d*un  nombre ,  U  premier  ehifre 
ei§n^ieat{f  est  précédé  d^un  nomhre  impair  de  eéros,  ce  nomhre  ne  peut 
pas  être  un  quarré,  S»  effet  |  si  ce  nombre  était  le  qoarré  exact  d'un 
nombre  6;  le  premier  chiffre  à  droite  de  h  serait  nécessairement  un  zéro  ; 
ee  nombro  serait  donc  de  la  foime  c  X  10",  (  c  désignant  un  nombre  dont 

.  •  le  premier  chiffra,  à  'droite  n'est  pas  zéro  ).  Le  quarte  de  5  serait  donc 
c'Xio'*.  Mais  le  premier  chiffre  k  drpite  de  e*  n'est  pas  zéro' 9  5*  serait 
donc  terminé  par  un  nombre  pair  de  zéros;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse; 
le  principe  est  donc  démontré. 

678.  La  racine  quarrée  d'un  nombre  entier  ne  peut  pas  être  une  fktctioi» 
(  ne  663  };  par  conséquent  »  lorsqu*après  avoir  trouvé  le  ehifre  des  unités 
de  la  rmeine  d'un  nomhre  entier  (  n9  65a  ) ,  le  reste  n*est  pas  téro  ,   la 

'fmeina  est  ineommênsurahle.  Cette  propriété  conyient  ans  racîiies  de  tous 
•    les  degrés. 

679.  La  racine  quarrée  d^un  nomhre  entier  ne  peut  pas  être  exprimée- 
p<ar  une  fraction  décimale  périodique,  cuf  cette  firaction  est  éqniralcnte 
h  une  firaction  ordinaire  (  A.  5«.ne»  9a  et  95). 

680.  Un  nomhre  f  qui  contient  un  nomhre  impain  de  décimales  y   ftr 

l^eiit  pas  être  un  quarré  (  n«  655  )*^  Par  exemple,,  le  nombre  a|5  ne  peut 

35  5 

■ .  être  un  qnarré.  Et  -en  effet,  la  racine  de  a|5  ou^  de  — ,    eu.égile  à  — =r* 

/     681  •  Quoique   les  deux   termes  d^une  fraction  ne  soient  pas  des 

quarrés  f  la  racine  quarrée  de  cette  fraction  peut'néanmoins  être  exacte. 

Ainsi,  8  et  18  ne  sont  pas  des-  quanés^,  et  cependant  la  racine  quarrée  de- 

8  8        4,.  ,,42 

-^  têtr  exacte,,  car  -.5  =:  3,  efla  racme  quarrée  de  -  est  s* 
y  Jto  10       9  *  90 

66a.  Pour  que  la  racine-  quarrée  d^une^ fraction  soit  exacte ^:U  faut: 
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tiwb  Us  deux  termes  de  ia  fraction  irréductible ,  qui  est  ég<ale  k  U 
fraction  proposée^  soient  des  quarrés.  £a  effet  \  ti  d  représente,  le  plus  ^aaà 

comiiraii  dÎTiieor   entre  les  deux    termes   d^ane   fraction  "^v   <mi    awa 

Loriqae  les  nombres  1^  ettf  se  seront  pas  des  quarrës,  il  7  en  aara  an 
moins  nn  des  deoz  dans  lequel  nh  nombre  premier  p  sen  oontenn  1» 
nombre  impair  de   fois  \   mais  b  et  a  sont  premiers  entre  eoz  ;  ha  con- 
tiendra donc  nn  nombre  impair  de  facteors  égaux  à  p;  6a  ne  ponrra  donc 
'^|>as  être  nn  qnarrë ,  car  tons  les  facteurs  de  la  racine  entrant  deux  foii 

dans  le  çpiarré;  -^ —   sera  donc  incommensurable;  la  racine  de  la  fisc 

tion   irréductible  -,  sera  donc   in^iommenWable.   Ce  cpii  démontre  le 

a 

principe  énoncé. 

.  683.  n  r^uJte  de  la  démonstration  précédente ,  que  le  produit  de  deux 
nombres  premiers  entre  eux,  ne  peut  jamais  être  un  guarré, 

684*  En  général,  lorsque  dans  une  fraction  ,  le  produit  du  numéraiear 
'par  le  dénominateur  est  un  quarré^  la  fraction  est  un  quarré,  et  quatid 
ce  produit  n*est  pas  un  quarré,  la  fraction  n'est  pas  un  quarré.  Ea 
effet;  on  a 

tf^«»'  ^      a        ^^  a 

'Et  Ton  ^t  que  suivant  qne  ah  sera  ou  ne  sera  pas  un  quarré,  ^— —  scia 

commensurable  ou  incommensuràUe. 

Remarque,  Lorsque  ab  n^Àt  pas  un  qaarré ,  en  calculant  la  racine  qoarrée 
'  de  ab,  à  moins  d'une  unité  près ,  et  désignant  cette  racine  par  «  ;  la  frac- 
tion—>  exprime  la  racine quarrée de-»   à  moins  de  *  d'unité  pris- 

685.  Les  proprifétésque  nous  Tenons  dVtablir,  (no«  674*  •  •  •  >  684*  )  conduis 
cent  à  cette  règle  générale  :  tout  nombre  terminé  vers  I0  droite  par  l'un  des 
chiffres  a,  3,  7,  8,  ou  par  un  5  qui  n*est  pas  précédé  du  chiffre  2, 
ou  par  un  nombre  impair  de kéros  ou  de  décimales,  n'est  pas  un  quarré; 
sa  racine  est  donc  incommensurable.  H  en  est  de  même  ePune  fraction 
dont  le  produit  des  deux  termes  n'est  pas  un  quarré. 

Extraction  de  la  racine  quarrée  des  çuantités 

littérales. 

686.  Les  règles  précédentes  suffisent  pour  mettre  en  étatdt 
calculer  les  racines  exactes  on  approchées  de  tous  les  nombres. 
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Occupons-noiis  de  la  aolation  du  même  problème  sur  les  quan* 
tirés  littérales. 

Les  trois  parties  qui  composent  le  quarré  d*un  nombre 
entier  ,  étant  confondues  dans  le  quarré  ,  on  a  éprouvé  quel- 
que difficulté  pour  revenir  du  quarré  à  la  racine  ,  et  cette 
opération  a  exigé  des  tâtonnemens  asses  nombreux.  Il  n'en 
est  pas  de  même  lorsque  les  quantités  sont  littérales  »  parce 
que  les  parties  qui  composent  le  quarré  étant  toujours  en  évi-' 
dence  »  on  peut  revenir  du  quarré  à  la  racine ,  sans  aucun 
tilftonnement.  La  division  a  offert  les  mêmes  propriétés  ;  car 
la  division  numérique  exige  des  tâtonnemens  auxquels  la  divi- 
sion littérale  n*est  pas  sujette. 

L'extraction  de  la  racine  des  polynômes  ,  dépendant  de  celle 
des  monômes ,  nous  commencerons  par  cette  dernière^ 

687.  Le  quarré  du  monôme  naf^b^^  étant  naFb^  X  nà^b^,  on 

r^d^b^l  on  voit  que  pour  obtenir  le  quarré  éCun  monôme  , 

U  suffit  déUver  chaque  facteur  de  ce  monôme  au  quarré  , 

te   qui  revient  à' former  le  quarré  du    coefficient  numé^ 

mérique  n  ,  et  à  doubler  Us  exposons  des  autres  facteurs: 

Le  produit  des  quàrrés  des  facteurs  ,  exprime  lé  quarré  du 

produit  donn4»  Par  conséquent ,  pour  revenir  du  quarré  à  la 

racine  y  il  suffit  d^ extraire  la  racine  de  chaque  facteur  ;  ce 

qui  revient  à  extraire  la  racine  du  coefficient  numérique  , 

et  à  diviser  par  n  les  exposons  des  autres  facteurs  ;  le  produit 

de  ces  racines ,  exprime  la  racine  demandée.  Par  exemple  ^ 

pour  calculer  la  racine  de  90*^^,  on  prendra  les  racines  Z, 

o^i  IPy  des  facteurs  9 ,  cf,  V;  le  produit ?a^2r^  de  ces  raeines  « 

sera  la  racine  demandée. 

688.  Quand  tous  les  facteurs  dun  monôme  ne  sont  pas 
des  quarrés ,  ce  jnonome  n'est  pas  un  quarré;  on  décompose 
alors  le  produit  donné  en  deux  facteurs ,  dont  lun  est  le  pro^ 
duit  de  tous  les  facteurs ^quarrés ,  et  dont  l'autre  est  te  pro^ 
duit  des  facteurs  premiers  du  monôme.  Ainsi ,  pour  extraire 
la  racine  de  iSa'&^c*,  on  décomposera  ce  ihonome  en 
ga^fr^c*  X  2ab,  Prenant  la  racine  du  premier  produit ,  et  iadi« 
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quant  celle  du  second ,  on  aura  5c?b*c  X  k  aaï»poiirlart 
demandée.  On  trouvera  de  la  même  manière  que» . . 

Les  principes  des  n®*  654 1  6^7  ^^  ^8^  >  donneront 

L'extraction  de  la  racine  quarrée  des  monômes  ne  ponntf 
plus  offrir  de  difficultés ,  occupons-nous  des  polynômes. 

689.  Le  quarré  du  binôme  p  4*  9  étant  p*+sp7-f-9*;oi 
Toit  que  le  quarré  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compom 
toujours  9  du  quarré  de  la  première  quantité,  du  double  de  h 
première  quantité  multiplié  par  la  seconde ,  etdu  quarré  ds 
la  seconde  quantité, 

690.  Lorsque  le  quarré  et  la  racine  sont  ordonnés,  lèpre- 
Tider  terme  du  quarré  est  le  quarré  du  premier  terme  de  h 
racine  ;  le  second  terme  du  quarré  est  égal  au  double  du  pre* 
mier  terme  de  la  racine  multiplié  par  le  second}  et  le  dernier 
terme  du  quarré  est  le  second  terme  de  la  racine.  En  effet; 
p+9  étant  un  binôme ,  il  existe  nécessairement  une  lettre  qui 
n'a  pat  le  même  exposant  dans  p  et  dans  q.  Désignant  cetts 
lettre  par  a ,  on  aura 

pssca*  et  q^ida*'**, 

cetd  sont  des  quantités  quelconques  qui  ne  renfermentfai  a» 
Le  quarré  p*  -f-  apq  +  7*,  de  p  -f-  ç  ,  devient  donc 

Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

691 .  Il  est  actuellement  facile  de  revenir  du  quarré  d^un  iî- 
noTne ,  â  sa  racine.  Par  exemple  ,  pour  revenir  du  quarré 
^*  "f*  A*+  ^^^  ^  ^  racine  ;  on  ordonnera  ce  trinôme  par 
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>rt'à  a  y  ce  Ipii  donnera  a*  +  aab  +  b*.  Dans  cet  état , 

premier  terme  c^  exprimant  le  quarré  du  premier  terme 

la  racine  ;  la  racine  quarrée  de  a*,  ou  a  ,  sera  le  premier 

e  de  la  racine  ;  retranchant  a*,  du  trinôme  proposé  i  la 

W^m^te  aab  -j-  &*,  contiendra  le  double  de  la  première  partie  de 

Ma  racine  multiplié  par  la  seconde ,  et  le  quarré  de  la  seconde. 

f^es  deux  produits  étant  dictincts  »  on  obtiendra  la  seconde 

partie  de  la  racine  sans  tâtonnement;  il  suflira  de  diviser  le 

^^l^^emier  terme  aa&  du  reste ,  par  aa  ;  le  quotient  b  sera  le 

i^^^econd  terme  de  la  racine.  Pour  vérifier  si  la  racine  a  -(-  & ,  est 

«xacte ,  on  ajoutera  le  second  terme  b ,  au  double  an  du  pre* . 

ier  terme  de  la  racine  ;  la  somme  (  sa  -|-  6  )  i  multipliée  par 

^   ie  second  terme  b ,  donnera  un  produit  (aa-|-&)  X  &>  V^i 

^  :devra  être  égal  an  reste  skob  -^  6*.  De  sorte  qu'en  retranchant 

*  (aa-f  b)  X  b,  de  aab  +  b^,  le  reste  devra  être  zéro.  Cette 

condition  étant  remplie ,  la  racine  a  -f-  6  est  exacte. 

D'après  ces  remarques ,  pour  ^itraire  la  racine  quarrée  du 

i  .'4ri|pme 

on  ordonnera  ce  trinôme  par  rapport  à  Tune  des  lettres  a  et  b  ; 
par  rapport  ia,  par  exemple  ;  ce  qui  donnera 

et  disposant  Topération  comme  dans  le  n*  65o ,  on  fermera  le 
tableau  suivant 


Aeste....    a6a«67 -1-490^ 
.-a8a»&7>^4gfl4^» 

Heste o 


ftâ^&<4-7tf'^» 


â8â*^M-49â46» 


La  racine  d*un  trinôme  ajant  deux  termes,  si  l'on  prend  pour 

•  premier  terme  celui  qui  contient  la  plus  forte  puissance  de  a,  le 

'  terme  affecté  de  la  plus  haute  puissance  de  a  dans  le  quarré, 

"  sera  le  qdarré  du  premier  terme  de  la  racine  ;  le  second  terme 

'  du  quarré  seA  le  double'  du  premier  terme  de  la  i-acine ,  mul-- 

tiplié  par  le  second  terme  ;  et  le  dernier  tefme  du  quarré  sera 
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le  qaarré  da  second  terme  de  la  racine  (0^^690  ).  Par  eoAf 
aéqaent  ;  la  racine  qaarrée  ao^M»  du  premier  terme  J^V  àA 
qnarré ,  sera  le  premier  terme  de  la  racine  ;  on  écrit  ce  pre* 
mier  terme  à  droite  dn  qaarré  ,  et  retranchant  du  trxnoms 
proposé ,  le  quarrë  du  premier  terme  de  la  racine  ;  le  premisr 
terme  ^ic^b'y  du  reste  »  sera  le  dpuble  du  premier  terme  de  b 
racine  multiplié  par  le  second  ;  la  division  de  s8a^6^>  par  Is 
double  4^M  du  premier  terme  de  la  racine,  donnera  donc 
70**^,  pour  le  second  terme  de  la  racine.  Si  aa?M  +•  70*6*,  est 
la  racine  exacte  du  trinôme  proposé,  le  quarré  du  second 
terme  jc^V  sera  égal  au  dernier  terme  49^^^^  du  reste;  on, 
ce  qui  revient  au  même ,  le  double  4^M  du  premier  terme  de 
la  racine ,  augmenté  du  second  terme  jc^lfi  de  k  racine  ,  et 
multiplié  pat  ce  second  terme ,  devra  reproduire  les  deux 
termes  du  reste  (  n"*  691  ).  Ces  conditions  étant  remplies ,  la 
racine  obtenue  est  exacte.  Des  raisonnemens  analogues  peuvent 
•^appliquer  à  tous  les  trinômes. 

69a.  Pour  revenir  du  quearé  d'un  trinôme  à  sa  racim^  û 
faut  examiner  comment  se  forme  le  quarré  d'un  trinôme 
(P+9+0'  Représentant  p-f-9  P^  ^»  on  aura  (  n*  689  ) 

Mettant  les  valeurs  de  m*  et  de  m  ,  on  trouvera 

693.  Le  quarré  é£uh  trinôme  contient  donc  six  termes. 

694.  Lorsque  p,  q  ,r,  exprimant  des  monômes  quelconques, 
la  racine  et  le  quarré  seront  ordonnés  par  rapport  aux  puis* 
eances  décroissantes  d'une  même  lettre  a ,  contenue  dans  ces 
monômes  ;  les  exposans  de  a  dans  p ,  q  t  t,  diminuercHit^p* 
sera  donc  le  terme  du  quarré  qui  contiendra  le  plus  fort  expo^ 
eant  de  a  ,  et  apç  sera  celui  des  autres  termes  du  quarré  qnt 
contiendra  le  plus  fort  exposant  de  a.  Par  conséquent  ;  lorsque 
la  racine  et  le  quarré  sont  ordonnés  ;  le  premier  temte  du  quarré 
est  le  quarré  du  premier  terme  de  la  racûÉfV  et  le  second 
terme  du  quarré  est  le  double  du  premier  terme  de  la  racine. 
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multiplié  par  le  second»  La  racine  qiutrrée  du  preiïlit^  terme 
du  quarré,  sera  donc  le  premier  terme  p  de  la  racine;  et  en 
divisant  le  second  terme  di^quarré.,  par  le  double  du  premier 
terme  de  la  racine  ^  le  quotient  sera  le  second  terme  q  de  la 
racine.  Connaissant  les  deux  premiers  termes  p  et  q  de  la  m*- 
cine ,  si  l'on  retranche  le  quarré  de  (  p-(-q)  ^  du  polynôme 
proposé ,  le  RESTE  sera  apr  -f-  aqr-f-  r*;  dans  ce  reste ,  le  terme 
affecté  du  plus  fort  exposant  de  ^,  sera  âpr  ;  divisant  donc 
le  premier  terme  spr  du  reste  »  par  le  double  ap  du  premiet 
terme  de  la  racine;  le  quotient  r  ^  sera  le  troisième  terme  de 
la  racine;  (goûtant  ce  troisième  terme  au  double  de  la  somme 
des  deux  premiers  termes  de  la  racine ,  et  multipliant  le  résultat 
(  ap  +  aq  -{-  r  )  par  r,  le  produit  apr  +  aqr  ■+-  r*,  retranché  du 
dernier  reste ,  devra  donner  zéro.  Selon  que  cette  condition 
sera  ou  ne  sera  pas  remplie ,  le  polynôme  proposé  sera  ou  ne 
sera  pas  le  quarré  dun  trinôme.  Ainsi  ^  pour  extraire  la  racin» 
du  polynôme 

on  ordonnera  ce  pblynome  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes de  a  ^  et  Ton  disposera  le  calcul  comme  il  suit  : 

— 4gfi^» I  (4aîè4-+.7a-ô*) 

i«r  reste.  .a8a<^7-Hi9<i466^i2a^6^H-4aa*6SH-964 


— a8a»57— 49a<&6 

»•  reste .-+-iaa^^^+4î"«"^*-i-9** 


3«  reiie o 


(4aî6H-i4a»i3+36«) 


%» 


v.   • 


La  racine  quarrée  du  premier  terme  /l^b^  du  quarré^  a  T^  \ 
donné  le  premier  terme  ao^M  de  la  racine  cherchée.  Le  po-     «  >%•  f 
lynome  proposé  ^  diminué  da  quarré  de  aa^M,  a  donné  le  , 


I 


premier  reste.  Le  premier  terme  aMf^i^  de  ce  reste  >  étant  le 

....         ^      m.-,.  .      1^^       \ 


second  terme  du  polynôme  proposé  ^  on  a  divisé  aSo^fr^,  par 
le  double  J^H^  du  premier  terme  de  la  racid»;  cefloi  a  douii 
la  second  terme  7af&' de  cett»  racim.  A|9a4ii^  ^  ^wiièiM 


•-  » 
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tmna^lll^  double  é^b^  du  premier  terme  ^de  U  racine ,  tt 
moItipUant  la  somme  par  ja^V^  le  produit  ionstrait  du  pn- 
mier  reste,  a  donné  le  second  rsrte.  Or  on  a  succesdTement 
retranché  du  polynôme  proposé  »  les  trois  parties  qui  composent 
le  quarré  des  deux  premiers  termes  de  la  racine  ;  le  seccni 
reste ,  qui  est  résulté  de  cette  opération ,  est  donc  la  quantité 
représentée  par  fàpr+ùqr  +  r^\  c*est-i-dire  »  le  double  de 
la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la  racine  multiplié  pir 
le  troisième  terme  g  plus  le  quarré  du  troisième  terme.  Le 
premier  terme  i2a^b^  du  second  reste  ^  divisé  par  le  double  dn 
premier  terme  de  la  racine ,  a  donné  le  troisième  terme  3S^ 
de  la  racine.  Ajoutant  ce  dernier  terme  ,  an  double  de  la 
somme  des  deux  premiers  termes  de  la  racine ,  multipliant  le 
résultat  4(^b^  +  iJ^V  -|-  36*,  par  Zb?,  et  retranchant  le  pro- 
duit du  second  reste  ^  on  a  trouvé  zéro  pour  troisième  teste  i 
ce  qui  indique  que  aa^b^  -f-  ja^b^  -|*  ^^  ^^  ^  racine  exacte 
du  polynôme  proposé.  On  peut  le  vérifier  en  formant  le  qnarri 
de  ce  trinôme. 

6g5.  Il  est  facile  d'étendre  ce  procédé  à  la  recherche  de 
la  racine  quarrëe  éPun  polynôme  quelconque.  On  voit  que  Tex- 
traction  de  la  racine  quarrée  des  polynômes ,  est  entièrement 
semblable  .à  celle  qui  a  été  indiquée  pour  «les  nombres;  la 
recherche  des  diiFérens  termes  de  la  racine  d'un  polynôme , 
correspond  à  la  recherche  des  dilTérens  chiffres  de  la  racine 
d'un  nombre. 

Mf^A^*  6g6.  Le  qnarrë  d'an  monôme  n'ajant  qu*an  seal  terme,  et  les  q[aarréi 

^^      A   >     «les  polynômes  de  a,  3,  4»  ^f  ^^^-i  termes,  contenants,  6,  lo,  i5,  etc*, 

,  ''*v     termes;  on   Toit  que  les  polynômes  composés  de  a,  4»  ^>  7>  ^f  9>   "» 

'f  ^4M^ek  '   '^'  '^'  '4»  ^^^'  *  termes,  ne  sont  pas  des  quarrés.  De  sorte  qae  Pextrac- 

^  'j^i     *io^  ^^  'a  racine  quarree  de  ces  polynômes ,  se  prolonge  indéfiniment.  Par 

A  ^ênf^\^  exemple ,  si  Ton  cherche  la  racine  quarrëe  du  binôme  h^  —  ^c,  en  regap- 


.  ^.    A       .    dant  b*  comme  le  quarré  du  premier  terme  de  la  racine,  on  trouTera 

697.  Les  polynômes  de  3,  6,  10 ,   i5,  etc.,  termes,  ponyant  avoir  dei 
racines  exactes  composées  de  %,  3,  4>  ^;  c^^.,  termes,  lorsqu^après  woir 


/^^ 
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Èl^Utfé  autant  de  terme»  gin  la  radne  doit  en  contenir,  le  dernier 
rmtte  n'est  ]uu  aéro ,  il  faut  en  conclure  que  le  polynôme  proposé  n'a 
pa*   de  racine  exacte.  Le  trinôme  a*  -f*  %ab  -f-  a^>  est  de  cette  espèce. 

6g8.  Ce  qni  précède  donne  le  moyen  de  résoudre  toutes  les 
Aliiiations  du  second  degré  i  une  seule  inconnue ,  qui  ne  v 
nnCerment  que  le  quarré  de  llnconnue;  car  on  peut  toujours 

ramener*  ces  équations  à  la  forme  x  =  V^a ,  et  nous  sayonj 
«ztraire  la  racine  quarrée  d'une  quantité  quelconque  a. 

€gg.  Les  propriétés  des  signes  4-6^"^  conduisent  à  dés 
remarques  importantes.  En  effet;  le  quarré  de  -f  c  et  celui  de 
;—*-  c,  étant  -4"^/  lorsqu'on  donne  le  quarré  c*^  la  racine  est 
BUBceptible  des  deux  valeurs  +  c  et  —  c.  De  sorte  que  Téqua*- 
tion  of  =  c' ,  est  également  satisfaite ,  en  substituant  -|-  c  ou 
«^  c  f  pour  X.  La  racine  quarréé  d'une  quantité  doit  donc 
toujours  être  affectée  du  double  signe  -f"  ^^  *""•  Ainsi,  l'équa- 
tion af^pzc^,  donne  xz=l+  cet  x  =s^^  c;  ce  qu^on  indique 
d'une  manière  abrégée ,  en  posant  x  =dz  c. 

Lia  racine  quarrée  de  o^  étant  dtx  ',  on  pourrait  écrire 
dba?=±:c.  Mais  le  double  signe  donné  à  x  ne  conduirait 
à  aucune  nouvelle  valeur  de  x,  car— xt=:±iCy  donne 
—  jp=  ^  c,  et  —X  =  —  c;  ce  qui  revient  à  jp=— .  c, 
et  i  a?=:-f-c.  ' 

700.  Aiusi ,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  d'une  équation 
dû  second  degré,  il  suffit,  lorsqu'on  extrait  la  racine  quarrée 
de  chaque  membre ,  de  mettre  -f-  et  —  devant  la  racine  de 
tun  des  membres. 

701.  Dans  réquation;r*  =  -  ^  les  deux  valeurs  de  x  seront 

rieDes  lersque  -  sera  posit^,  car  on  pourra  toujours  trouver 

g 
la  racine  exacte  ou  approchée  de  la  quantité  positive  -  ; 

h 

mais  lorsque  -  8~eta^négatif ,  comme  une  quantité  positive  ou 
négative ,  élevée  au  quarré  ,  ne  peut  donner  tm  résultat  né-f 


/ 
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gatif ,  la  valeur  de  jc,  qui  devrait  satisfaire  à  cette  coziditio&, 

ne  pourra  pas  exister.  On  dit  alors  que  la  valeur  de  x  est 

imaginaire.  Ainsi ,  V^  —  4  ^^^  ^^^  expression  imaginaire , 
car  aucune  quantité  élevée  au  quarré  ne  peut  .donner  —  4* 

L'équation  a:*=: — 4>q^^oo°®  x  =  ±l/— 4j  ^*  ^^^ 
absurde.  On  pourra  cependant  faire  usage  des  imagimûres 
dans  les  calculs,  pourvu  que  l'on  se  rappdle  que  d'après  leur 

origine , l'expression  V^— ^  élevée  au  quarré,  donne  —-a. 

702.  L'emploi  des  imaginaires  est  de  la  plus  grande  udUtéf 
car  on  verra  par  la  suite ,  que  l'on  ne  peut  quelquefois  parvenir 
d  des  résultats  réels ,  qu'en  introduisant  des  imaginaires.  Dans 
ce  cas,  les  imaginaires  disparaissent  du  dernier  résultat.  Par 
exemple  ,  si  là  lettre  à,  représentant  l'expression  imaginaire 

V^— 4*  1a  solution  d'un  problème  conduisait  à  l'équation 
a^zss'^a^l  ce  problème  serait  possible  ,  car  a=s^V"— 4* 
donne  0*=  —  4>^  =  "~'A*=^  +  4>^=>=^^* 

703.  Dans  l'équation  a;*=  b ,  les  valeurs  de  x  étant  fournies 
par  l'extraction  de  U  racine  quarrée  de  la  quantité  connue  i, 
ces  valeurs  de  x  se  nomment  les  racines  de  l'équation  a^=  i. 
Pour  abréger  le  discours,  on  a  donné  le  même  nom  aux  valeurs 
des  inconnues  qui  satisfont  à  des  équations  quelconques.  Ainsii 
les  hypothèses  x  =  9 >  x  ==  3  ,  réduisant  x'-—  5x  -(-*  6  à  zéro, 
les  nombres  12  et  3  sont  les  racinèi  de  l'équation  x^—5x-f-6=30. 
Désormais,  les  valeurs  des  inconnues  qui  rendront  les  deux 
membres  d'une  équation  identiques,  seront  les  RACINES  de 
cette  équation. 

704*  Ces  notions  établies ,  occupons-nous  de  la  résolution 
des  équations  complètes  du  second  degré. 

Toute  équation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue ,  peut 
être  ramenée  à  cette  forme 

(l) .  .  .  .  JT*  -f- 3;7x  —  ^  S=S  Oy 

car  les  équations  du  secoad  degré  ne  contenant  que  des  termes 

en  X  et  en  x^,  combinés  avec  des  quantités  connues ,  si  l'on  fait 

passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre  ,  le  second 

membre 
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.  membre  sera  zéro  ;  désigoant  par  a  la  somme  des  termeAqui 

multiplient  x^,  par  b  la  somme  des  termes  qui  multiplient  x , 

et  par  c  la  somme  des  termes  tout  connus ,  le  résultat  sera 

de  la  forme  ax*-j-  bx  4- c=o.  Divisant  tous  les  termes  par^à, 

b       ^  c 

représentant  -  par  ap,  et  -  par  — 9,  on  obtiendra  Téqua- 

tîon  (1).  Les  lettres  p  et  q  ,  représentent  des  quantités  quel- 
conques,  entières  ou  fractionnaires^  positives  ou  négatives. 
Par  exemple^  la  comparaison  de  Téquation  x* —  5x  +  6=0, 
avec  l'équation  (1),  donnerait 

■  5 

ap=:  — 55  — flfsGjd'oîipss  — -  et^sz  — 6. 

7o5.  La  marche  fa  plus  naturelle  à  suivre ,  pour  résoudre 

l'équation  (1),  est  de  ramener  cette   équation  au  premier 

d^ré  ;  cela  serait  facile ,  si  le  premier  membre  %tait  un  quarré, 

car  il  suffirait  d'en  extraire  la  racine  quarrée.  Par  exemple , 

^  a:*-f-a/>«+p*,  étant  le  quarré  de  (x  +p),  réquatioa 

(a). . . .  jc« H- 2px+p»  =  q*j  donne  (x  -+•  »•  =  ç'j 

on  en  déduit  (n*  700) 

On  doitdonc  chercher  à  ramener  TéquatioâQi  (^)  i  ^  la  forme 
de  l'équation  (a).  Pour  j  parvenir ,  il  suffit  de  faire  passer  — q 
dans  le  second  membre ,  et  d'ajouter  p*  à  chaque  membre  , 
car  il  en  résulte 

X*  -hupx  +  ]f  =  q-hp»  i  d\ùh  (x'hp)*ssq'^,^p*, 

Extrayant  la  racine  quarrée  du  premier  membre  y  indiquant 
l'extraction  de  la  racine  quarrée  du  second  membre^  et  obser- 
vant que  la  racine  quarrée  du  second  membre  doit  être  pris» 
.  en  plus  et  eu  moins  (n**  700)  ;  on  aura 

X'hp='±Vq'h,P"i  d'oïl  x=:'^p±yg'hp»  (*)• 


•  1  - 

,  (♦)  ^i  l'cquation  proposée  était  j^»  —  8x  -|-  la  =  o;  on  aurait  2/>  =  — 8;* 

p=— 4}  — 9=i.I3id'oùV9  7^f'*=V^— "+»^=V4=:»î*=+4i:»» 

aS 


/ 
I 
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DéaignaDt  cet  deux  Talenrt  de  x  y  par  ai  et  x',  on  mm 

'  •  ^3)....  j/s-f^+V'FT?}  x-'=-f^-VF+^. 

Chacnne  de  ces  iraleiira  de  x  doit  jcftiir  de  la  propriété  di 
rendre  Téquation  (i)  identique;  et  en  effets  si  dans  cette  équa- 
tion on  remplace  x,  par -^p-f"V^P*+  9»  oo  aura 

(»/>•  —  ap*)  -h  (fl'  —  H)-^  {^P'-^pWp*  ■♦■  7=o  i  ^o  osfao. 

Le  coefficient  de  |/p*  +  9 1  étant  zéro  y  on  voit  que  Téqua* 
tion  (i)  serait  encore  satisfaite  si  l'on  changeait  le  signe  dt 

|/p»  -f-  f  ;  de  sorte  quelesyaleursdeo/  etdex',  |oiiisseBtdeIa 
propriété  de  rendre  Téquatîon  (i)  identique. 

706.  Cela  démontre  que  toula  équation  du  second  degré 
a  deux  RACINES  (n''  7o3). 

707.  fia  comparaison  des  équations  (1)  et  (3)  conduit  à 
cette  règle  générale  :  Dans  toute  équation  du  àecomd  degré 
ramenée  à  la  forme  x*-t*^P^"^^=o ,  C  inconnue  est  égale  à  la 
moitié  du  coefficient  du  second  terme  pris  avec  un  signe  con-* 
traire  ,  plus  ou  moins  la  racine  quarrée ,  du  dernier  terme 
augmenté  du  quarté  de  la  moitié  du  coefficient  de  x.  Pour 
concevoir  comment  l'équation  (i)  peut  admettre  deux  racines , 
il  suilic  d'observer  que  cette  équation  donne 

Mais  p*  +  9  est  le  quarré  de  |//i*  -+•  q.  On  ar  donc 

(x  -h  /»  )•— ^p«  -h  q)*  =  o.  Or  A»  — 6«  â=(tf-f.^)(a  —  ^).  Donc 

Le  premier  membre  de  l'équation  (1  )  étant  le  produit  de  deux 
facteurs  du  premier  degré  Cx+p+  Vf^-rq)»  (x+p— |/p*-fç); 


^  Les  deux  racines    de   P^quation    proposée  scraiénC  donc    4  "f*  ^  on  6    et 
4  —  a  ou  a.  Et  en  effet,  Ici bypotkàsca  «  se  6,  «ss^i  rcdoMent  le  crinomt 


( 
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on  peut  réduire  le  premier  membre  à  zéro ,  en  igalant  ^ic- 
cessivemenc  chaque  faeteur  à  zéro  ;  ce  qui  conduit  aux  Faleura 
de  X  exprimées  par  les  formules  ^3).  / 

708.  Chaque  facteur  étant'  x  moins  une  des  racines ,  on 
voit  que  pour  décomposer  le  pofynome  du  ^second  'degré 
x*  -4-  apx— q ,  en  deux  facteurs  du  premier  degré ,  il  suffit  de 
chercher  les  racines  de  ce  polynôme  égalé  à  zéro }  les  facteurs 
seront  égaux  à  x  moins  chaque  racine:  Ainsi  ^  pour  trouver  lêâ 
facteurs  du  premier  degré  du  polynôme  x^ — 5x+6,  on 
fera  ac*  — -  5x  -f-  6  =  o  ;  les  racines  de  cette  équation  étant  a 
€t  3  y  le  polynôme  proposé  est  le  produit  de  (  â;  —  ^  )  par 
Çx — 3).   On   peut   le  vérifier.  Les   racines  de  l'équation 

a:*  —  âx  +  a^so,  étant  x  =  i  +  V^—  i  ,  x=3  i—  V^r-  i  > 

le  polynôme  x*  —  bx  -f-  ^  >  est  le  produit  de  (x-f-  1  —  V^—  1) 

par  (x — 1  +  |/  —  i). 

709.  Une  équation  du  second  degré  ne  peut  jamais  a/voir 
plus,  de  deux  radnes.  En  effet  ;  si  r  désigne  une  racine  d» 
l'équation  (1)^  eu  représentant  par  z ,  la  quantité  qu'il  faut 
ajouter  à  r  pour  obtenir  toutes  ^es  racines  de  Téquation  (1)  , 
on  aura  x  =3  r  -f-  ^  >  et  chaque  valeur  de  z  donnera  une  valeur 
de  X.  .Cette  valeur  de  x  devant  satisfaire  à'^réquation  (1)  ^ 
on  aura 

(r  -f-  »)  *  4»  ap  (r  -f  a)  —  4if = o ,  d'où  (r»  -f  a/^r — ^)  -h  «  («  -h  ar  4-  a]p):;zo 

Mais  r  étant  racine  de  l'équation  (1}^  r^ 'i^  apr^-^  q  tst,  z^éro. 
Oa  a  donc 

(4). . .  »  X  («  -^  ar -♦-  a|>)  =  o  et  I*  -♦•  aprs^q. 

Le  produit  de  deux  facteurs  ne  pouvant  être  nùl^  que  lors^ 
qu'un  des  facteurs  est  zéro ,  les  seules  v^enrs  de  z  qui  sati»-* 
fassent  à  l'équation  (4)  ,  sont  z  =  Oret  z  ==  -^ si'*-^  ap.  Lei 
valeurs  correspondantes  de  x  sont  ' 

j/  =s  r  et  a:*  =  r  — '  ar  —  ap  «5  •*•  (r  -h  ap). 

Gaqai  démontre  le  principe  énoncé. 
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.    0^8  valeurs  de  x  conduisent  auiLtelations  qui  existent  entre 
les  co^fficienf  et  les  racines  -,  car  on  en  déduit 

a/  X  Jt^  =  —  r*  —  ^pr^si'-' q. 

% 

4 

710.  Ce  qui  prouve  que  dans  toute  équation  du  second  degré, 
rcmwnée  à  la  forme  x*-f-  apx  — -  q  3=  o  ,  /a  somme  des  racines 
est  égale  au  coefficient  de  la  première  puissance  de  x ,  pris  en 
signe  contraire ,  et  le  produit  de  ces  racines  esi  égal  au  dernier 
terme.  On  déduirait  les  mêmes  propriétés  des  formules  (3)  di 
n®  7o5 ,  car  on  trouverait 

m 

711.'  Ces  relations  donnent  le  moyen  de  déterminer  les  signes 
des  racines  des  équations  du  second  degrés  sans  résoudre  ces 
équations ,  carp  et  q  pouvant  avoir  des  signes  quelconques , 
réquation  du  second  degré  est  susceptible  des  quatre  formes 
suivantes  : 

(5). . .  x« -4- a|>jr  —  ^  =  o;  (6). . .  ar«  —  a/Mc  —  ^  =  oj 
(7).  ..«••♦•  apx  -♦-  ^  =r  o j  (8). . .  x«  -^  2px  -♦-  q  =ro  ; 

(p  et  qf  désignant  des  nombres  positifs).  Cela  posé;  dans  Téqua- 
tion  (5)  ,  le  produit  des  deux  racines  étant  le  nombre  négatif 
— -  9  ,  les  racines  sont  de  signes  contraires  ',  mais  la  somme  de 
ces  racines  est  égale  à  la  quantité  négative  —  ap  ;  }a  racine 
négative  est  donc  la  plus  grande.  On  verra  de  même ,  que  dans 
l'équation  (6) ,  les  racines  sont  de  signes  contraires ,  et  que  la 
plus  grande  est  positive.  Dans  Téquation  (7)  ,  le  produit  des 
deux  racines  étant  positif,  ces  racines  sont  de  même  signe; 
mais  la  somme  des  racines  est  négative  ^  ces  deux  racines  sont 
donc  négatives.  Enfin  ,  dans  Téquation  (8)  ,  le  produit  des 
racines  étant  positif ,  les  racines  sont  de  même  signe  ;  or  la 
somme  de  ces  racines  est  positive  ;  les  deux  racines  sont  donc 
positives.  L'inspection  des  racines  des  équations  (5),  (6) ,  (7) , 
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(S),  conduirait  aux  mômes  résultats,  caries  ràciiies  dé  ces  égùa^ 
tiens,  sont  (n* 707)  >       ' 

(9)...  *=— |>±\/Jï>T7;  (10). : .x^-hp ±\/p^  -1-7; 

(ii)...ar=s  — ;i±V/p*—- </î  (loi) , , .  x.  m -*■  p  •±^p*'^q. 

La  racine  quarréedcp*  étatitp,  la  racine  quarrée  de  (p*+9) 

est  plus  grande  que  p ,  et  V'p*  —  7  est  moindre  que  p.  Ou  en 
déduit  les  signes  des  racines  déjà  obtenu^.  ... 

71a.  Le  Radical  ^/p* -f.  q  étant  toujours  réel,  les  racines 
de}  équations  (5)  et  t(6) ,  sont  toujours  réelles;  ainsi  toute 
équation  du  second  degré  doM  le  detnier  terme  est  négatif  ^  i( 
ses  racines  réelles.  •' 

Dans  les  équations  (7)  et  (8)  »  quand  p*  est  plus  grand  que 
q,les  racines  sont  téeLles  et  inégales;  lorsque  p*  =  q^  /c^ 
racines  sont  réelles  et  égales ,  et  le  premier  membre  de  chaque 
équation  est  le  produit  de  deux  facteurs  égaux.  Enfin ,  quand 

p*  est  moindre  que  q ,  le.  radical  V/p'— -q  devenant  imaginaire 
C  n^  701  J  ,  les  racines-  sont  imagincdres}  cela  exprime  que 
les  équations  sont  alors  impossibles  ^  car  les  tfansformations 
qui  conduisent  aux  valeurs  de  a: ,'  -ne  -pouvant  pas  altérer^ la 
valeur  de  a:,  toutes  les  équations  déduites  dés  équations  (7) 
et  (8)  ^  doivent  \ox^\v  des  mêmes^propriétés  ;  àtais  \e%  équations 
(1 1)  et  (la)  ,  ne  sont  pas  possibles  ;  les  équations  (7)  et.  (8^' 
doivent  donc  être  également  impossibles..  On  peut  d*aiUetivs 
mettre  cette  impossibilité  en  évidence  ,  car  q  étant  plus  grand 
que  p*,  on  a  ç  r^  p*  -f"  **,  et  1^  désigné  un  nombre  positif  pl'u» 
grand  que  zéro.  La  substitution  de  cette  valeur  de  q^  dans  le» 
équations  (7)  et  (8) ,  donnfr     ^ 

jr«  H-  ^px'^^p»  -4-  A*  sî'b  «t  jf»  —  apx  -f-f^4-  ^  —  <>• 

On  peut  écrire  ces  équations  dcT  la  manière  suivante  ^ 

(jc  •+•  p)»  *f-  it«  =i  o  ;  (jt  —  p}«  -♦-  A»  =  o.   ■ 

7i3.  Ainsi,  lorsque  les  racines  des  équations  (7)  e?(8)',  sont 
imaginaires ,  ces  équations  expriment  que  la  sommfi  de  deux 
quarrés  est  zéro^;  ce  qui  est  absiirde,  puisque  l'un  de  cesquarrés. 
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n'est pbs  zéro.  jtUeunesvakurs  réelles  dexne peuvent  donesa^ 
tisfaire  aux  équations  (j)  et  (8).  Dans  ce  cas/fes  fonuulea(ii) 
«t  (la)  sont  des  symboles  algébriques ,  qui  jouissent  de  ]a 
propriété  de  x  andre  les  équations  (7)  et  (8)  identiques;  mais 
ces  symboles  lie  ^nt  pas  des  quantités. 

7i4-  n  est  essentiel  de  remarquer  la  différence  qui  existe 
entre  les  quantités  "incommensurables  et  les  expressions  ima- 
ginaires; les  unes  et  les  autres  jouissent  de  la  propriété  de  no 
pouToir  être  escrimées  exactement  en  nombre* ,  mais  cmpeut 
approcher  d'aussi  près  que  Ton  veut  des  incommensnrabks; 
,^n  peut  même  les  exprimer  exactement  par  des  lignes  (n*663) , 
tandis  qu'aucune  quantité  ne  peut  approcher  des  yalenrs  des 
expressions  imaginaires. 

71 5.  FkoBLiME.  Mésoiidre  l'équation  (î) ., .  ax*+lne+os9BO,  sens  di" 
uUer  par  à.  En  raifonnânt  comme  dans  le  tk^  7o5 ,  on  fera  passe?  e 
dans  le  second  membre,  ce  qni  donnera  ^ 

(a). . .  ax*  -+•  te  =—  e. 

Le  premier,  membre  («ar*4>te)  peut  être  considM  comme  exprimant 
les  deoz  premiers  lermep  du  qnanë  d^  binôme  ;  -âx*  est  k  qnarfë  dn  prt- 

'  mier   terme  de  ce  binôme;  ce  prêter  terme  est  doDc\/âx%oa  jr|/<i; 
mais  hx  est  le  donUe  dn  premier  terme  multiplia  par  le  second.  Dirisaat 

_.  h 

donc  hx,  par  ^xya,  I9  ^otient  ->-,  sera  le  second  terme  do  bi- 
nôme. Ajoutant  donc  &  cba^e  membre  le  quatre  dé  ce  second  terme, 
iV^patton  (3)  défi^dra 

.  Le  premier  membre  sera  le  qnarrë  dn  binôme  «  V^a*4^  i^  ;  cstraysat 
dont  la  racine  quarree  d«  cba^pe  membre»  on  troBTera 

Dî^signant  ces^  deny  racines  par  x'  tl  x",  on  aura 

aa  aa 
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^i6.  Lorsque  h^-^^ac  sera  positifs  Us  deux  racines  seront  réelles  et 
inégales  ;  lorsque  b*  »-  4ac  sera  zéro ,  les  deux  racines  seront  égales  et 
réelles;  ehfin,  lorsque  b*  — 4*^  sera  négatif,  les  deux  racines  seront 
inégales  et  imaginaires,  La  réciproque  est  vraie* 

717.    Dans   cette  analyse  des  racines,  nous  ayons  suppose  /|ue  réqna->^ 
tion  (i)  «tait  du  second  degré',  de  sorte  que  a  nVtait  pas  téro.  MaisPhy- 

pothèse  a  =:  o  y  réduisant  Te'qnation  (i)  à  bx^  =  67  ce  qui  doms  ir=s  —9 

Ja  genëralkë  dos  formdes  algébriques  exige  que  dans  cette  hypothèse  l'une 

des  racines  x%  x",  se  rëdnise  2i  —  r*   Or. . . 

o 

«sso,  donne  x' =  -  et  xf=: ^ 

o  o 

La  seconde  racine  ne  peut  pas  se  re'dnire  à  — -  -^  »  car  —  t>  est  infini  \   la 

o  e 

valeur  de  af^  qui  se  pr^ente  sous  la  forme  - ,  doit  donc  se  réduire  ^i  •—  r*' 

Et  en  effet;  si  Ton  substitue  pour  V^6* -^ 4^e ,  sa  Takur  donnée  par  hi 
formule  du  n»  696,  on  trouTcra,  toutes  rédnctioiis  faite*, 

^-     e       ae*        aa*i' 

Supposant  a  i=  o  ,  la  râleur  de  d^  se  r^nit  efecthremient  ^  —  t  D' 

Aéciproqneraent,  lorsque  a,  b,  e,  èekt  des  quantités  finies  j  pour  qvm^ 
tune  des  racines  x',  z\  cfe  rétgfiiatxoit  ax* -f-hs-f-cssa,  piMMe  de- 
venir infinie  ^  il  fitut  évidemmeài  que    a  sait  zéro 

718.  En  gênerai:  pour  exprimer  que  Us  racines  dè^  V équation À 

ax>-f-bx-H:=o,  sont  réelles  et  égales ,  il  suffit  dé  poêér  b^-Hfac=o  $  et  pour 
exprimer  que  l'une  des  mciiteè  «tf  Une  quantité finU  et  que  VatAr^ 
racine  est  infiniment  grande^  il  faut  égaUr  le  çoefficieiH  deX*  a  zéro  ; 

Vune  des  racines  se  réduit  à-^r  et  /^fHs  est,  infinie.  Ces  propriété» 

serviront  dans,lV/pp/fea<ioit  de  Valgèbre  à  ln^  géométrie^        .        • 

719.  Problème.  Décomposer  ax*-f-bx-f-c ,  e/i  deux  facteurs  du  premier 
degré.    La  règle  du  n9  708  suppose  qne  le  coefficient  du  premier  terme 

est  Tunité;  on  mettra  dpnc  le  polynôme  son»  la  forme  a  f**"*^!'"*"^!^ 

{*)  On  Toit  donc  qu'uiie  ejr;»reMÎbii ,  qui  se  réduit  à-^  en  MrtunéPunm 
seuU  hypothèse,  peut  avoir  une  vaUùr'déUrminéÈ'*  ' 
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'''ha 
Cherchant  les  factèms  de  ar»  •+•  -  x-+-  ->  on  tronrerf  (no«  ^oSct  *}iS) 

.  Mnhipliant  les  deux  membre»  para,  on  anra 

• 

Si  Ton  Tonlait  troorer  deux  facteurs  dont  ]et  premiers  termes  fassent 
les    marnes,   on    multiplierait  le  premier   membre  de  Pidentite'  (i),  par 

a,   et    chaque   facteur  du   second  membre   par     ^a^  oe  qui  donnerait 

Lorsque  b'-^-^ac  e^fa^rb,  les  deux  facteurs  softt  égaux,  et  az*+bx+c 
est     le    quatre    de     (xV'^a-i-  — 7:=)*  Pour  démontrer  la  réciproque, 

on  résoudra  le  problème  suivant  ; 

720.  Déterminer  la  relation  qui  .doit  exister  .entre  a,  b,  c,  pour 
que  ax^  +  bx-f'C  aoit  un  quarré.  Si  le  trinôme  ajr>-4-&x4-c,  est 
un    quarré  y    sa   racine  Sera  nn^  hioomej    ax*    sera  le  quarré  du    pre» 

mjer  terme  ;  ce  premier  ternie  sera  donc...  x  \/a\    mais   bx    doit  être 

le  produit    du   double   du   premier   terme    de  Ja  racine  par   le  second; 

bx  b 

le  second  terme  de  cette  racine  ^t  donc  ^  ou  — ^  ;  le  quarré  de 

\^xva         ^ya 
ce  -deuxième  terme  devant  étire  éeal  à  c,  la  relation  demandée  esc 

^^  r-A=Y  =  c  ;  dW  h*  —  iflc  =s  o.        ' 
Et  en  effet,  qnand^ cette   conditiott^  remplie,  tfx*-4- 5jr-^  e,  est  le 
quarré  de...  (x  ya  4*  '   j /—r 

721.  Ditfiser  le  nombre  connu  a,  en'  deux  parties ,  telles  que  le  rap^ 
port  de  leurs    quàrrês  sàH^égàl  fà  m*^  Si  Tuoe  des  parties  est  a-*X)  1 
Tautresera  Xy  et  l'on  aura        -  -    --  .  • 

^  '  X* 

On  pourrait  résoudre  cette  équation  par  la  méthode  générale  du  n^  707  , 
-mais,  on  abrégera  les  calculs  en  prenant  la  racine  quarrée  de  chaque 
membre  ;  car  il  ep  résultera  (n**  7001^ 

û  — a:_.,,  *  a  db  ma 

—  sïi  ^  m:  d'où  x  =  -r^r —   et  a  — j:  =  -— r — • 
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Les  signes  snpf^rienrs  se  correspondent  ainsi  que  leff  signitiQf<érteun.'l)«  ' 
sorte  que  le  problènoe  admet  ces  deux 'solutions*. . 

ir«  Solution.  i^«  partie S3  ;  a»   parties: 


î-4-m'        *  i-hi» 

a«  oolûtion.  i*^«  partiels  ;  !•  partie=— — 

Il  est  facile  de  vérifier.  qa%  ces  parties  satisfont  à  tontes  l«s  conditions  dit 
))roblèmo ,  car  dans  chaque  solution ,  la  somme  des  deux  parties  se  réduit 
^  ~h  a ,  et  le  qnarré  de  la  première  partie  y  divise  par  le  qùarre'de  la  â«cori<)e  , 
donne  m»  pour  qnotient. 

Lorsque  m  est  égal  à  Tunitë,  la  première  solution,  donnera  popr  la 
valeur  de  cWque  partie ,  ce  qni  satisfait  évidemment  au  problème.  Mais  la 
«econde  solution  conduit  à  des  valeurs  infinies.  Pour  interpre'ter  ce  r^ultat, 
tta  remarquer»  que  dans  ThypOthèse  actuelle-,  Pëqnation  (i)'  donne    - 

a*  —  a«jr  -h  Jt»  m,  x    ,  \        o,  /"a         "\ 

— - — = , ;  d'oj.  w...  ;  (ï -  »; = <•• 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant a  =r  o ,   d'où  jm:  \a  ;  ce  qufe 

conduit  à  la  première  solution.  En  mettant  pour. jt  des  nombres  plus  grands 
ou  plus  petits  que  |a,  on  ne  satisfera  jamaisà  Téqoation  (a),  mais  cepen- 

dant  plus  x  sera  grand,  plus—  sera- petit:  de  sort^  qu'en  mppoiàiit   « 

infihi ,  -  sera  nnl.  La  vfdenf  infinie  de  x,  satisfait  donc  à  l'équation  (a)  , 

X  , 

dans  ce  sens  qu'en  mettant  pour  x  un  nombre  pins  grand  ou  plus  petit 
que  \a.  Terreur  .est  d'autant  moindre  que  le  nombre  substitué'  est 
plus  grand.  .      .  .  !      . 

73!2.  Quelques  négocians  établissent  un  facteur  a  Bordeaux»  Chacurtr 
d'eux,  contribue  pour  dix  fois  autant  tTécus  qu'ils  sont  d'associés,  Lm 
profit  du  facteur  est  fixé  h  deux  fois  autant  d'écus,  pour  IQO,  écus, 
qu'il  jr  a  d'associés;  et  la  centième  partie  de  son  gain  multipliée  par 
•f-j  donne  un  produit  qui  contient  autant  d'écus  qu'^l  y  a  d'associés* 
On  demande  combien  il  y  a  d'associés.  Si  le  nombre  des  associés  est  or  ; 
cbacun  d'eux  contribue  pour  dix  fois  autant  d'écus  qu'il  y  a  d'associés  ^ 
c''cst-h-dire  pour  ioj:  écus.  La  mise  loor  écus  de  chaque  associé,  multi- 
pliée par  le  nombre  j:  des  associa  ^  donne  ioj:*  écnt,pour  la  mise  totale.  Or^ 
6ur  loo  écus  de  mise,  le  facteur  gagne  %x  écus;  le  gain  relatif  à  un  écit 

de  mise  est  donc écus:  le  eain  relatif  à  la  mise  totale  lox*  écus ,  est  donc 

100  '       ° 

^^  X  lOo:'  OU  -^   écus.  Si  l'on  multiplie  la  centième  partie  de  ce  gain , 
par  — ,  le  produit —«  écus,  datt  contenir  autattt  d'écus  qu'il  y  a  d'associés, 
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^*^l- à-dite  X  écas.  Oa  a  donc 

-^  =  a:;  ou  ±'=:aa5aî;  on  af"=aî5. 

Cette,  équation  doone  x=-f- 15  et  x=Z'—  i5.  La  seconde  ralcnr  de  x 
ne  conTÎent  pat  à  la  question  actuelle ,  car  le  nombre  des  associés  ne  peut  étrt 
négatif^  la  première  résout  le  proUime^  elle  indique  qu'i/  y  avait  i5  asso* 
eiéê.  Ce  nombre  satisfait  li  tbutes  les  conditions^  EneflEet;  s'il.j  a  i5  asso- 
ciés, chacun  d'eux  mettra  lo  fois  x5  éeus,  ou  i5o  écus;  I9  mise  totale 
sera  donc  i5  fois  i5o  écùs ,  ou  aoSo  écus.  Mais  le  profit  du  facteur  est 
fixé  à  deux  fois  autant  d'écus  par  xoo  écus  qnll  j  a  d'associés ,  c'est-à- 
dire  à  3o  écus  par  100  écus ,  ou  à  3  écus  pour  10  écus.  Le  gain  du  £bo 
teur  sur  la  mise  totale'aaSo  éous",  sera  donc  aa5  fdc3  écus»  ou  67$  écdi. 

La  centième  partie  de  ce  gain  total,  multipliée  par.*^,  donnerais  écus.  Ce 

produit  contient  autant  d'écus  qu'il  y  a  d'associés.  Ce  qui  s'accorde  arec 
l'énoncé  du  problème. 

7a3.  ZIeusr  ûuurier»,  employés  h  différem  prix ,  furent  payés  après  wt 
certain  temps»  Le  premier  requt  gG^;  et  le  second ,  gui  avait  travaillé 
iix  jours  de  moins  que  le  premier  y  reçut  54^.  Si  le  second  etU  travaillé 
six  jours  de  plus  et  le  premier  six  jours  de  moins ,  ils  eussent  requ 
ehacim  la  même  somme.  On  demande  le  nombre  4^  journées  dé  trof» 
veil  de  chaque  ouvrier  ^  et  le  prix  de  la  journée  de  chacun.  En  repré* 
tentant  par  x  le  nombre  des  jours  pendant  lesquels  le  premier  ouTrier  a 
traTailléy  le  second,  qui  a  travadllé  six  jours  de  moins,  n'a  travaillé  qnc 
pendant  (x*-6)  jours.  Mais  le  premier  a  reçu  916^  pour  ses  x  jours  de 

travail  ;  il  gagnait  ddnc  '^-—  par  jour.  Le  second  a  reçu  54'^  pour  (x — 6) 

jours  de  travail  ;  il  gagnait  donc  -^m  par  jour.  Si  le  second  outrier,  qui 
a  travaillé  (x— -6)  jours,  eût  travaillé  six  jours  de  plus,  il  eût  travaillé  x 
jours,  et  comme  il  gagne    ^  a  par  jour,  il  eut  reçu  x  foi»  ■  J__  g  >    00 

— *j— g;  et  si  le  premie*  ouvrier ,  qui  gagne ^—  par  jour,  eût    travaillé  siï 

jours  de  moins,  c'est-à-dire  (x— 6}  jours,  il  eût  gagné  (x  —  6)  fois* — » 

pu  sui L..  Mab  dans  cette  hjpètbèse,  les  gains  de  chaque  onvritr 

eussent  été  les  mêmes;  donc... 

54x   _  aliiLZllL 

a:— é  X 
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La  forme  de  cette  c^^'*^'^'^  condait  à  nue  soliuion  aftses  ël^anteC  En 
effet  5   on  en  déduit  succesaivement 

(*  — 6)>        54  ■"  9  *  X  — 6  "^  ^  3' 
ar  et  x-^G,  exprimant  des  nombres  de  jonniëes,  sont  essentielfement  po» 
•itifs^  on  nè^doit  donc  prendre  €ja%  le  signe  H- î  donc 


■••-0        J 


\ 


Le  premier  ùuuriêr  a  d&nc  travaillé  a4  jonn  et  le  seoond  18  jours. 
Ces  nombres  satisfont  à  tontes  les  conditions  dn  problème.  En  effet  ;  le 
premier  ouvrier  a  reçu  gO^  poar  34  jours  ;  il  gagnait  donc  4^  par  jour  ; 
le  second  a  reçu  54^  pour  t8  jonrs,  il  gagnait  donc  3''^  par  jour.  Si  !• 
isecond  eût  travaillé  six  )onrs  de  pins,  il  eût  travailk^  94  V^^î  >'  ^ 
donc  reçu  73'^  pour  les  a4  )00it  de  trarail.  Le  premier  qui  eut  CraTaîllé 
six  jours  de  moins  ,  n'eût  travaillé  que  18  jours  ^  mais  il  gagne  4^  P*^ 
îour  ;  il  eût  donc  reçu  73"^,  comme  son  camarade. 

7a4«  Un  pa  rticulier  doit  7300^  payahleêdans  un  an  et  'j^ùo'^ payables  dont 
deux  ans,  H  s'acquitte  afee  i  Ëooelff'argent  comptant»  On  demande  le  taux  de 
l'argent.  On  a  égardauxintérétsdes  intérêts.  Désignant  par  j^  l'intéilt  an- 

nuel  de  xoo^;  l'intérêt  annuel  de  1^  sei« —  j  donc  il^  comptant  vandra ,  après 

V     •       ^r*  (îooH-arVfr  .     ,  (loo-K*)" 

nn   an,    i*-  -f-     ,    on  ^  «et  après  deux  ans    ■ 

100  '  100        '        *^  100 

livres  (  n*  64)*  Ponr  abréger  les  calculs,  nous  ferons 

lAO-f*  * 

100 

^  De  sorte  que  l'ff'  argent  comptant  vaudra ,  tif'  après  im  an,  et  a^i^  X  s 
•près  deux  ans.  Cela  posé  :  * 

zit"  payables  dans    i    an    valent  comptant jif", 

lit  payable    dans    i    «a     vant  comptant — p 

Les  7300^  payables  dans  t  mn  voient  comptant '     ■    ■. 

z 

(z^y/f"  payables    dans  a  ans  valent   comptant 1^» 

1^  payable    dans  a  ans    vaut    comptant — ;p, 

Les  7300''^^  payables    dans-  a  ans  valent  comptant, «    ^    . 

Mais  on  acquitte  cette  dette  totale  avec  xioog*^  argent  comptant.  On 
n  donc 

7300    ,    7300  -,  36-36 

^  -«•  -jr-  =  "000.  Ou  «»  —gs  — gzra 


=s  s  ;  d'où  X  =r  100  (s  —  i). .  I 


4itk  E  L  E  M  E  V  S 

La  natiirt  de  la  ^pcttioa ,  ettgtant  ^e  z  toit  posidf ,  oa    ne   calcnbit 

qoe  la  ràcme  poiiliyc  de  cette  dernière   équation  ^  ce  qui  donnera  2  =  3 

et  jrssao.  L'ar^nt  était'jdonc  à  ao  pour  zoo'  par  an.  En  effet  ^  à  30 
pour  100  par  an;  les  79oe'^,  payables  dans  un  an,  valent  6000*^1^  argent 
comptant,  et  les  7200'^  payahleB  dans  deux  ans  valent  5ooo^  compunt 
(no65).  Ces  deux  dettes  représentent  dope  une  dette  totale  de  110001'' 
argent  comptant. 

7â5.  Trois  ivrognes ,  buvant  ensemble,  vidèrent  un  tonnecat 
de  vin  en  six  heures.  S*ils  eussent  bu  séparément ,  le  second  eût 
vidé  le  tonneau  dans  les  trois  quarts  du  temps  qu'eût  em- 
ployé  le  premier  ;.  et  le  troisième  eût  mis  cinq  heures  de  plus 
que  le  second.  On  demande  combien  il  eût  fallu  de  temps  à 
ehcu/ue  ivrognepour  boire  tout  le'vin  contenu  dans  le  tonneau. 
D'après  cet  énoncé  ;  si  le  premier  ivrogne  vide  le  tonneau  en 
^x  heures ,  le  secqnd  le  videra  en  3a?  heures ,  et  le  troisième 
en  (  Sx  +  5  )  heures.  Désignant  la  capacité  du  tonneau  par 
p  pintes;  on  voit  qtt*en  une  heure  ,  le  premier  ivrogne  boit 

-^  pintes^  le  second  ^  pintes ,  et  le  troisième  „  xk.  pî°tes. 
Donc  à  eux  trois ,  ils  boivent  en  une  heure ,  {^  +  ^  "^  îT^?) 

pmtes.  En  six  heures ,  ils  boivent  donc  6f  ois  f -^  +  ^  "tr  g  ^r  \ 

pintes.  Màb  en  six  heures  ^  ils  doivent  boire  les  p  pintes  conte- 
nues dans  le  tonneau.  Donc 


Cette  équation  donne  a;=5etx=:-W3|.  La  seconde  valeur 
n  est  pas  admissible ,  car  .un  temps  ne  peut  être  négatif.  On  ne 
doit  donc  prendre  que  la  valeur  positi^ve  de  x  \  elle  exprime 
que  le  premier  ivrogne  viderait  le  tonneau  en  20  heures;  le. 
second  viderait  donc  le  tonneau  en  1 5  heures  ,  et  le  troisième 
en  ao  heures.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  trois  ivro^es 
buvant  ensemble,  vident  le  tonneau  en  six  heures ^  car  en 
une  heure  ,  le  premier  ivrogn»iboit  le  ao*  du  tonneau,  le 
second  en  boit  le  i5*,  et  le  troisième  en  boit  le  ao*  ;  donc  à 
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eux  trois  ^  ils  boivent  en  une  heurte  ^  une  portion  du  tonneau  * 
exprimée  par  ,70  +  75  +  ^  o^^'iî  donô  en  six  heures ,  ilà 
boivent  la  totalité  du  tonneau.  La  solution  est  indépendante 
de  la  quantité  de  vin  contenue  dans  le  tonneau  \  car  la  capa* 
cité  p  pintes  du  tonneau ,  a  disparu  de  Téquation  qui  escrime 
les  conditions  du  problème.'     * '* 

Nous  terminerons  Paùaljse  dU  second  dêgré^  en  résolvant 
des  problèmes  à  plusieurs  inconnues  ^  qui  conduisent  à  des 
équations  du  second  degré  à,  une  seule  inconnue, 

726.  La  somme  de  deux  nombres  est  sp  ;  leur  produit -est  t[. 
On  demande  quels  sont  ces  nombres.  Si  x  %ty  désignent  les 
nombres  inconnus  ^  on  auta 

égalant  les  valeurs  de  y  I  on  trouvera 

•  ■  - 

De  sorte  que  Vun  des  nombres  chercKës  étant  p  -}-  V' p^  — ^  q  ,\ 
l'autre  nombre  est  p  —  v  p*  —  q.  La  somme  de  ces  deux 
nombres  est  efFectivement  sp  ,  et  leur  produit •  •  •  • 

(  P  +  V^P*  : —  9  )  (P""  r  P*  —  9  )  >  ®®  réduit  à  4-  ç  i  comme  •. 

l'exige  renoncé,  .       .  , 

737.  Remarque.   Quand  les  valears  de  x  et  de  y  sont 
imaginaires  -y  le  problème  •  est  absurde  (  n*  7 1 22  ) .  Pour  voir  ' 
a  quoi  tient  cette  absurdité ,  on  remarquera  que  la  somme  des 
nombres  x  et  y  étant  2p  >  on  peut  supposer 

[«rri^-H^  etjrssj»  — *j  d'oil  xy  =: p»  — . «»  =  ^. 

£r«  procLuit  q  ç2e5  deuo;  nombres  njet  y  ,  ne  peut  donc  jamais 
surpasser  le  quarré  "p^^de  la  demirsomme  des  nombres  x  et  y. 
Mais,  lorsque  x  et^  sont  imaginaires,  p* — q  est  négatif; 
q  est  donc  plus  graad  que/i*;  ce  qui  est  contraire 'à  la  nature 


/ 


.^t6  ÉLÉMENT. 

Vider  le  tonneau  8*ib  buvaient  eniiemble  »  on  dira  :  phi5c(h*és 

une  heure ,  Bacchas  et  Sylène  boivent  ^  pintes  et  ^  pintes ,  *| 

.         -^ .       I 
ils  boivent  enseinblè  èni  iino  heure  ,  f^,  +  ^  J  {kintes ,  ou   ' 

p  f  y  j  pintes  i\  ils  boiront  donc  ensemble  p  pintes  eo 
u^  heures;  Bncchus  et  Sylène  buvant  ensemble ^  vide- 
raient donc  le  tonneau  ^^  ti   I    heures. 

»        "^ViT^'  .   ..    • 

Enfin  y  si  les  ivrognes  eussent  vidé  ensemble  lé  tonneau , 

Bacchus ,  qui  boit  en  une  heure  ^  pintes^  eût  bu  pendant  les 

•       r     heures,  ^  Y  '  foi»  -  pintes  ,  ou  v  ^    pintes:  i* 
qy-f-x  5y+a:         x  ^         '       ^+^ 

Ainu ,  Bacchûs  et  Sylène  buvant. successivement ,  vidètoût 
te  tonneau  enSy  *-^  — —  heures.  Sacchus  et  Sylène.  buvant 

ensemble  ^  videraient  le  tonneau  en  ^  J^    heures ,  et  Bçcchus 

boirait  ,  v^    pintes.  Bacchus  a  laissé  Tp ^  j  pintes  à 

Sylène.  Ces  quatre  quantités ,  substituées  dans  l'expression  des   I 
deux  conditions  du  problème ,  donnent      ' 

(8y,^  -S-  )  heures  —  &^  heures  ==  1  ^^     heures. 

• 
Divisant  les  deux  membres  de  la   première    équation  par 
l'unité  d'heure  ,,  et  ceux  de  la  secondé  par  p  pintes ,  chassant 
les  dénominateurs ,  et  passant  tous  les  termes  dans  le  premier 

membre ,  on  trouvera 

—  ..       ^     .  ••  ■      /     ■  • 

*  > 

U 
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(La  capacité  p  pintes  du  tonneau  ayant  disparu  ,■  ceb  indique 
que  les  valeurs  de  x  et  y  en  sont  indépendantes  )• 

La  résolution  de  ces  deux  équations  serait  assez  compliquée! 
ai  Ton  voulait  obtenir  toutes  les  valeurs  des  inconnues;  mais, 
la  nature  de  la  question  exigeant  que  x  ety  soient  positifs  ^ 
on  rejettera  les  valeurs  négatives  de  x  et  jf  ;  ce  qui  con-^ 
duira  au  calcul  suivant.  L'équatiiQn  (9)  résolue  par  ragport 
ày^  donnera 

La  substitution  de  cette  valeur  de^  dans  l'équation  (1) ,  don- 
nera x  =  i5  ;  d*où  jr=:aêt5y=io.  Ainsi  ^  Bacchus  buvant^ 
seul  y  eût  vidé  le  tonneau  en  i5  heures  y  et  Sy Une  en  10  heures • 
Il  est  facile  de  reconn^tre  que  ces  nombres  satisfont  à  toutes 
les  conditions  du  problème.  En  effet  ;  fiacchus  boit  pendant 
les  f  du  temps  employé  par  Sylèné  pour  vider  le  tonneau  ) 
c'est-à-dire  pendant  les  |  de  10  heures^  ou  6  neures.  Or  en 
une  heure  Bacclius  boit  j^  du  tonneau  ;  en  6  heures^  il  boira 
donc  les  -^^du  tonneau  ;  il  laisse  donc  à  Sylène  les  -^  du  ton-- 
Deàu;  mais  celui-ci  vid«  Ia  tonneau  en  10  heures;  il  boira 
donc  les  -^  du  tonneau  dans  les  7^  de  10  heures,  ou  en  S 
heures.  De  sorte  que  Bacchus  et  Sylène  buvant  successive^ 
ment  ^  ont  ^idé  le  tonneau  en  la  heures*  Cherchons  mainte- 
nant en  combien  de  temps  ils  le  videraient  ensemble.  En  une 
heure ,  Bacchus  boit  ^  du  tonneau  ,  et  Sylène  -^^  ce  qui  fait 
en  tout  \  du  tonneau  ;  ils  boiront  donc  ensemble  le  tonneau 
en  6  heures.  Mais  ils  ont  mis  la  heures  à  le  vider  successi- 
vement ;  cela  fait  six  heures  de  plus ,  coinme  l'exige  la  pre-, 
mière  condition.  Passons  à  la  seconde  ;  Bacchus  et  Sylène  bu- 
vant ensemble-,  videraient  le  tonneau  en  six  heures;  mais  le 
premier  boit  par  heure  -^  du  tonneau;  en  6  heures  il  boira 
donc  les  -^  du  tonneau  ;  c'est  en  eSfet  les  |  des  -^  du  tonneau 
qu'il  avait  laissés  à  Sylène  \  la  seconde  condition  est  donc  aussi 

«7 
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remplie>Le9  valeurs  de  x  et  jr  satisfont  dôlid  i  Muteéles  cdn^ 
'étions  du  problème.  *• 

73o .  Nous  terminerons  ce  premier  volumei^n  déinontrant  qu'un 
produit  ne  change  pas  de  valeur ,  lorsqvféh  change  P ordre  des 
facteurs.  Ce  principe  a  été  démontré  quand  les  facteurs  sont 
des  nombres  entiers  (  A.  5*  n®  Z\j)\  il  s'agit  de  prouver  que  la 
même  propriété  subsiste  pour  les  facteurs  fractionnaires  et  in- 
commensurables. 

1^,  Lorsque  les  facteurs  sont  des  frattions ,  le  ^produit  rie 
change  pas,  dans  quelque  ordre  qu*on  effectue  les  multipUca* 
lions,  car,  on  est  toujours  conduit  à  diviser  le  produit  des 
numérateurs  des  fractions  proposées  ,  par  le  produit  des  déno- 
minateurs ,  et  ces  deux  derniers  produits  ne  changent  pas  dam 
quelque  ordr^  qu'on  effectué  les'  multiplications.  Lepriticipt 
est  donc  démontré  pour  des  facteurs  commensurables, 

â*.  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de.  facteurs  incon^ 
mensurables ,  a,  b ,  c  «  etc. ,  ne  changé  pas  dans  quelque  ordre 
qu*on  effectue  les  multiplications.  En  effet;  il  existe  toujours  dei 
quantités  commensurables,  a^,  V,  c',  etc. ,  qui  approchent  autant 
que  Ton  veut  des  vâlenf*»  des  quantités  Jn^mmensurableii 
a,b ,  Cf  etc.  Fesantdonc 

a=a'-f-«r5  ^  =  5'4-^'j  c  =  ef-fir'?j  etc., 

• 

^>  i^9  i^i  etc. 9  seront  des  quantités  incommensurables,  qutf* 
l'on  pourra  supposer  aussi  petites  que  l'on  voudra,  et  Ton 
sera  le  maître  de  prendre  ces  quantités  avec  le  signe  +  ou 
avec  le  signe  — .  \    ^ 

Les  produits  ab ,  ba ,  sont  égaux  \  car  si  cela  n'était  pas  ^ 
on  aurait 

Effectuant  les  multiplications  ,  et  observant  que  alV  z=zb'a\ 
on  aurait 

Les  quantités  ^ ,  y,  pouvant  devenir  aussi  petites  que  Ton 
veut ,  il  serait  toujours  possible  de  rendre  le  premier  membre 
de  l'équation  (d)  plus  petit  que  le  second;  l'équation  (i)  us 
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peut  donc- pas' subsister,  quand  r  n'est  pas  nul;  lés  produits 
ab  ,  ba,  sont  donc  égaux.  La  même  démonstration  s'applique 
fà^n  nombre  quelconque  de  facteurs ,  en  observant  que  le  pro- 
duit des  facteurs  commensurables  a'^  b\  c\  etc.  ^  ne  cbange 
pas  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  les  multiplications..  • 

I 

Note  sur  le  n*  079. 

• 

La  rëéiproqae  du  principe  da  nP  279  est  fatisse  ;  lonqt^après  apoir 
effectué  les  mêmes  opérations'  sur  deux  quantités  ^  les  résulta^  S0nt 
égaux  ;  on  ne  doit  pas  en  conclure  que  ces  deux  quantités  sont  .égales. 
Par  exemple,  en  élevant  au  quarré  les  quantités  inégales -f-,3|. et  *-*>3yleft 
résultais  sont  égaux.  Cette  remarque  .est  de  la  plus  grande  importance. . 

Note  sur  le  nf  ^Sfl-  . 

On  distingue  deux  sortes  d'équations  ;  les  équations  numéritpieSy  et 
les  équations  littérales*  Les  équations  numériques  sont  celles  dutis 
lesquelles  les  coefficiens  des  inconnues  spnt  des  nomhres  ;.et.,Pon;dit 
qiûune  équation  est  littérale  ^  lorsque  les  coefficiens  des  inconnues  eonr 
tiennent  des  lettres.  Ainsi,  5x4*7jr=:ia,  est  nne  équation  numérique, 
et  ajr-f«6jr  =  c,  est  une  équation  littérale, 

'   '  Note,  sur  leh^  4^6. 

Les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à  des  équations ,  se  nomment 
les  RACINES  de  ces  équations  (  n*  708  X  Une  identité  a  donc  une^infihité 
de  racines  arbitraires. 

Note  sur  les  n^^  pgS,  69S,  Gqj. 

Les  principes  de*  n<"  698^  696  c«  ,69(7 ,  ne  conviennent  qu^a  des  pofy^ 
nomes  de  la  forme  a-|-b-f^c-f'  etc.  Lorsque  plusieurs  teroies'  d'iid  pbijpr 
nome  contiennent  la  même  lettre ,  les  réductions  qui  s'effectuent  sont  teAetL, 
que  le  nombre  des  termes  du  quarré ^eut  diminuer.  Far  exemple,  le  quarrtf 
du  trinôme  a  +  fc-f-c  est  fl»-|-^*H«c«-f»a«^H«aac-f-a(&c,  tandis  que  1« 
quarré  du  trinôme  i-|-ax  —  ax^,  est  le  quatrinome  i -f-4^-^^3^^jp4. 
En  général,  le  quarré  du  polynôme  a+bx-Hcx*  +  . . .  -f-Kx"-» ,  contient 
am  — •  I  termes ,  car  ce  quarré  est  de  la  forme  ^-f- J?x-f-  Cr*  -f».  .-f*-^*'*"*  j- 
mais  lorsqu'on  donne  des  valeurs  numériques  aux  coefBciens  a,  b,  Cy  etc.  y 
plusieurs  termes  peuvent  disparaître  ^  de  sorte  que  le  quarré  peut  contenir 
un  nombre  quelconque  de  termes.  D'après  cette  remarque  on  trouver» 
fpe  la  racine  quarrée  de  4**"-'ï3ix'-f-i3j:* — 6x-f-i,^est  ax'— Sar-f-i, 
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